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Exerie 1

1. On reonnaît diretement une dérivée de omposée pour le premier alul : I2 =

∫ 2

1

e
1

x

x2
dx =

[−e 1

x ]21 = −e
1

2 + e1 = e−
√
e.

Pour le deuxième alul, si on veut faire une IPP, on a intérêt à prendre v′(x) =
e

1

x

x2
qu'on

peut intégrer en v(x) = −e 1

x
, e qui laise u(x) =

1

x
et don u′(x) = − 1

x2
. On obtient alors

I3 =

∫ 2

1

e
1

x

x3
dx =

[

−e
1

x

x

]2

1

−
∫ 2

1

e
1

x

x2
dx = −

√
e

2
+ e− I2 =

1

2

√
e.

Autre méthode possible (suggérée par l'énoné) : faire un hangement de variable en posant

t =
1

x
, e qui transforme l'élément di�érentiel en dt = − 1

x2
dx. On peut don érire

e
1

x

x3
dx =

−tet dt, et obtenir ainsi (sans oublier de hanger les bornes I3 = −
∫ 1

2

1
tet dt =

∫ 1

1

2

tet dt.

On onlut ave une IPP lassique en posant u(t) = t, u′(t) = 1 et v′(t) = v(t) = et :

I3 = [tet]11
2

−
∫ 1

1

2

et dt = e− 1

2

√
e− e+

√
e =

√
e

2
.

2. Pour tout réel x ∈ [1, 2], pour tout entier naturel n, 0 < xn 6 xn+1
don

e
1

x

xn+1
6

e
1

x

xn
, puis

en intégrant In+1 6 In. La suite (In) est don déroissante. Comme elle est minorée par 0 de

façon évidente (on intègre toujours des fontions positives), elle onverge don.

3. La fontion x 7→ e
1

x
étant déroissante sur [1, 2] (omposée d'une fontion déroissante par

une fontion roissante), on peut érire que, ∀x ∈ [1, 2], e
1

x 6 e, don In 6

∫ 2

1

e

xn
dx =

[

− e

(n− 1)xn−1

]2

1

=
e

n− 1
− e

(n− 1)2n−1
. Ce majorant ayant une limite nulle (et la suite

étant minorée par 0), le théorème des gendarmes permet de onlure que lim
n→+∞

In = 0.

4. On va de nouveau faire une IPP. Pas besoin de s'embêter à faire des hoix intelligents ii

(on obtiendra juste la relation � dans le mauvais sens �, e qui n'a auune importane), on

va partir de In et poser u(x) = e
1

x
, don u′(x) = − 1

x2
e

1

x
, et v′(x) =

1

xn
qu'on intègre

en v(x) =
1

(1− n)xn−1
. On trouve alors In =

[

e
1

x

(1− n)xn−1

]2

1

+

∫ 2

1

e
1

x

(1− n)xn+1
dx =

√
e

(1− n)2n−1
− e

1− n
+

In+1

1− n
, soit en multipliant tout par 1−n : (1−n)In =

√
e

2n−1
−e+ In+1.

Il n'y a plus qu'à passer les onstantes à gauhe pour obtenir exatement la relation demandée.
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5. On a déjà prouvé que la suite (In) onvergeait, don lim
n→+∞

In+1

1− n
= 0. Comme on a également

lim
n→+∞

√
e

(1− n)2n−1
− e

1− n
= 0, la formule de la question préédente (avant multipliation

par 1− n) permet de retrouver lim
n→+∞

In = 0.

6. Isolons nIn dans la relation de réurrene obtenue : nIn = e −
√
e

2n−1
+ In − In+1. auun

problème de alul de limite ii : lim
n→+∞

nIn = e, don In ∼
e

n
.

7. On revient à la dé�nition de la négligeabilité : il s'agit de prouver que lim
n→+∞

nk

2n−1
= 0 (en

oubliant la onstante

√
e qui n'aura pas d'in�uene sur la limite), e qui est un résultat de

roissane omparée lassique.

8. Pour l'instant, on sait que In =
e

n
+ o

(

1

n

)

, don In+1 =
e

n+ 1
+ o

(

1

n+ 1

)

=
e

n
+ o

(

1

n

)

puisque

1

n+ 1
∼ 1

n
. Il ne reste plus qu'à introduire tout ça dans notre relation de réurrene :

nIn = e−
√
e

2n−1
+ In− In+1 = e+

e

n
− e

n
+ o

(

1

n

)

(on utilise le résultat de la question 7 pour

se débarasser disrètement du deuxième terme, qui est négligeable par rapport à e qu'on met

dans notre o ; e sera de même le as pour les aluls de la question suivante). Conlusion :

nIn = e+ o

(

1

n

)

, don In =
e

n
+ o

(

1

n2

)

.

9. On reprend les aluls ave une meilleure préision : In =
e

n
+ o

(

1

n2

)

, don In+1 =
e

n+ 1
+

o

(

1

(n+ 1)2

)

=
e

n
× 1

1 + 1
n

+o

(

1

n2

)

. Comme

1

n
tend vers 0, on peut appliquer le début d'un

DL lassique pour obtenir

1

1 + 1
n

= 1 − 1

n
+ o

(

1

n

)

, d'où In+1 =
e

n
− e

n2
+ o

(

1

n2

)

. Il est

temps d'introduire dans tout ça dans notre relation : nIn = e −
√
e

2n−1
+

e

n
+ o

(

1

n2

)

− e

n
+

e

n2
+ o

(

1

n2

)

= e+
e

n2
+ o

(

1

n2

)

don In =
e

n
+

e

n3
+ o

(

1

n3

)

.

Un dernier tour pour la route : In+1 =
e

n+ 1
+

e

(n+ 1)3
+o

(

1

n3

)

=
e

n

(

1− 1

n
+

1

n2
+ o

(

1

n2

))

+

e

n3
(1 + o(1)) + o

(

1

n3

)

=
e

n
− e

n2
+

2e

n3
+ o

(

1

n3

)

, don on déduit de façon très similaire

à e qu'on a déjà fait préédemment nIn = e +
e

n
+

e

n3
− e

n
+

e

n2
− 2e

n3
+ o

(

1

n3

)

, don

In =
e

n
+

e

n3
− e

n4
+ o

(

1

n4

)

.

Exerie 2

1. (a) Pour déterminer le noyau, on résout le système







−x + y + z = 0
−6x + 4y + 2z = 0
3x − y + z = 0

. Les

opérations élémentaires L2 ← L2 − 2L1 et L3 ← L3 − L1 le transforment en système

équivalent :







−x + y + z = 0
−4x + 2y = 0
4x − 2y = 0

. Les deux dernières équations obtenues étant
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équivalentes, on exprime tout en fontion de x : y = 2x, puis z = x − y = −x, don
ker(f) = {(x, 2x,−x) | x ∈ R} = Vect((1, 2,−1)).
Le théorème du rang nous permt d'a�rmer que dim(Im(f)) = 3 − 1 = 2, on alule

les images des veteurs de la base anonique jusqu'à obtenir une famille libre de deux

veteurs : Im(f) = Vect((−1,−6, 3), (1, 4,−1)) (les deux veteurs sont non proportionnels

et engendrent don bien un espae de dimension 2).

(b) Ave l'information déjà signalée sur la dimension, véri�ons simplement que l'intersetion du

noyau et de l'image est nulle. Supposons don que (1, 2,−1) = a(−1,−6, 3)+b(1, 4,−1) =
(b−a, 4b−6a, 3a−b). La somme des deux oordonnées extrêmes impose 0 = 2a, don a = 0.
Ensuite on obtient les onditions inompatibles b = 1, 4b = 2 et −b = −1 en reprenant

les trois équations, don (1, 2,−1) /∈ Im(f), e qui implique ker(f)∩ Im(f) = {0} et don
ker(f)⊕ Im(f) = R

3
.

() On alule brutalement f2(x, y, z) = (x − y − z − 6x + 4y + 2z + 3x − y + z, 6x − 6y −
6z − 24x + 16y + 8z + 6x − 2y + 2z,−3x + 3y + 3z + 6x − 4y − 2z + 3x − y + z) =
(−2x+ 2y + 2z,−12x + 8y + 4z, 6x − 2y + 2z) = 2f(x, y, z), don f2 = 2f .

(d) Allons-y à nouveau pour un système :







−x + y + z = 2x
−6x + 4y + 2z = 2y
3x − y + z = 2z

⇔







−3x + y + z = 0
−6x + 2y + 2z = 0
3x − y − z = 0

. Les trois équations sont équivalentes, on ne peut rien

faire de plus qu'érire par exemple z = 3x−y, don ker(f−2 id) = Vect((1, 0, 3), (0, 1,−1)).
Manifestement, le noyau obtenu est de dimension 2, il su�t don de prouver que Im(f) ⊂
ker(f −2 id) pour que les deux sous-espaes soient égaux (ils ont la même dimension). Or,

(−1,−6, 3) = −(1, 0, 3) − 6(0, 1,−1) ∈ ker(f − 2 id) et (1, 4,−1) = (1, 0, 3) + 4(0, 1,−1),
don l'inlusion souhaitée est véri�ée.

(e) On va don herher à déomposer un veteur u = (x, y, z) sous la forme u = a(1, 2,−1)+

b(1, 0, 3) + c(0, 1,−1), e qui donne le système







a + b = x
2a + c = y
−a + 3b − c = z

. Proédons

pour une fois pas substitution : b = x− a et c = y − 2a, don −a+ 3x− 3a− y + 2a = z,

soit −2a = −3x + y + z ou enore a =
3

2
x − 1

2
y − 1

2
z, dont on déduit b = x − a =

−1

2
x+

1

2
y+

1

2
z, et en�n c = y− 2a = −3x+2y+ z. Il reste à aluler e qui est vraiment

demandé dans l'énoné : v = a(1, 2,−1) =
(

3

2
x− 1

2
y − 1

2
z, 3x− y − z,−3

2
x+

1

2
y +

1

2
z

)

,

et w = (b, c, 3b − c) =

(

−1

2
x+

1

2
y +

1

2
z,−3x+ 2y + z,

3

2
x− 1

2
y +

1

2
z

)

.

2. (a) Si f est un isomorphisme, elle admet une réiproque f−1
par laquelle on peut omposer

l'égalité f2 = λf pour obtenir f = λ id. L'appliation f est don un multiple de l'identité

(une homothétie), la réiproque étant évidente.

(b) Supposons u ∈ Im(f), alors ∃v ∈ R
n
, u = f(v). Dans e as, ave l'hypothèse faite sur f ,

f(u) = f2(v) = λf(v) = λu, don u véri�e bien f(u)λu ou, si on préfère, il appartient à

ker(f − λ id). Réiproquement, si f(u) = λ(u), alors λu ∈ Im(f) (puisqu'il est l'image de

u !), don u ∈ Im(f). Finalement, les deux sous-espaes sont bien égaux.

() Puisqu'on est en dimension �nie, le théorème du rang nous donne déjà l'égalité dim(ker(f))+
dim(Im(f)) = n. De plus, si u ∈ ker(f) ∩ Im(f), d'après la question préédente, il vér�ie

f(u) = λ(u), mais aussi f(u) = 0 (il est dans le noyau), don λu = 0, et u = 0 puisque

λ 6= 0. Les deux onditions obtenues su�sent à a�rmer que ker(f)⊕ Im(f) = R
n
.
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(d) Il su�t de dire que f ◦ (f −λ id) = f2−λf = 0 pour obtenir ette inlusion ('est dans le

ours !). De plus, d'après le théorème du rang, dim(Im(f−λ id)) = n−dim(ker(f−λ id)) =
n− dim(Im(f)) = dim(ker(f)). Les deux espaes sont don de même dimension, ave une

inlusion de l'un dans l'autre, ils sont néessairement égaux.

(e) Il su�t de onstater que

(

1

λ
f

)2

=
1

λ2
f2 =

1

λ2
(λf) =

1

λf
, don g =

1

λ
f est une projetion.

On peut don prendre k =
1

λ
.

Exerie 3

1. Pour que f soit dé�nie en x, il faut que la fontion t 7→ tx−1

1 + t
soit dé�nie et ontinue sur le

segment [0, 1]. Le dénominateur de la fration ne peut pas poser de problème sur e segment,

par ontre le numérateur ne sera dé�ni en 0 que si x − 1 > 0, don si x > 1. On a don

Df = [1,+∞[.

2. Calulons : f(1) =

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]10 = ln(2), puis f(2) =

∫ 1

0

t

1 + t
dt =

∫ 1

0

t+ 1

1 + t
−

1

1 + t
dt = [t− ln(1 + t)]10 = 1− ln(2).

3. Pour les plus paresseux dont je fais partie, une astue belge similaire à elle utilisée à

la question préédente permet d'éviter le alul de la déomposition :

∫ 1

a

1

t(1 + t)
dt =

∫ 1

a

t+ 1− t

t(1 + t)
dt =

∫ 1

a

1

t
− 1

t+ 1
dt = [ln(t) − ln(t + 1)]1a = − ln(2) − ln(a) + ln(a + 1) =

ln

(

a+ 1

2a

)

. Quelle que soit la formulation onservée pour e résultat, on obtient failement

lim
a→0

∫ 1

a

1

t(1 + t)
dt = +∞, e qui ne permet pas de dé�nir raisonnablement la fontion f en 0

(omme on va le voir plus loin, si on prolonge f au voisinage de 0, elle aura une limite in�nie

en 0+).

4. Posons don u =
√
t, ou t = u2, e qui implique que dt = 2u du. On n'oublie pas de modi�er

les bornes en onséquene :

∫ 1

a

1√
t(1 + t)

dt =

∫ 1

√
a

1

u(1 + u2)
× 2u du = 2

∫ 1

√
a

1

1 + u2
du =

2[arctan(u)]1√
a
= 2arctan(1)−2 arctan(

√
a) =

π

2
−2 arctan(

√
a). Comme lim

a→0
2 arctan(

√
a)) =

2 arctan(0) = 0, on en déduit que lim
a→0

∫ 1

a

1√
t(1 + t)

dt =
π

2
, qui est don la valeur logique à

donner à f

(

1

2

)

=

∫ 1

0

1√
t(1 + t)

dt.

5. Si on onsidère deux réels x et y véri�ant 1 6 x < y, alors ∀t ∈ [0, 1], tx−1 > ty−1
(les

puissanes de nombres ompris entre 0 et 1 sont de plus en plus petites, même quand on

alule des puissanes réelles quelonques ; si on n'en est pas onvainu, on érit l'inégalité

sous forme exponentielle : e(x−1) ln(t) > e(y−1) ln(t)
ar ln(t) < 0, e qui renverse le sens de

l'inégalité). La division par 1 + t qui est positif ne modi�e pas notre inégalité, et il ne reste

plus qu'à l'intégrer entre 0 et 1 pour obtenir f(x) > f(y). La fontion f est don (stritement)

déroissante sur [1,+∞[ (et le serait également sur ]0, 1] après prolongement). De plus, f est

lairement positive omme intégrale d'une fontion positive.

6. Un alul idiot si on ne se laisse pas perturber par es puissanes un peu inhabituelles :

f(x) + f(x+ 1) =

∫ 1

0

tx−1 + tx

1 + t
dt =

∫ 1

0

tx−1(1 + t)

1 + t
dt =

∫ 1

0
tx−1 dt =

[

tx

x

]1

0

=
1

x
.
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7. Puisque f ne prend que des valeurs positives, on a 0 6 f(x) 6 f(x) + f(x + 1) =
1

x
. Cet

enadrement su�t, à l'aide du théorème des gendarmes, à onlure que lim
x→+∞

f(x) = 0.

8. Par déroissane de f , on peut érire, lorsque x > 2 (pour que tous les termes aient un sens)

f(x+1) 6 f(x) 6 f(x− 1). En ajoutant f(x) partout, on trouve l'enadrement demandé par

l'énoné, qu'on peut réérire à l'aide du alul de la question 6 sous la forme

1

x
6 2f(x) 6

1

x− 1
. En partiulier, on aura pour es mêmes valeurs de x : 1 6 2xf(x) 6

x

x− 1
, ave

lim
x→+∞

x

x− 1
= 1. Une nouvelle appliation du théorème des gendarmes donne lim

x→+∞
2xf(x) =

1, soit f(x) ∼
x→+∞

1

2x
.

9. En appliquant la formule ave x =
1

2
, on devrait avoir f

(

1

2

)

+ f

(

3

2

)

= 2, don f

(

3

2

)

=

2 − f

(

1

2

)

= 2 − π

2
. Véri�ons : f

(

3

2

)

=

∫ 1

0

√
t

1 + t
dt. On pose u =

√
t, don dt = 2u du

omme tout à l'heure (les bornes restent par ontre inhangées), et f

(

3

2

)

=

∫ 1

0

2u2

1 + u2
du =

∫ 1

0

2u2 + 2

1 + u2
− 2

1 + u2
du = [2u− 2 arctan(u)]10 = 2− π

2
omme prévu.

10. On part de l'égalité f(x) =
1

x
− f(x + 1) et on fait tendre x vers 0. La fontion f étant

ontinue, le terme f(x + 1) va tendre vers f(1) = ln(2), don f(x) =
x→0

1

x
− ln(2) + o(1),

développement qui est plus préis que e qu'on demande. En partiulier, f(x) ∼
x→0

1

x
.

11. On essaye de faire une ourbe � qui ressemble à de l'inverse � du �té de 0, mais aussi du �té

de +∞ (le fateur 2 ne hange pas fondamentalement l'allure de la ourbe), et on sait que

f(1) = ln(2) ≃ 0.7, f(2) = 1 − ln(2) ≃ 0.3, f

(

1

2

)

=
π

2
≃ 1.6 et f

(

3

2

)

= 2 − π

2
≃ 0.4. Ce

qui donne une allure de e type :
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