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Exerie 1

1. Les fontions fn sont dé�nies et de lasse C∞
sur R (le dénominateur 1 + ex ne pouvant

pas s'annuler), et f ′
n(x) = − ex

(1 + ex)2
+ n, puis f ′′

n(x) =
−ex(1 + ex)2 + ex × 2ex(1 + ex)

(1 + ex)4
=

−ex(1 + ex) + 2e2x

(1 + ex)3
=

e2x − ex

(1 + ex)3
=

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
.

2. On exploite bien sûr les aluls de la question préédente : f ′′
n est du signe de ex − 1, don

négative sur ] − ∞, 0] puis positive sur [0,+∞[. La dérivée f ′
n admet don un minimum en

0, de valeur f ′
n(0) = n − 1

4
> 0. La fontion f ′

n est don toujours stritement positive, et

fn stritement roissante sur R. De plus, lim
x→−∞

1

1 + ex
= 1, don lim

x→−∞
fn(x) = −∞, et

lim
x→+∞

1

1 + ex
= 0, don lim

x→+∞
fn(x) = +∞. La fontion fn étant ontinue et stritement

roissante, elle est don bijetive de R dans R, e qui prouve l'existene et l'uniité de un.
Puisqu'on nous a demandé de faire un tableau :

x −∞ 0 +∞

f

−∞
✟✯

✟
✟

1

2

✟✯
✟

✟

+∞

3. Cela déoule du alul de dérivée seonde e�etué plus haut : f ′′
n s'annule (et hange de signe)

quand x = 0. Comme fn(0) =
1

2
et f ′

n(0) = n − 1

4
, le point d'in�exion a pour oordonnées

(

0,
1

2

)

et la tangente en e point a pour équation y =

(

n− 1

4

)

x+
1

2
.

4. C'est en fait très di�ile de faire quelque hose de vraiment �dèle puisque les vraies ourbes

sont dangereusement prohes d'être toutes droites (f ma �gure faite à l'ordi en-dessous). On

essaie quand même d'indiquer les tangentes alulées à la question d'avant (mais le point

d'in�exion en 0 est invisible), et les valeurs de u1 et u2 orrespondent aux absisses des points

oranges (u1 à gauhe, u2 à droite, la ourbe de f1 étant la ourbe bleue et elle de f2 la ourbe
verte) :
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0 1 2−1−2

0

1

2

−1

−2

5. On sait déjà que fn(0) =
1

2
> 0. On alule fn

(

− 1

n

)

=
1

1 + e−
1

n

− 1. Or, 1 + e
−

1

n > 1

(une exponentielle est toujours positive), don

1

1 + e−
1

n

< 1 et fn

(

− 1

n

)

< 0. On a don

fn

(

− 1

n

)

< fn(un) < fn(0). La roissane de la fontion fn permet alors de onlure à

l'enadrement demandé. Le théorème des gendarmes nous assure ensuite que lim
n→+∞

un = 0.

6. Puisque fn+1(x)−fn(x) = x, ette di�érene est positive sur [0,+∞[ et négative sur ]−∞, 0].
Comme un < 0, on en déduit que fn+1(un) − fn(un = un < 0, don fn+1(un) < 0. En
partiulier, fn+1(un) < fn+1(un+1), et par roissane de la fontion fn+1, un < un+1. La suite

(un) est don stritement roissante.

7. Par dé�nition, fn(un) = 0, don nun = − 1

1 + eun

. Or, on vient de voir que lim
n→+∞

un = 0,

don lim
n→+∞

nun = − lim
n→+∞

1

1 + eun

= −1

2
.

Exerie 2

1. (a) On alule omme demandé A2 =





17 0 16
−8 1 −8
−8 0 −7





. Les oe�ients sur la diagonale ont

été multipliés par −2 par rapport à eux de A, et on déduit ensuite, en observant la

diagonale, que A2 = −2A+ 3I3.

(b) On isole lassique la matrie identité dans la relation préédente :

1

3
A2 +

2

3
A = I3, don

A

(

1

3
A+

2

3
I3

)

= I3, e qui prouve que A est inversible et que A−1 =
1

3
(A + 2I3) =

1

3





−5 0 −8
4 3 4
4 0 7





.
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() On proède bien sûr par réurrene. La propriété est vraie au rang 0 en posant a0 = 0
et b0 = 1, et au rang 1 en posant a1 = 1 et b1 = 0. Si on la suppose véri�ée au rang

n, alors An+1 = A × An = A × (anA + bnI3) = anA
2 + bnA = an(−2A + 3I3) + bnA =

(bn − 2an)A + 3anI3. En posant an+1 = bn − 2an et bn+1 = 3an, la propriété reste don

vraie au rang n+ 1, e qui prouve l'hérédité de notre réurrene.

(d) À l'aide des relations obtenues à la question préédente, on peut aluler an+2 = bn+1 −
2an+1 = −2an+1 + 3an. La suite (an) est don réurrente linéaire d'ordre 2, son équation

aratéristique x2 + 2x − 3 = 0 ayant pour raines r1 = 1 (raine évidente) et r2 = −3
(le produit des raines devant être égal à −3). Il existe don deux onstantes α et β
telles que, ∀n ∈ N, an = α + β × (−3)n. Les onditions initiales rappelées à la question

préédente imposent a0 = 0 = α + β et a1 = 1 = α − 3β, e qui impose β = −1

4

(en soustrayant les deux équations) et α =
1

4
, don an =

1− (−3)n

4
. On en déduit

diretement bn = 3an−1 =
3 + (−3)n

4
, et don An =

1− (−3)n

4
A +

3 + (−3)n

4
I3. Si on

a peur de s'être trompé, on véri�e rapidement que ça donne bien A2 = −2A + 3I3, mais

aussi A−1 =
1

3
A+

2

3
I3.

2. (a) Calulons don J =





−1 0 −2
1 1 1
1 0 2





, puis J2 =





−1 0 −2
1 1 1
1 0 2





. Ah, il semblerait bien

que J2 = J (on peut d'ailleurs retrouver e résultat par un alul purement formel en

reprenant les premiers aluls de la question 1 : J2 =
1

16
(A + 3I3)

2 =
1

16
(A2 + 6A +

9I3) =
1

16
(−2A + 3I3 + 6A + 9I3) =

1

16
(4A + 12I3) =

1

4
(A + 3I3) = J). Une réurrene

omplètement triviale prouve alors que Jn = J pour tout entier n > 1 (e n'est bien sûr

pas vrai pour n = 0).

(b) Puisque J =
1

4
(A+ 3I3), on a A = 4J − 3I3. Les matries 4J et 3I3 ommutent, on peut

don appliquer le bin�me de Newton puis la formule obtenue pour Jn
, en faisant bien at-

tention à isoler le terme d'indie 0 : An = (4J−3I3)
n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

4k(−3)n−kJk = (−3)nI3+

(

n
∑

k=1

(

n

k

)

4k(−3)n−k

)

J = (−3)nI3 +

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

4k(−3)n−k − (−3)n

)

J = (−3)nI3 +(1−

(−3)n)J . On retrouve bien A = −3I3 + 4J pour n = 1.

() On teste : (−3)−1I3 + (1 − (−3)−1)J =
4

3
J − 1

3
I3 =

1

3
(A + 3I3) −

1

3
I3 =

1

3
A +

2

3
I3, e

qui bien la formule obtenue plus haut pour l'inverse A−1
. La formule est don toujours

valable (elle l'est en fait pour tout entier relatif n).

3. (a) Comme toujours pour e genre de question, je vais passer par la résolution du système







−2x + z = a
x + y = b
x − z = c

. La somme des équations extrêmes donne −x = a+c, don

x = −a − c, en remplaçant dans les deux dernières équations on en déduit failement

y = b − x = a + b + c et z = x − c = −a − 2c. La matrie P est don inversible et

P−1 =





−1 0 −1
1 1 1
−1 0 −2





.

(b) On alule P−1A =





3 0 3
1 1 1
−1 0 −2





, puis P−1AP =





−3 0 0
0 1 0
0 0 1





. Ouf, la matrie D
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obtenue est bien diagonale.

() On sait que D = P−1AP , don A = PDP−1
(en multipliant l'égalité par P à gauhe et

par P−1
à droite. On prouve alors par réurrene que An = PDnP−1

. C'est vrai au rang

0 : PD0P−1 = PP−1 = I3 = A0
, et en supposant la formule véri�ée au rang n, alors

An+1 = A×An = PDP−1 × PDnP−1 = PDn+1P−1
, e qui prouvé l'hérédité.

4. (a) Puisque N = P−1MP , l'égalité DN = ND est équivalente à DP−1MP = P−1MPD,

ou enore P−1APP−1MP = P−1MPP−1AP . Après simpli�ation des PP−1
entraux et

produit par P à gauhe et P−1
à droite, on obtient bien l'équivalene ave AM = MA.

(b) Oui, on va bourriner. On pose N =





a b c
d e f
g h i





et on alule ND =





−3a b c
−3d e f
−3g h i





et DN =





−3a −3b −3c
d e f
g h i





. Les neuf équations imposant l'égalité des deux matries

se répartissent en deux atégories : inq équations triviales qui sont toujours véri�ées (la

première, et les deux dernières dex deux dernières lignes), et quatre qui imposent la nullité

d'un oe�ient : −3b = b don b = 0, −3c = c don c = 0, −3d = d don d = 0 et −3g = g

don g = 0. Les matries ommutant ave D sont don de la forme N =





a 0 0
0 e f
0 h i





,

où a, e, f , h et i sont inq réels quelonques.

() D'après la question a, on aura M = PNP−1
, où N est une matrie de la forme préédente.

En érivant N = aE1,1+eE2,2+fE2,3+hE3,2+iE3,3 (pour une fois, j'ai utilisé la notation

des matries élémentaires rapidement évoquées en ours pour des matries ontenant un

seul oe�ient égal à 1, et tous les autres nuls), on obtient failement M = aPE1,1P
−1 +

ePE2,2P
−1 + fPE2,3P

−1 + hPE3,2P
−1 + iPE3,3P

−1
. La matrie M est don ombinai-

son linéaire des inq matries suivantes : PE1,1P
−1 =





2 0 2
−1 0 −1
−1 0 −1





, PE2,2P
−1 =





0 0 0
1 1 1
0 0 0





, PE2,3P
−1 =





0 0 0
−1 0 −2
0 0 0





, PE3,2P
−1 =





1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1





et PE3,3P
−1 =





−1 0 −2
0 0 0
1 0 2





.

Exerie 3

1. La fontion f étant ontinue, les limites possibles pour (un) sont les points �xes de f . On résout

don l'équation x =
1

2
(x2 − 4), soit x2 − 2x− 4 = 0, qui a pour disriminant ∆ = 4+16 = 20

et a don deux raines réelles : x1 =
2−

√
20

2
= 1−

√
5, et x2 =

2 +
√
20

2
= 1 +

√
5.

2. Le signe de f(x) − x déoule des aluls e�etués dans la première question : le trin�me

x2 − 2x− 4 est négatif entre ses raines, don f(x)− x 6 0 sur [1−
√
5, 1 +

√
5], et positif le

reste du temps. De plus, f est dérivable sur R et f ′(x) = x, don f est déroissante sur R
−

puis roissante sur R
+
, ave pour minimum f(0) = −2. De façon évidente, lim

x→±∞
f(x) = +∞.

On peut résumer toutes es informations dans le tableau suivant :
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x −∞ 1−
√
5 0 1 +

√
5 +∞

f

+∞
❍
❍
❍❥1−

√
5
❍
❍
❍❥−2

✟✯
✟

✟

1 +
√
5

✟✯
✟

✟

+∞

f(x)− x + 0 − − 0 +

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15−1−2−3

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

−1

−2

−3

−4

3. Pas grand hose à dire sur la ourbe elle-même, qui est une parabole très lassique. Si on

part de a = 4, on voit que les termes de la suite vont très rapidement s'enfuir du �té de

+∞. C'est beauoup moins lair en partant de 1 (et ça risque en fait de dépendre pas mal

de l'allure traée pour la ourbe au voisinage de son point �xe 1−
√
5, mais ça ne devrait en

fait pas se rapproher du point �xe en � esargot �, mais bel et bien s'éloigner de e point

�xe (en faisant tout de même une sorte de spirale), ave des termes qui s'approhent de 0 et

de −2 selon la parité de l'indie. Ave l'éhelle prise, je ne peux de toute façon pas indiquer

assez de termes pour que e soit vraiment visible.

4. (a) L'intervalle ]1 +
√
5,+∞[ est un intervalle stable par f (en e�et, f étant roissante sur

et intervalle, ∀x > 1 +
√
5, f(x) > f(1 +

√
5) = 1 +

√
5). Une réurrene triviale montre

alors que u0 > 1 +
√
5 ⇒ ∀n ∈ N, un > 1 +

√
5.

(b) On sait que f(x) − x > 0 sur l'intervalle ]1 +
√
5,+∞[. D'après la question préédente,

un > 1 +
√
5, don f(un) − un = un+1 − un > 0, e qui prouve que la suite (un) est

stritement roissante. Si elle était majorée, elle onvergerait don vers une limite l > a >
1 +

√
5, e qui est impossible d'après le alul de la question 1. La suite n'est don pas

majorée, elle diverge alors vers +∞.
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5. (a) C'est une appliation direte de l'inégalité des aroissements �nis. Sur l'intervalle [2, 4],
|f ′(x)| = |x| > 2, x ∈ [2, 4] par hypothèse, et 1 +

√
5 ∈ [2, 4] ar

√
5 ∈ [2, 3], don on a

bien |f(x)− f(1 +
√
5)| 6 |x− (1 +

√
5)|, e qui donne l'inégalité demandée.

(b) Il faut faire un raisonnement par l'absurde soigneux. Supposons don que lim
n→+∞

un =

1 +
√
5, ave ∀n ∈ N, un 6= 1 +

√
5. En appliquant la dé�nition de la limite ave ε =

1

2
(valeur arbitraire qu'on peut remplaer par une autre tant que le raisonnement ultérieur

fontionne), ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |un − (1 +
√
5)| 6 1

2
. En partiulier, à partir du rang n0,

tous les termes de la suite appartiennent à l'intervalle [2, 4] puisque 1+
√
5− 1

2
>

√
5 > 2

et 1 +
√
5 +

1

2
<

3

2
+

5

2
= 4. On a don, d'après la question préédente, ∀n > n0,

|f(un)−(1+
√
5)| > 2|un−(1+

√
5)|, soit |un+1−(1+

√
5)| > 2|un−(1+

√
5)| > |un−(1+

√
5|.

La suite (|un − 1 −
√
5|) est don stritement roissante à partir du rang n0 et minorée

à partir de e même rang par |un0
− (1 +

√
5)| > 0. C'est ontraditoire ave l'hypothèse

lim
n→+∞

un = 1 +
√
5, e qui prouve que la suite ne peut pas onverger vers 1 +

√
5.

() D'après la question préédente, un des termes de la suite doit être égal à 1 +
√
5. Notons

n0 le plus petit entier pour lequel un = 1 +
√
5. Si n0 = 0, la suite est onstante égale

à 1 +
√
5. Si n0 = 1, on a don a 6= 1 +

√
5 mais f(a) = 1 +

√
5. Or, 1 +

√
5 n'a que

deux antéédents par f (les variations de la fontion montrent qu'il ne peut pas y en avoir

plus) : 1+
√
5 lui-même (puisque 'est un point �xe) et −1−

√
5 (ar la fontion est paire).

Dans e as, on a don a = −1−
√
5, et la suite est onstante égale à 1 +

√
5 à partir du

rang 1. Si n0 = 2, alors u2 = 1 +
√
5 et, par le même raisonnement que préédémment,

u1 = −1−
√
5. Dans e as, u0 est un antéédent de −1−

√
5, e qui est très problématique

puisque −1−
√
5 n'a auun antéédent par f (ette valeur est stritement inférieure à −2

qui est le minimum de f ). On démontre de façon similaire que n0 > 2 est impossible (on

devrait avoir un0−1 = −1 −
√
5, et auune valeur de un0−2 ne peut onvenir). Les deux

seules valeurs de a pour lequelles lim
n→+∞

un = 1+
√
5 sont don a = 1+

√
5 et a = −1−

√
5.

6. (a) Supposons don que e ne soit pas que le as, et que tous les termes de la suite appar-

tiennent à l'intervalle ]0, 1 +
√
5[. Sur et intervalle, f(x)− x < 0, don on aurait ∀n ∈ N,

un+1 − un = f(un) − un < 0. La suite serait don déroissante et minorée par 0, don
onvergente. Sa limite l véri�erait alors 0 6 l 6 a < 1 +

√
5, e qui est inompatible ave

les valeurs alulées en début d'exerie pour les limites potentielles de la suite. Il existe

don (au moins) un terme de la suite n'appartenant pas à l'intervalle (et même, par le

même raisonnement, une in�nité, sinon la suite serait déroissante à partir d'un ertain

rang sans pouvoir onverger).

(b) Notons n1 le plus petit entier pour lequel un1
/∈]0, 1 +

√
5[. Bien sûr, n1 > 1 (puisque

u0 = a appartient à l'intervalle par hypothèse), et don un1−1 ∈]0, 1+
√
5[. Or, l'étude des

variations de f permet d'a�rmer que f(]0, 1+
√
5[) =]−2, 1+

√
5[, don un1

= f(un1−1) ∈
]− 2, 1 +

√
5[. Mais omme un1

/∈]0, 1 +
√
5[, on en déduit que un1

∈]− 2, 0].

7. (a) Puisque f(−2) =
4− 4

2
= 0 et f(0) = −2, la suite sera dans e as périodique de période

2. On le prouve par réurrene triviale si on le souhaite (tant qu'à faire on prend une

double hypothèse de réurrene du type � u2n = 0 et u2n+1 = −2 � pour rédiger plus

vite).

(b) Oui, bien sûr, il su�t de prendre des valeurs de a pour lesquelles on �nira par avoir un0
= 0

à un moment (on ne peut pas tomber sur une valeur égale à −2 sans passer par 0 à l'étape
d'avant). C'est le as notamment pour a = 2 puisque f(2) = 0, mais aussi pour a = ±2

√
2,

puisque dans e as u1 =
8− 4

2
= 2, puis u2 = 0 et ensuite on boule.
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() La fontion f étant roissante sur ]− 2, 0[, on a f(]− 2, 0[) =]− 2, 0[, don l'intervalle est
stable par f . Si u0 ∈] − 2, 0[, une réurrene triviale montre que 'est le as de tous les

termes de la suite.

(d) Calulons déjà f ◦ f(x) − x =
1

2

(

1

4
(x2 − 4)2 − 4

)

− x =
x4 − 8x2 − 8x

8
. Assez urieu-

sement, auun alul n'est vraiment néessaire pour fatoriser. On sait déjà que les deux

points �xes de f vont véri�er f ◦ f(x) = x, don sont raines du polyn�me obtenu. Mais

on sait aussi que 'est le as de 0 et de −2 (puisque f(f(−2)) = f(0) − 2 et f(f(0)) =

f(−2) = 0). On doit don avoir f ◦ f(x) − x =
x(x+ 2)(x − 1−

√
5)(x− 1 +

√
5)

8
(e

qu'on véri�e failement si on y tient). Le tableau de signe suivant s'en déduit :

x −∞ −2 1−
√
5 0 1 +

√
5 +∞

f(f(x))− x + 0 − 0 + 0 − 0 +

(e) Supposons par exemple que a > 1−
√
5, don u0 ∈ [1−

√
5, 0], et ommençons par prouver

par réurrene la propriété Pn suivante : u2n ∈ [1 −
√
5, 0] et u2n+1 ∈ [−2, 1 −

√
5].

Pour le rang 0, on a déjà fait l'hypothèse que u0 ∈ [1 −
√
5, 0], et la déroissane de f

sur l'intervalle [−2, 0] implique alors u1 ∈ [f(0), f(1 −
√
5)], don u1 ∈ [−2, 1 −

√
5], e

qui prouve P0. Si on suppose Pn véri�ée, l'hérédité se prouve toujours en appliquant la

déroissane de f : u2n+1 ∈ [−2, 1 −
√
5], don u2n+2 = f(u2n+1) ∈ [1 −

√
5, 0], puis

u2n+3 = f(u2n+2) ∈ [−2, 1−
√
5], e qui prouve la propriété P2n+3.

Tous les termes d'indie pair de la suite appartiennent don à l'intervalle [1 −
√
5, 0], sur

lequel on a vu dans la question préédente que f ◦ f(x) − x > 0. On en déduit que,

∀n ∈ N, u2n+2 − u2n = f ◦ f(u2n) − u2n) > 0, don la sous-suite (u2n) est roissante. De
même, (u2n+1) est déroissante ar tous ses termes appartiennent à un intervalle sur lequel

f ◦ f(x)− x 6 0. Dans le as où a 6 1−
√
5, 'est exatement le même raisonnement en

éhangeant le r�les des indies pairs et impairs : la sous-suite (u2n) sera alors déroissante

(à valeurs dans [−2, 1−
√
5]), et (u2n+1) roissante (à valeurs dans [1−

√
5, 0]).

(f) Étant monotones et bornées, elles onvergent. Leur limite est néessairement l'un des

quatre points �xes de la fontion f ◦ f obtenus à la question d. Il faut tout de même être

un peu soigneux :

• si a = 1−
√
5, la suite est onstante, et ses deux sous-suites onvergent don évidemment

vers 1−
√
5.

• si a > 1 −
√
5, la sous-suite (u2n) onverge vers une limite l véri�ant a 6 l 6 0,

don l = 0 (seul point �xe dans l'intervalle [a, 0]). De même, lim
n→+∞

u2n+1 = −2 ar

u1 = f(a) 6= 1−
√
5.

• si a < 1−
√
5 'est le ontraire : lim

n→+∞
u2n = −2 et lim

n→+∞
u2n+1 = 0.

(g) La suite (un) n'est don onvergente que dans le as où a = 1 +
√
5.

8. Puisqu'on ne nous demande pas d'être préis, faisons vite :

• si a = −1−
√
5, on a déjà vu que la suite allait stationner à 1 +

√
5 à partir du rang 1.

• si a < −1 −
√
5, u1 > 1 +

√
5 et on est ramenés au as de la question 4, la suite diverge

vers +∞.

• si a ∈]− 1−
√
5,−2[, on aura u1 ∈]0, 1 +

√
5[, e qui ramène au as de la question 6 : au

bout d'un ertain temps, un terme de la suite va se retrouver dans l'intervalle [−2, 0], et
ensuite la suite sera bornée, ave divergene (mais onvergene des sous-suites onstituées

des termes d'indie pair et des termaes d'indie impair), sauf dans le as où le premier

terme de la suite appartenant à ]− 2, 0[ est pile poil égal à 1−
√
5, e qui rendra la suite

stationnaire.
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9. D'après les études préédentes, outre les deux points �xes et la valeur −1 −
√
5, les seules

valeurs de a pour lesquelles la suite (un) onverge sont elles pour lesquelles a ∈] − 1 −√
5, 2[∪]2, 1 +

√
5[, et qui stationnent à la valeur 1 −

√
5 à partir d'un ertain rang. Peut-on

dérire es valeurs plus préisément ? Déjà, les valeurs négatives sont simplement les opposées

des positives, on peut don se restreindre à herher les a ∈]2, 1 +
√
5[. Une façon des les

onstruire est de proéder � à l'envers � : on part de 1 −
√
5, on alule son antéédent

positif (il y en a un seul), puis l'antéédent positif de et antéédent positif et ainsi de suite.

On obtiendra ainsi toutes les valeurs de a onvenables, qui sont don en nombre in�ni, et

qu'on peut en fait dé�nir... omme une suite réurrente ! Mais une suite réurrente don la

fontion de transition sera la réiproque de f (ou plut�t de sa restrition à R
+
, histoire

d'avoir une fontion bijetive, et ar on a déidé de se limiter aux valeurs de a positives).

En plus, on alule failement son expression : si y =
1

2
(x2 − 4), alors x2 = 2y + 4, don

x =
√
2y + 4 quand on se limite aux valeurs positives. Autrement dit, don, la suite (vn)

dé�nie par v0 = 1 −
√
5 et ∀n ∈ N, vn+1 =

√
2vn + 4 va balayer l'ensemble des valeurs de

a pour lesquelles lim
n→+∞

un = 1 −
√
5. On pourrait même s'amuser à démontrer que la suite

(vn) onverge elle-même vers 1+
√
5 (e n'est pas très di�ile), e qui prouve qu'il y aura au

voisinage gauhe de l'autre point �xe de f une aumulation de valeurs de a pour lesquelles

la suite onverge vers 1−
√
5.

Exerie 4

1. Puisqu'une ligne omplète est donnée, la somme est imposée (égale à 6), un exemple possible :

M =





1 2 3
2 2 2
3 2 1





.

2. Si on note a la valeur ommune de tous les oe�ients, haque ligne et haque olonne a de

façon évidente une somme égale à na, don la matrie est semi-magique, et s(M) = na.

3. C'est une onséquene évidente des régles de alul sur les sommes :

n
∑

j=1

(mij + λnij) =

n
∑

j=1

mij + λ

n
∑

j=1

nij = s(M) + λs(N) (et de même pour les olonnes).

4. Supposons M semi-magique, et posons A = MJ , alors les oe�ients de ette matrie sont

donnés par aij =

n
∑

k=1

mik×1 = s(M) (somme des oe�ients de la ligne numéro i). De même,

en notant B = JM , alors bij =

n
∑

k=1

mkj = s(M) (somme des oe�ients de la olonne numéro

j). On a don bien MJ = JM = λJ , ave tout bêtement λ = s(M). Réiproquement, les

aluls qu'on vient de faire montrent que, si MJ = JM = λJ , alors la somme des oe�ients

de haque ligne et de haque olonne de M est égale à λ, e qui prouve que la matrie est

semi-magique, et bien sûr que s(M) = λ. Je me rends ompte après avoir �ni de taper ette

question que j'ai fait la démonstration dans le as général et pas dans le as n = 3 omme

demandé par l'énoné. Bien entendu, le as général implique le as partiulier.

5. Si (M,N) ∈ E2
, alors MNJ = M × s(N)J = s(N)MJ = s(N)s(M)J , et de même dans

l'autre sens, e qui prouve tout e qui est demandé.

6. Là enore, si MJ = s(M)J et que M est inversible, on peut faire le produit à gauhe par

M−1
pour en déduire que J = s(M)M−1J , don

1

s(M)
J = M−1J . De même, JM = s(M)J

implique

1

s(M)
J = JM−1

. La matrie M−1
véri�e don la aratérisation des matries de E,
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et s(M−1) =
1

s(M)
. Bien sûr, auun risque que s(M) = 0, sinon on aurait JM = MJ = 0,

don M ne pourrait pas être inversible.

7. Un exemple parmi pas mal d'autres : M =





4 9 2
3 5 7
8 1 6





.

8. Ave la dé�nition d'une matrie magique, on peut aluler (m11+m22+m33)+ (m13+m22+
m31) + (m12 + m22 + m32) − (m11 + m12 + m13) − (m31 + m32 + m33) = s(M) + s(M) +
s(M) − s(M) − s(M) = s(M). Or, tout se simpli�e ou presque dans le membre de gauhe

pour donner 3m22 = s(M).

9. C'est évident puisque la transposition transforme les lignes en olonne, les olonnes en ligne, et

ne modi�e pas la somme des oe�ients diagonaux ni elle des oe�ients � anti-diagonaux �.

10. En reprenant le résultat de la question 8, et bien sûr le fait queM doit être symétrique, on doit

avoir M =





a b c
b 1

3
s(M) d

c d e





. La somme des oe�ients anti-diagonaux devant être égale à

s(M), on en déduit que c+
1

3
s(M) + c = s(M), don c =

1

3
s(M). La deuxième ligne (ou la

deuxième olonne) impose d =
2

3
s(M)−b, et la diagonale impose e =

2

3
s(M)−a. La première

ligne, la dernière ligne, la première olonne et la dernière olonne imposent alors toutes les

quatre la ondition a + b =
2

3
s(M), don b =

2

3
s(M) − a. En notant plut�t z =

1

3
s(M), la

matrie M est don de la forme M =





a 2z − a z
2z − a z a

z a 2z − a





. Réiproquement, toutes

les matries de ette forme sont magiques (véri�ation faile, toutes les sommes sont égales à

3z).

Si M est antisymétrique, ses trois oe�ients diagonaux sont nuls, don s(M) = 0 d'après

la question 8. On a don M =





0 a b
−a 0 c
−b −c 0





. La première ligne impose a + b = 0, don

b = −a, la deuxième impose −a+ c = 0, don c = a. Finalement, M =





0 a −a
−a 0 a
a −a 0





.

Réiproquement, toutes es matries onviennent.

11. Ave le théorème admis et les résultats de la question préédente, toute matrie magique

est don de la forme a ×





1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1



 + b ×





0 2 1
2 1 0
1 0 2



 + c ×





0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0





.

Tehniquement, on vient de donner une base de l'ensemble des matries magiques, qui est un

sous-espae vetoriel de M3(R).
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