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Exercice : formule de Stirling.

f(e)
(c—a)(c—0b)
la valeur de c ayant été fixée appartenant & I'intervalle ]a, b[. La fonction ¢ est de classe C?
sur [a,b] comme somme de f (supposée C2) et d'un polynoéme du second degré. De plus,

c
P(a) = £(a) = 0 = 0, p(b) = F(B) =0 = 0 et ple) = F(e) ~ =i —s(e—a)(e— ) =
f(c) — f(c) = 0. En appliquant le théoréme de Rolle sur chacun des deux intervalles [a, c] et
[c,b], on en déduit I'existence de deux réels y €]a, c[ et z €]c, b tels que f/'(y) = f(2) = 0. On
peut alors appliquer une troisiéme fois le théoréme de Rolle a la fonction f/ sur l'intervalle [y, 2]
pour en déduire Pexistence d’un réel d €]y, z[ (et donc a fortiori d €]a, b]) tel que ¢”(d) = 0.

Or, ¢(z) = f'(z) — (éf(_c)a()l'ﬁ(c—_bi)) B (20(_6)(1(;(6__@?))7 puis ¢’ (z) = f"(x) — 2(6_2)(2_()).

1. Puisqu’on nous le suggere si gentiment, posons donc p(z) = f(z)— (x—a)(z—0),

2
L’annulation de ¢”(d) revient bien & affirmer que f”(d) = (c—cf)((cc)—b)’ ou encore que
f"(d)(c—a)(c—b
o = L1@le—ale )
r—0b r—a ) .
2. (a) On pose donc h(z) = g(x) — g(a) x ; g(b) x ; . La fonction h étant somme
a/ [e—

de g et d’une fonction affine, on constaate que h” = ¢”. En appliquant le résultat de
la question précédente a un réel z €]a, b, on obtient donc ’existence d’un réel d €la, b]

"(d)(x)(xz—b
tel que h(z) = g(d) ) )

M(x—a)(x—0b

e ME==Y) )
Pencadrement quand on multiplie par la quantité (z — a)(z — b) qui est négative quand
x €a, b[), soit exactement 'encadrement demandé. Sion veut étre trés rigoureux, on vérifie
que Pencadrement reste vrai si * = a ou & = b (ce qui est trivial puisque h(a) = h(b) = 0).

(z —a)?

. En particulier, ’hypothése faite sur la fonction g¢” fait

m(x —a)(x —b)

(attention au retournement du sens de

(b) Une primitive de = — = — a est donnée par x +— , de méme pour x — x — b

b x—b T —a
(ce choix de primitives simplifie le calcul), donc / g(a) x p— + g(b) x P dx =
[g(a)(fv —b)?  g(0)(z - G)Q] " _g)b-a) gla)a—b) _ (b—a)(gla)+g(b))
2(a—b) 2b—a) |, 2 2 2 '

(¢) I suffit d’intégrer 'encadrement obtenu en question a entre les bornes a et b. On a déja ef-

fectué le calcul permettant d’otenir le terme du milieu a la question précédente, reste a cal-
b

b Mz — _ M b M 3 2
culer/ (z—a)@=?) dr = 2/ z*—(a+b)x+abdr = — [w _ (atb)a” +abr| =

2 2 13 2
M (b3 a® ab® b a®  a®b B2 a2b> M a®—b®+ 3ab® — 3a®b

a
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M(a —b)3 M(b—a)?
= ((112 ) = — ( 12 9) . Le calcul du majorant est identique en remplacant M par
m.

3. Calculons : /n+1 In(z) dz = [zIn(z) — 2]"™ = (n4+ 1) In(n+1) — (n + 1) —nln(n) + n =

(n+1)In(n —i—Ti) —nln(n)—1. On veut appliquer ’encadrement de la question 2.c a la fonction

1
In avec a = n et b = n + 1. Sur cet intervalle, ¢'(z) = — puis ¢"(z) = ce qui montre
x

-,
x
1 1
que M = RCESE et m = 3 (la fonction g” est trivialement croissante sur [n,n + 1]),
ce qui donne les bonnes valeurs pour les minorant et majorant de l’encadrement puisque
M((n+1)—n)? 1 m(b — a)? 1
— (« ) ) = et de méme — ( F_ . Reste a calculer le membre

12 (n+1)2 12 12n2
du milieu, qui est égal d’apres le calcul d’intégrale qu’on vient d’effectuer & (n+1)In(n+1) —

1 1) +1 1 1
nln(n) —1— a(n+1)+nwm) (n + 2) In(n+1)— (n + 2) In(n) — 1, soit exactement ce

2
qui était souhaité.

4. Il y a comme toujours trois choses & vérifier :

1 .
® Up — Up = m, donc ngg—loovn — Up = 0.

1)n+3
® Upi1—Up = ln((n+1)”+%e_”_l)—ln((n—l—l)!)—ln(n”+%e_”)—|—ln(n!) =In (W) -
3

1 1
In(n+1) = <n + 2) In(n+1)—1— (n + 2> In(n). Or, on vient de prouver & la question

précédente que cette expression était encadrée entre deux valeurs manifestement positives,

ce qui prouve donc que un 41 — Uy = 0, et que la suite (uy,) est donc croissante.
1 1

20 T 12— 1)
Toujours d’aprés 'encadrement de la question 3, cette quantité est majorée par
1
12n(n —1)
la premiére, donc l'inverse est plus grand, et la différence négative), ce qui prouve que

Un41 — Uy, < 0, et donc que (vy,) est une suite décroissante.

1

® Upit—Up = Uns1+ = (n—i— ;) (ln(n—l—l)—ln(n))—l—m.

12n2

< 0 (le dénominateur de la deuxiéme fraction est plus petit que celui de

Les deux suites (uyp) et (v, ) sont donc adjacentes.

5.(a) Sur lintervalle [ < sin(z) < 1, donc 0 < sin™(x) < sin"*!(z), encadrement qu’il

suffit d’intégrer pour obtenlr la decrmssance de la suite (I,,).

(b) On calcule I,42 = /2 sin" ! (z) xsin(z) dz al'aide d’'une IPP, en posant u(x) = sin"*!(z),

0
donc u/(z) = (n + 1)sin"(x) cos(x), et v'(z) = sin(z) qu’on intégre en v(z) = — cos(z).
Toutes les fonctions sont de classe C' sur lintervalle d’intégration, et le produit ww

s’annule aux deux bornes de l'intégrale, donc I,19 = /2 (n + 1)sin™(x) cos®(z) dx =
0

us

(n+1) /02 sin™(x)(1—sin?(z)) dz = (n+1)(I, — Iny2). On adonc (n+2)I,0 = (n+1)1I,,

n+1
ou encore 1, = —I
n—+2 n+2 n
(¢) En appliquant plusieurs fois de suite la relation de récurrence (avec une rédaction pas
. 2n—1 2n —1 2n — 3
hyper rigoureuse), on calcule Iy, = Iop—o = X Ippy = -+ =
2n 2n 2n — 2

™

(2n—1)x (2n—3)...3x 1
(2n) x 2n —2)---x 2

Iy. Or, Iy = /2 1ldr = g, et la fraction en facteur de Iy dans
0

2



le résultat obtenu peut s’écrire, en multipliant en haut en en bas par tous les facteurs pairs

; orat (2n)! (2n)! done I 2n)! 7
manquant au numérateur = onc =————.
d 202 x (2n —2)2x - x 22 22n(p)2’ = ()2 2
2n) X (2n —1) x -+- x 2 4™ (n!)?
De méme, Ion41 (2n) x (2n ) 1 = ﬂ, aprés avoir calculé
2n+1)x2n—1)x---x3x1 (2n +1)!
3 x
L = /0 sin(z) dx = [—cos(z)]§ = 1.
I
6. La double inégalité découle de la décroissante de la suite (I,,). On en déduit que 1 < 7 o<
2n+1
Ioy— I 2 1
ﬂ, soit 1 < —2 < nt . Le majorant ayant pour limite 1, on en déduit que Iz, ~
Iont1 Iont1 2n
I " (2n)! o 221 (n!)? 2 x 24 x (n)4 241 (nl)4
S0it ————5 X — ~ ———"— 0Uu encore m ~ ~ ce
et 2n(n2 7 2 (2n+ 1) (2n+1) x (2n))2  nx ((2n))2’
qui prouve exactement le calcul de limite demandé.
n+ 1
7. Si la suite (u,) converge vers [, alors la suite e"» convergera vers e!, donc " 2' ~ e,
e” x n!
nn-&-% 22n+%n2n+% 24n(n!)4

ou encore n! ~ ——. Dans ce cas, on aura (2n)! ~ puis ———— ~
entl ’ (2n) e2ntl 7 n x (2n)!?

24n % n4n+2 X e4n+2[
Comme on a montré plus hqut que ce quotient avait

n X e4n+4l % 24n+1 n4n+1 2621'

. 1 . 1 . 1
pour limite 7, on a donc e?! = — | soit e/ = —— (et donc trés accessoirement [ = —= In(27),
27 21 2
mais en fait on s’en fout un peu). Il ne reste plus qu’a remplacer pour obtenir ’équivalent
. n+3z 27Tn”+% n\n
souhaité : n! ~ ~ ~\21n (—) .
entl en e



