Devoir Maison n° 3

MPSI Lycée Camille Jullian

pour le 4 novembre 2024

Probléme

Soit k € R, le but du probléme est d’étudier les fonctions f définies et dérivables sur |0, +oo] et
1
solutions de I’équation (x) suivante : Vax > 0, f'(x) = kf ()
x

I. Quelques exemples dans le cas général.

Soit A € R, on note fy la fonction définie sur |0, +o0[ par fi(z) = (A + In(x))/z.
1. Calculer la dérivée f} de la fonction f.
2. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

3. Donner I’équation de la tangente T a la courbe représentative de la fonction fy en son point
d’abscisse 1.

4. Montrer que toutes les droites T se coupent en un méme point, & préciser.

5. Tracer dans un méme repére une allure des courbes représentatives des fonctions f_o, f_3 et
f—4, ainsi que des tangentes T correspondantes.
1

1
6. O te (E) 'équation différentielle ¢/ — —y = .
n note (E) I'équation différentielle y 21:3/ NG

(a) Reésoudre 'équation différentielle (E).
(b) Déterminer I'unique solution de I’équation (F) vérifiant y(1) = A.

7. Montrer qu’on peut choisir A de fagon a ce que fy soit une solution de I’équation (x). Préciser
dans ce cas la valeur de k associée.

1
II. Résolution compléte dans le cas ot k = ——.

1
On suppose dans cette partie que f est une fonction solution de I’équation (%) pour k = ——, et

on pose g(x) = f\(f? +Vaxf CC)

1. Montrer que la fonction g est constante.

1 1
2. En deduire que f'(z) — o—f(z) = _{55).
3. Montrer que, si f(1) =0, alors f est la fonction nulle.

4. On suppose désormais f(1) # 0. En utilisant la premiére partie du probléme, déterminer une
expression de f.



11
III. Résolution lorsque k € ]—5, 5 [

1
Soit k£ un réel appartenant a 'intervalle ] ——

1
53 { On note (E}) I'équation différentielle z2y” +

k%y = 0, qu’on cherchera & résoudre uniquement sur l'intervalle ]0, +o0].

1.

1
Déterminer un réel o > 3 (dépendant de k) tel que la fonction z — x® soit solution de (E}).

y(z)

. En notant z(x) = = (olt a est la valeur déterminée & la question précédente), montrer que
x

y est solution de (E}) si et seulement si 2’ est solution d’une équation linéaire d’ordre 1 (E})
a déterminer.

. Résoudre I’équation (E}), et en déduire les solutions de 1’équation (E}).

2
Dans le cas particulier ot k = 5 préciser la valeur de « et les solutions de (E}). Déterminer

en particulier I'unique solution de (Fj) vérifiant y(1) =0 et ¢'(1) = —1.

272
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. Déterminer les solutions de I’équation (x) dans le cas ou k € ] - [



