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Exerie 1

1. En tant que quotient de deux fontions 2π-périodiques, la fontion tangente est bel et bien

2π-périodique. Le fait que sa période minimale soit égale à π et non à 2π n'empêhe pas que

l'énoné proposé soit vrai.

2. C'est omplètement faux, la somme d'une suite roissante et d'une suite déroissante n'a

auune raison d'être monotone. En fait, 'est même nettement pire : on peut érire n'importe

quelle suite omme somme d'une suite roissante et d'une suite déroissante ! Soit (wn) une

suite quelonque, on pose u0 = w0 et v0 = 0 (n'importe quel autre ouple de valeurs véri�ant

u0 + v0 = w0 onviendrait). Ensuite, on dé�nit les deux suites (un) et (vn) par réurrene :

pour tout entier n, si wn+1 > wn, on pose un+1 = un + wn+1 − wn (qui est plus grand

que un) et vn+1 = vn. Inversement, si wn+1 < wn, on onserve un+1 = un et on pose

vn+1 = vn + wn−1 − wn (stritement inférieur à vn par hypothèse). Les deux suites ainsi

onstruites sont respetivement roissante et déroissante, et on démontre failement par

réurrene que ∀n ∈ N, wn = un+vn ('est le as au rang 0, et dans les deux as préédemment

dérits, on aura toujours un+1 + vn+1 = un + vn + wn+1 − wn, qui sera égal à wn+1 si on

suppose un + vn = wn).

3. C'est vrai, mais il faut bien montrer les deux impliations pour prouver l'équivalene. Si n est

un entier pair, de la forme n = 2k (ave k ∈ N) alors n2 = 4k2 est aussi pair. Reiproquement,

si n = 2k+1 est impair, alors n2 = (2k+1)2 = 4k2+4k+1 est impair, e qui par ontraposée

prouve que n2
pair implique n pair. L'équivalene est don démontrée.

4. C'est faux, on le démontre failement par l'absurde : si m était e plus petit élément, strite-

ment positif par hypothèse, alors

m

2
serait un autre réel stritement positif, mais stritement

inférieur à m, e qui ontredit le fait que m est minimal.

5. Si on lane inq fois de suite une pièe équilibrée, il y a 25 = 32 tirages équiprobables pos-

sibles. Parmi eux-i, seulement deux ne présentent pas de répétition de résultat : l'alternane

PFPFP (P pour Pile, F pour Fae), et l'alternane FPFPF . La probabilité d'obtenir au

moins une fois une répétition vaut don 1− 2

32
=

15

16
>

9

10
. L'a�rmation de l'énoné est don

vraie.

6. Cette équation admet 1 pour solution évidente : 1−4+7−6+2 = 0. On peut don fatoriser

le membre de gauhe de l'équation sous la forme z4− 4z3+7z2− 6z+2 = (z− 1)(az3 + bz2+
cz+d) = az4+(b−a)z3+(c−b)z2+(d−c)z−d. Par identi�ation des oe�ients, on obtient

a = 1, b−a = −4, don b = −3, puis c− b = 7, don c = 4, et en�n d− c = −6, don d = −2,
e qui est ohérent ave la dernière équation. Le fateur obtenu, z3 − 3z2 +4z− 2 = 0, admet

à nouveau 1 omme raine évidente. Pas la peine d'aller plus loin, si on fatorise enore par

z − 1, on trouvera un polyn�me du seond degré qui ne peut pas avoir plus de deux raines

omplexes, e qui en laissera au maximum trois (distintes) pour l'équation initiale. L'énoné

proposé est don faux.
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Exerie 2

Une fontion dont l'expression est très simple, mais pour laquelle on peut étudier beauoup de

hoses :

• domaine de dé�nition : la présene de la fontion ln dans l'expression de f réduit déjà le

domaine de dé�nition à R
+∗

, et il faut en plus que le dénominateur ne s'annule pas, e qui

impose x 6= 1. On a don Df =]0, 1[∪]1,+∞[.
• limites et prolongement : auun alul de limite ne pose problème, il su�t de onnaître

les limites de la fontion ln. On obtient don sans di�ulté lim
x→0+

f(x) = 0, lim
x→1−

f(x) = −∞,

lim
x→1+

f(x) = +∞, et lim
x→+∞

f(x) = 0. On en déduit la présene d'une asymptote vertiale

d'équation x = 1, d'une asymptote horizontale en +∞ (qui n'est autre que l'axe des absisses),

mais aussi d'un prolongement par ontinuité en 0 : si on � ajoute � la valeur f(0) = 0, la
fontion f devient dé�nie et ontinue sur [0, 1[∪]1,+∞[. Mais ette fontion prolongée est-elle

dérivable en 0 (une information importante si on veut traer un début de ourbe réaliste) ? Le

taux d'aroissement de notre fontion prolongée en 0 est dé�ni par

f(x)− f(0)

x− 0
=

f(x)

x
=

1

x ln(x)
. Par roissane omparée, lim

x→0+
x ln(x) = 0, don notre taux d'aroissement a une

limite in�nie en 0 (et même égale à −∞ puisque le taux d'aroissement est négatif sur ]0, 1[).
La fontion f n'est don pas dérivable en 0, mais sa ourbe y admettra une tangente vertiale.

• variations : f est dérivable sur Df et f ′(x) = − 1

x ln2(x)
< 0. La fontion f est don stri-

tement déroissante sur ]0, 1[ et sur ]1,+∞[ (évitez par ontre de dire qu'elle est stritement

déroissante sur Df , ar 'est faux !). On peut résumer les informations déjà obtenues dans le

tableau de variations suivant :

x 0 1 +∞
f ′(x) − −

f 0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ 0

• onvexité : la fontion f est dérivable une deuxième fois, et f ′′(x) =
ln2(x) + x× 2 ln(x)

x

x2 ln4(x)
=

ln(x)(ln(x) + 2)

x2 ln4(x)
. Cette dérivée seonde est du signe de son numérateur, qui s'annule pour

x = 1 et x = e−2 =
1

e2
, et sera positive à l'extérieur de es raines ('est juste une expression

du seond degré). La fontion f est don onave sur l'intervalle

[

1

e2
, 1

[

et onvexe sur les

intervalles

]

0,
1

e2

]

et ]1,+∞[. Puisque f

(

1

e2

)

= −1

2
, il y a aura sur sa ourbe un point

d'in�exion de oordonnées

(

1

e2
,
1

2

)

. La tangente en e point d'in�exion a pour oe�ient

direteur f ′

(

1

e2

)

= −e2

4
≃ −1.8. Signalons en passant que

1

e2
≃ 0.14, ça servira pour la

ourbe.

• signe : bon, ça 'est assez évident, f est négative sur ]0, 1[ et positive sur ]1,+∞[, e qui était
de toute façon déjà visible dans notre tableau de variations.

• ourbe : la tangente au point d'in�exion traverse la ourbe, pas évident à représenter à une

bonne éhelle ii (sur mon traé évidemment fait à l'ordinateur, les tangentes empêhent de

voir la ourbe). Si on tient absolument à avoir un point de repère sur l'intervalle ]1,+∞[ où
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on manque d'information, on peut signaler que f(e) = 1.
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Exerie 3

1. Les fontion x et y sont toutes les deux 2π-périodiques de façon assez évidente (par exemple

x(t + 2π) = 2 cos(t + 2π) − cos(2t + 4π) = 2 cos(t) − cos(2t) = x(t)), et on ne peut pas

obtenir de période plus petite. Puisque x et y ont la même période 2π, le point de paramètre

t + 2π sera toujours situé au même endroit que le point de paramètre t. La ourbe va don

se ontenter de repasser en permanene sur les points obtenus lors de l'étude sur [0, 2π], qui
sera don su�sante pour traer l'intégralité de ladite ourbe.

2. La fontion x est paire (ar la fontions osinus l'est) et la fontion y est impaire (ar la

fontion sinus l'est). Le point de paramètre −t aura don la même absisse mais une ordonnée

opposée à elle du point de paramètre t. Autrement dit, es deux points seront symétriques

par rapport à l'axe des absisses. Une étude sur [0, π] suivie d'une symétrie par rapport à et

axe (pour obtenir les points de paramètre appartenant à [−π, 0]) sera don su�sante pour

avoir une période omplète.

3. La suggestion de l'énoné d'utiliser les formules de dupliation est une énorme arnaque puis-

qu'on n'en a pas besoin. Deux angles ont le même osinus s'ils sont égaux ou opposés modulo

2π. On a don 2x ≡ x[2π], soit x ≡ 0[2π], ou bien 2x ≡ −x[2π], soit x ≡ 0

[

2π

3

]

. Sur l'inter-

valle [0, π], les seules solutions sont don 0 et

2π

3
. Si on veut vraiment utiliser les formules de

dupliation, on a cos(2x) = 2 cos2(x) − 1. On pose X = cos(x) pour se ramener à l'équation

du seond degré 2X2 − X − 1 = 0, qui a pour solution évident X = 1, et pour deuxième

3



solution X = −1

2
. On a don cos(x) = 1 (qui donne x = 0 sur l'intervalle de résolution), ou

cos(x) = −1

2
, qui permet de retrouver x =

2π

3
.

On dispose des deux mêmes méthodes pour la deuxième équation. Utilisons diretement la

formule de dupliation : sin(2x) = 2 sin(x) cos(x). L'équation devient don 2 sin(x) cos(x) =
sin(x), soit sin(x)(2 cos(x) − 1) = 0. On a don sin(x) = 0, don x = 0 ou x = π, ou

cos(x) =
1

2
, don x =

π

3
.

4. Les deux fontions sont évidemment dérivables, x′(t) = −2 sin(t) + 2 sin(2t) = 2(sin(2t) −
sin(t)) s'annule pour x = 0, x =

π

3
et x = π (question préédente), est positive sur

[

0,
π

3

]

,

puis négative ensuite (si on a un doute sur le signe, on alule une valeur simple de l'intervalle) ;

y′(t) = 2 cos(t)−2 cos(2t) = 2(cos(t)−cos(2t)) s'annule en 0 et

2π

3
, est positive sur

[

0,
π

3

]

puis

négative ensuite. On alule les valeurs importantes : x(0) = 2−1 = 1, x
(π

3

)

= 2× 1

2
+
1

2
=

3

2
,

x

(

2π

3

)

= −2× 1

2
+

1

2
= −1

2
, x(π) = −2−1 = −3, y(0) = 2×0−0 = 0, y

(π

3

)

=
√
3−

√
3

2
=

√
3

2
, y

(

2π

3

)

=
√
3 +

√
3

2
=

3
√
3

2
, y(π) = 0 − 0 = 0. Il est temps de faire le tableau de

variations demandé :

t 0 π
3

2π
3 π

filet

x 1

✟✯✟✟

3
2 ❍❍❍❥−1

2

−3

y

0

✟✯✟✟

√
3
2

✟✯✟✟

3
√
3

2

❅
❅
❅❘
0

5. Quand on sait que l'une des deux dérivées s'annule et pas l'autre, la tangente sera horizontale

ou vertiale, la valeur exate de l'autre dérivée n'est en fait pas très importante. Calulons

quand même y′
(π

3

)

= 1 + 1 = 2, x′
(

2π

3

)

= −
√
3 −

√
3 = −2

√
3, et y′(π) = −2− 2 = −4.

Le veteur tangent en

π

3
est don (0, 2), elui en

2π

3
est (−2

√
3, 0), et elui en π est (0,−4).

Pour le point de départ en t = 0, les deux dérivées s'annulent, il faut don aluler x′′(t) =
−2 cos(t) + 4 cos(2t) et y′′(t) = −2 sin(t) + 4 sin(2t) et évaluer en 0 pour trouver un veteur

tangent de oordonnées (2, 0) (don horizontal).

6. Dans un répère orthonormal, plaer tous les points de la ourbe C étudiés préédemment en

indiquant à haque fois le veteur tangent, et en déduire une allure de la ourbe C (en gros,

ontentez-vous de relier les points importants de la façon la plus rédible possible ; vous pouvez

bien sûr rajouter quelques points supplémentaires pour lesquels le alul des oordonnées et

du veteur tangent n'est pas ompliqué, par exemple pour t =
π

6
ou t =

π

4
).

7. On indique bien sûr les points remarquables ave les tangentes orrespondantes (sur la �gure,

seule la diretion des tangentes est respetée mais pas leur norme, qui représente tehnique-

ment la vitesse instantanée du point si on onsidère la ourbe omme une trajetoire dans le

plan), et on n'oublie pas la symétrie par rapport à l'axe des absisses pour obtenir la ourbe

omplète.
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