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Exerie 1

Déterminer pour haune des a�rmations suivantes si elle est vraie ou fausse. On justi�era bien

sûr soigneusement haune des réponses proposées (ontre-exemple, démonstration rigoureuse et.

selon les as).

1. La fontion tangente est périodique de période 2π.

2. Si (un) et (vn) sont deux suites monotones, leur somme (un + vn) est également monotone.

3. Un nombre n ∈ N est pair si et seulement si son arré n2
est pair.

4. L'ensemble R
+∗

admet un plus petit élément.

5. En lançant inq fois de suite une pièe équilibrée à Pile ou Fae, on a plus de neuf hanes

sur dix d'obtenir deux fois de suite le même résultat à un moment donné.

6. L'équation z4 − 4z3 + 7z2 − 6z + 2 = 0 admet quatre solutions distintes dans C.

Exerie 2

E�etuer l'étude la plus omplète possible de la fontion f : x 7→ 1

ln(x)
(tous les aluls devront

bien entendu apparaître sur la opie).

Exerie 3

Le but de e dernier exerie est de traer une jolie ourbe paramétrée. Une ourbe paramétrée est

dé�nie par deux équations faisant varier l'absisse x et l'ordonnée y d'un point en fontion du temps

t. Quand on représente graphiquement une telle ourbe, on se ontente de plaer dans un repère

tous les points de oordonnées (x(t), y(t)) pour les di�érentes valeurs possibles de t, sans représenter
expliitement la variable t. Ainsi, si on dé�nit par exemple notre ourbe par les équations x(t) = t−1
et y(t) =

√
t − t + 2, ave t ∈ [0,+∞[ (ii, les valeurs de t négatives sont manifestement exlues),

alors la ourbe va � démarrer � au point de oordonnées (x(0), y(0)), don au point (−1, 2). Ensuite,
x et y vont varier simultanément et la ourbe suivra leur évolution. Ci-dessous, je vous donne (sans

justi�ation) une allure de la ourbe obtenue, en surlignant les points de passage A(−1, 2) (pour

t = 0), B(0, 2) (atteint pour t = 1), C(3, 0) (atteint pour t = 4) et D(8,−4) (atteint pour t = 9).
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La ourbe que je viens de vous traer ressemble à elle d'une fontion � normale � mais e ne

sera pas toujours le as, omme on va déjà le voir ave elle que vous allez désormais étudier, dé�nie

par les équations x(t) = 2 cos(t)− cos(2t) et y(t) = 2 sin(t)− sin(2t), le paramètre t variant a priori

dans R tout entier. On notera (C) la ourbe paramétrée orrespondante.

1. Déterminer la période des fontions x et y. Expliquer rapidement pourquoi on peut se onten-

ter de faire varier t dans l'intervalle [0, 2π] pour le traé de la ourbe C.
2. Déterminer la parité des fontions x et y. Quelle symétrie peut-on en déduire pour la ourbe

(C) ? Sur quel intervalle va-t-on �nalement étudier les fontions ?

3. Résoudre dans l'intervalle [0, π] les équations cos(x) = cos(2x) et sin(x) = sin(2x). On pourra

bien sûr exploiter les formules trigonométriques de dupliation si besoin.

4. Caluler les dérivées des fontions x et y, puis déterminer leurs variations sur l'intervalle

[0, π]. On dressera un tableau de variations ommun pour les deux fontions, en préisant

bien tous les points où au moins l'une des deux dérivées s'annule. On préisera aussi les

valeurs intéressantes prises par les fontions x et y (maxima ou minima loaux notamment).

5. On admet que le veteur de oordonnées (x′(t), y′(t)) est tangent à la ourbe (C) en son point

de paramètre t (si jamais e veteur est nul, e sera le veteur (x′′(t), y′′(t)) qui jouera le

r�le de veteur tangent, et ainsi de suite si e deuxième veteur est à nouveau nul, e qui ne

devrait toutefois pas vous arriver ave es fontions). Préiser le veteur tangent à la ourbe

C en haun des points où on a x′(t) = 0 ou y′(t) = 0 (toujours en se limitant à l'intervalle

[0, π] pour la variable t).

6. Dans un répère orthonormal, plaer tous les points de la ourbe C étudiés préédemment en

indiquant à haque fois le veteur tangent, et en déduire une allure de la ourbe C (en gros,

ontentez-vous de relier les points importants de la façon la plus rédible possible ; vous pouvez

bien sûr rajouter quelques points supplémentaires pour lesquels le alul des oordonnées et

du veteur tangent n'est pas ompliqué, par exemple pour t =
π

6
ou t =

π

4
).

Pour votre information, la ourbe étudiée ii s'appelle une ardioïde, son nom étant ensé déouler

du fait qu'elle a une forme de ÷ur (probablement dessiné par quelqu'un d'aussi doué que moi

pour les arts plastiques ; on peut traer des ÷urs beauoup plus onvainants ave d'autres ourbes

paramétrées !). C'est une ourbe lassique qui intervient dans tout un tas de problèmes physiques

(re�ets dans une tasse de afé, pour donner un exemple lassique), vous trouverez failement tous

les détails que vous voulez à son sujet sur Internet.
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