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Exer
i
e 1 (***)

Soit ]a, b[ un intervalle ouvert de R, notons e = b − a la largeur de l'intervalle. Le réel e étant

stri
tement positif, il existe né
essairement une valeur de n pour laquelle

1

2n
< e (
ela revient à dire

que 2n >
1

e
, 
e qui se produira par exemple pour n = Ent

(

− ln(e)

ln(2)

)

+ 1). Fixons alors 
ette valeur

de n, et posons p = max

{

k ∈ Z | k
2n

6 a

}

. Un tel entier existe né
essairement, 
ar on peut toujours

trouver un entier relatif tel que

k

2n
< a, don
 l'ensemble est non vide, et il est majoré par 0 lorsque

a 6 0, et par a × 2n lorsque a > 0. Par 
onstru
tion,
p+ 1

2n
6 a +

1

2n
< a + e = b. Or,

p+ 1

2n
> a,

sinon la minimalité de l'entier p serait 
ontredite. On en déduit que

p

2n
∈]a, b[, 
e qui prouve bien la

densité de notre ensemble dans R.

Exer
i
e 2 (**)

• Soit don
 un réel M > 0 (si M 6 0, il su�t de prendre n0 = 2 pour que la dé�nition de la

limite soit véri�ée). On aura n2−2n > M dès que (
e n'est pas une équivalen
e) n−2 >
√
M

(puisqu'alors n >
√
M , et n2 = n(n−2) > M). Il su�t don
 de prendre n0 = Ent(2+

√
M)+1

pour satisfaire la dé�nition de la limite in�nie.

• Soit ε > 0,
1

2n+ 3
< ε si 2n + 3 >

1

ε
, soit n >

1

2ε
− 3

2
, il su�t don
 de prendre un n0

stri
tement supérieur à 
ette quantité (je vous épargne le 
oup de la partie entière augmentée

d'un) pour satisfaire à la dé�nition de la limite nulle.

• Soit ε > 0, on 
al
ule

2n− 1

n+ 1
− 2 =

−3

n+ 1
. On aura don


∣

∣

∣

∣

2n− 1

n+ 1
− 2

∣

∣

∣

∣

< ε si
3

n+ 1
< ε, soit

n >
3

ε
− 1, 
e qui donne fa
ilement une valeur de n0 
onvenable.

• Soit M > 0 (siM 6 0, en
ore une fois, 
e n'est pas trop dur de rendre

√
n+ 3 plus grand que

M). On aura

√
n+ 3 > M dès que n > M2−3. Il su�t don
 de prendre n0 = Ent(M2−3)+1.

Exer
i
e 3 (* à **)

• On peut é
rire un =
3n

4n
− 2n

4n
=

(

3

4

)n

−
(

1

2

)n

. La suite est don
 une di�éren
e de deux

suites géométriques dont les raisons sont 
omprises entre −1 et 1. Ces deux suites 
onvergent

don
 vers 0, et lim
n→+∞

un = 0.

• On peut développer : un = 2e−n − ne−n. On sait que lim
n→+∞

e−n = 0, don
 le premier terme

de la di�éren
e tend vers 0. Le deuxième peut s'é
rire sous la forme

n

en
, 
'est un 
as d'é
ole
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de 
roissan
e 
omparée, il tend également vers 0. Con
lusion : lim
n→+∞

un = 0.

• Pour un quotient de polyn�me, vous êtes autorisés à utiliser la règle du quotient des termes

de plus haut degré : lim
n→+∞

n2 − 3n+ 2

2n2 + 5n− 34
= lim

n→+∞

n2

2n2
=

1

2
.

• Utilisation de la quantité 
onjuguée très 
onseillée pour 
e 
al
ul :

un =
(
√
n2 − 1− n)(

√
n2 − 1 + n)√

n2 − 1 + n
=

n2 − 1− n2√
n2 − 1 + n

=
−1√

n2 − 1 + n
.

Le dénominateur de 
ette fra
tion ayant 
lairement pour limite +∞, lim
n→+∞

un = 0.

• La prin
ipale di�
ulté est la manipulation des fa
torielles : un =
n!× (n+ 1)× (n+ 2)

(n2 + 1)× n!
=

(n + 1)(n + 2)

n2 + 1
=
n2 + 3n + 2

n2 + 1
. Reste à utiliser la règle des termes de plus haut degré pour

obtenir lim
n→+∞

un = 1.

• Il faut simplement faire les 
hoses méthodiquement. D'un 
�té, lim
n→+∞

−1

2n
= 0, don
 lim

n→+∞
e−

1

2n =

e0 = 1, de l'autre 
�té, en utilisant la règle des termes de plus haut degré, lim
n→+∞

n

n+ 2
=

lim
n→+∞

n

n
= 1, don
 lim

n→+∞
ln

(

n

n+ 2

)

= ln(1) = 0. Il ne reste plus qu'à additionner les deux

termes pour obtenir lim
n→+∞

un = 1.

• On peut fa
toriser si on le souhaite numérateur et dénominateur par n, mais le plus simple

reste sûrement d'en
adrer le quotient en utilisant que −1 6 sin(n) 6 1 et −1 6 cos(n) 6 1.

On obtient ainsi, ∀n > 2,
n− 1

n+ 1
6 un 6

n+ 1

n− 1
, soit 1 − 2

n+ 1
6 un 6 1 +

2

n− 1
. Les

deux membres extrêmes de l'en
adrement ayant la même limite 1, le théorème des gendarmes

permet d'a�rmer que lim
n→+∞

un = 1.

• Revenons à la dé�nition du sinus hyperbolique : un =
e2n − e−2n

2
−(en−e−n) = en

(

en

2
− 1

)

−
e−2n

2
+ e−n. Une simple appli
ation des règles de 
al
ul sur les sommes et produits de limite

permet alors d'obtenir lim
n→+∞

un = +∞.

• Pour 
elle-
i, di�
ile de s'en sortir sans équivalents (que nous n'avons pas en
ore étudiés !),

ou du moins sans une utilisation subtile des taux d'a

roissement : 
omme lim
n→+∞

1 +
π2

n2
= 1,

on peut dire que lim
n→+∞

ln(1 + π2

n2 )− ln(1)

1 + π2

n2

= ln′(1) = 1, soit lim
n→+∞

n2 ln

(

1 +
π2

n2

)

= π2. Or,

n

√

ln

(

1 +
π2

n2

)

=

√

n2 ln

(

1 +
π2

n2

)

, don
 tout 
e qui se trouve dans la tangente dé�nissant

un a pour limite

√
π2

4
=
π

4
, et lim

n→+∞
un = tan

(π

4

)

= 1.

Exer
i
e 4 (**)

Les deux 
onditions peuvent se traduire de la façon suivante :

b

a
=
c

b
= q, et 2b−a = 3c− 2b = q

(
omme a est supposé non nul, b et c ne peuvent pas non plus être nuls). La première relation revient à

dire que b = aq et c = bq = aq2, d'où, en remplaçant dans la deuxième équation, 2aq−a = 3aq2−2aq,
d'où 3aq2 − 4aq + a = 0, soit en fa
torisant par a qui est supposé non nul 3q2 − 4q + 1 = 0. Cette
équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = 16 − 12 = 4, et admet deux ra
ines réelles

q1 =
4 + 2

6
= 1, et q2 =

4− 2

6
=

1

3
. Si q = 1, la 
ondition 2aq − a = q donne a = 1, puis
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b = aq = 1 et c = bq = 1 ; et si q =
1

2
, on obtient

2

3
a − a =

1

2
, soit a = −3

2
, puis b =

1

3
a = −1

2
et

c =
1

3
b = −1

6
. Les deux seules possibilités sont don
 d'avoir a = b = c = q = 1 (auquel 
as les trois

termes 
onsé
utifs de la suite géométrique sont 1, 1 et 1, et les trois termes 
onsé
utifs de la suite

arithmétique sont 1, 2 et 3), ou q =
1

3
, don
 a = −3

2
, b = −1

2
et c = −1

6
(auquel 
as les trois termes


onsé
utifs de la suite géométrique sont −3

2
, −1

2
et −1

6
, et les trois termes 
onsé
utifs de la suite

arithmétique sont −3

2
, −1 et −1

2
).

Exer
i
e 5 (*)

1. La suite (un) est arithméti
o-géométrique, d'équation de point �xe x = 4x− 6, 
e qui donne
x = 2. On pose don
 vn = un − 2, et on véri�e que la suite auxiliaire est géométrique :

vn+1 = un+1 − 2 = 4un − 6− 2 = 4un − 8 = 4(un − 2). La suite (vn) est don
 géométrique de

raison 4, et de premier terme v0 = u0−2 = −1. On a don
 vn = −4n, puis un = vn+2 = 2−4n.

2. La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2−3x+2 = 0, qui a pour

dis
riminant ∆ = 9 − 8 = 1, et admet deux ra
ines réelles r =
3 + 1

2
= 2 et s =

3− 1

2
= 1.

La suite (un) a don
 un terme général de la forme un = α2n+β, ave
, en utilisant les valeurs

initiales, u0 = α + β = 0 et u1 = 2α + β = 1. En soustrayant les deux équations on obtient

α = 1, puis β = −α = −1, don
 un = 2n − 1.

3. La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2 − 6x + 9 = 0, qui a

pour dis
riminant ∆ = 36 − 36 = 0, et admet une ra
ine double r =
6

2
= 3. La suite (un) a

don
 un terme général de la forme un = (α + βn)3n, ave
, en utilisant les valeurs initiales,

u0 = α×30 = 0 et u1 = (α+β)×31 = 1. La première équation donne α = 0, puis la deuxième

donne β =
1

3
, d'où un =

1

3
n3n = n3n−1

(formule valable seulement si n > 1).

4. La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2 − 1

2
x − 1

2
= 0, qui a

pour dis
riminant ∆ =
1

4
+2 =

9

4
et admet don
 pour ra
ines r1 =

1
2 +

3
2

2
= 1 (qui était aussi

une ra
ine évidente), et r2 =
1
2 − 3

2

2
= −1

2
. On peut don
 é
rire un = α+ β

(

−1

2

)n

. Ave
 les


onditions initiales données, u0 = α+β = 1 et u1 = α− 1

2
β = 2, don


3

2
β = −1, soit β = −2

3

puis α =
5

3
. On 
on
lut que un =

5

3
+

1

3(−2)n−1
.

Autre méthode, posons don
 vn = un+1−un, alors vn+1 = un+2−un+1 =
un+1 + un

2
−un+1 =

un − un+1

2
= −1

2
vn. La suite (vn) est don
 géométrique de raison −1

2
et de premier terme

v0 = u1−u0 = 1, don
 vn =

(

−1

2

)n

. On en déduit que un+1 = un+

(

−1

2

)n

pour tout entier

n. On peut alors é
rire un = u0 +

n−1
∑

k=0

(

−1

2

)k

(si ça ne vous semble pas 
lair, faites une belle

ré
urren
e), don
 un = 1+
1− (−1

2)
n

1 + 1
2

= 1+
2

3

(

1 +

(

−1

2

)n)

=
5

3
+

1

3(−2)n−1
. On retrouve

bien sûr la même expression.

5. La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique 3x2 − 4x + 1 = 0, dont

le dis
riminant vaut ∆ = 16 − 12 = 4, et qui admet don
 deux ra
ines r =
4 + 2

6
= 1, et

3



s =
4− 2

6
=

1

3
. On en déduit la forme générale de la suite : un = α +

β

3n
. En utilisant les

valeurs des deux premiers termes, on a u0 = α+ β = 2 et u1 = α+
1

3
β =

10

3
. En soustrayant

les deux équations, on obtient

2

3
β = 2− 10

3
= −4

3
, soit β = −2, puis α = 4. On a �nalement

un = 4− 2

3n
.

6. Considérons d'abord la suite (vn) pour laquelle v0 = 1, v1 = 11, v2 = 111 et
 (attention au

dé
alage, le nombre 
ontenant n 
hi�res 1 
orrespond don
 au terme d'indi
e n−1 de la suite

(vn)). Une façon de la dé
rire est de dire que v0 = 1 et que ∀n ∈ N, vn+1 = 10vn + 1 (en

e�et, quand on multiplie par 10, on ajoute un 0 à la �n, et en ajoutant 1 on le transforme

en 1). Autrement dit, la suite (vn) est arithméti
o-géométrique. Son équation de point �xe

x = 10x + 1 a pour solution x = −1

9
. On pose don
 wn = vn +

1

9
, la suite (wn) devrait être

géométrique, 
e qu'on véri�e sans peine : wn+1 = vn+1 +
1

9
= 10vn +1+

1

9
= 10

(

vn +
1

9

)

=

10wn. La suite (wn) est don
 géométrique de raison 10 et de premier terme w0 = v0+
1

9
=

10

9
.

Autrement dit, wn =
10n+1

9
, et vn = wn − 1

9
=

10n+1 − 1

9
. Reste à 
al
uler un, 
'est-à-

dire à 
al
uler les sommes partielles de la suite (vn) : un =
n−1
∑

k=0

vk =
1

9

n−1
∑

k=0

10k+1 − 1 =

10

9
× 1− 10n

1− 10
− n− 1

9
=

10n − 1

81
− n− 1

9
.

7. Séparons don
 parties réelle et imaginaire en posant zn = an + ibn. On peut alors é
rire

a0 = 0, b0 = 2, et pour tout entier n, an+1 + ibn+1 =
1

3
(2an + 2ibn − an + ibn) =

1

3
an + ibn.

Autrement dit, an+1 =
1

3
an et bn+1 = bn. La suite (bn) est don
 
onstante égale à 2, et la

suite (an) géométrique de raison

1

3
et de premier terme 0. Ah ben en fait on a don
 toujours

zn = 2i (
'était bien la peine de se fatiguer).

Exer
i
e 6 (**)

Notons don
 vn = un+an
2+bn+c, alors vn+1 = un+1+a(n+1)2+b(n+1)+c = 2un+2n2−n+

an2+2an+a+bn+b+c = 2un+(a+2)n2+(2a+b−1)n+a+b+c. Pour que (vn) soit géométrique,

on doit avoir vn+1 = qvn = qun + aqn2 + bqn + cq. Il est né
essaire d'avoir q = 2, et en identi�ant

ensuite les 
oe�
ients des deux formules obtenues, on a a+2 = 2a, 2a+ b− 1 = 2b et a+ b+ c = 2c,

e qui donne su

essivement a = 2, puis b = 2a− 1 = 3, et en�n c = a+ b = 5. Ave
 
es valeurs, la

suite (vn) est géométrique de raison 2 et de premier terme v0 = u0 + a× 02 + b× 0 + c = 2+ 5 = 7.
Con
lusion de 
es 
al
uls : vn = 7× 2n, puis un = vn − an2 − bn− c = 7× 2n − 2n2 − 3n− 5.

Exer
i
e 7 (**)

Par hypothèse, on sait déjà que ∀n ∈ N, un 6 1 et vn 6 1. De plus, la 
onvergen
e du produit

assure que, ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, 1− ε < unvn 6 1 (ave
 les hypothèses faites sur (un) et (vn),
le produit ne peut 
ertainement pas être supérieur à 1). Or, unvn 6 un puisque vn ∈ [0, 1], 
e qui

assure que, ∀n > n0, 1− ε < unvn 6 un 6 1, et don
 que la suite (un) 
onverge vers 1. Par symétrie,

(vn) 
onverge également vers 1.

4



Exer
i
e 8 (***)

1. La suite étant à valeurs stri
tement positive, la limite l est elle-même positive ou nulle. Si l < 1,

posons l′ =
1 + l

2
, qui est un réel stri
tement 
ompris entre 0 et 1. En posant ε = l′ − l > 0,

on peut trouver un rang n0 à partir duquel on aura

un+1

un
< l+ ε = l′. Une ré
urren
e triviale

permet alors de prouver que, ∀n > n0,
un

un0

< l′n−n0
(en e�et, 
'est vrai au rang n0 de façon

évidente, et on peut prouver l'hérédité en é
rivant que

un+ 1

un0

=
un+1

un
× un

un0

6 l′ × l′n en

exploitant la remarque pré
édente et l'hypothèse de ré
urren
e). On a don
 ∀n > n0, un 6

un0
l′n−n0

, et 
e majorant est le terme général d'une suite géométrique de raison stri
tement

inférieure à 1 (et positive), don
 
onvergeant vers 0. Comme par ailleurs la suite (un) est

minorée par 0, le théorème des gendarmes permet d'a�rmer qu'elle va 
onverger vers 0.

2. C'est le même prin
ipe : on pose toujours l′ =
1 + l

2
et on aura 
ette fois 1 < l′ < l. On

note don
 ε = l − l′ et on trouve un rang n0 à partir duquel

un+1

un
> l′. La même ré
urren
e

que tout à l'heure prouve alors que, ∀n > n0, un > un0
× l′n−n0

, ave
 
ette fois-
i une suite

minorante qui est géométrique de raison stri
tement supérieure à 1. La suite (un) tend don


vers +∞.

3. Dans 
e dernier 
as, la suite (un) peut avoir n'importe quelle limite non nulle (il su�t de

prendre la suite 
onstante égale à l), ou bien 
onverger vers 0 (on pose un =
1

n
, et

un+1

un
=

n+ 1

n
= 1 +

1

n
a bien pour limite 1), ou tendre vers +∞ (on peut par exemple prendre

simplement un = n). Bref, au
une 
on
lusion intéressante n'est possible.

Exer
i
e 9 (***)

1. Assez 
lairement n2 + n > n2, mais on peut aussi a�rmer que n2 + n < n2 + 2n + 1 =
(n + 1)2. On déduit de 
es passionnantes 
onstatations que n 6

√
n2 + n < n + 1, et don


que ⌊
√
n2 + n⌋ = n. On peut alors 
al
uler expli
itement (ave
 une petite multipli
ation par

la quantité 
onjuguée en passant) un2+n =
√
n2 + n − n =

n2 + n− n2√
n2 + n+ n

=
n√

n2 + n+ n
=

1

1 +
√

1 + 1
n

. Cette dernière expression ayant pour limite

1

2
, la suite (un), si elle 
onverge,

aura né
essairement pour limite

1

2
(toutes ses suites 
onvergeant alors vers la même limite

qu'elle).

2. C'est le même raisonnement que 
i-dessus : (nb)2 = n2b2 6 n2b2 + 2an < n2b2 + 2bn + 1 =

(nb+1)2, don
 ⌊
√
n2b2 + 2an⌋ = nb, et un2b2+2an =

√
n2b2 + 2an−nb = 2an√

n2b2 + 2an + nb
=

2a

b+
√

b+ 2a
b

, qui 
onverge fa
ilement vers

a

b
.

3. C'est évident pour tout rationnel appartenant à [0, 1], mais un peu moins si l est irrationnel.

Dans 
e 
as, on peut 
onstruire une sous-suite de la façon suivante : pour tout entier k, la

densité des rationnels dans [0, 1] assure qu'il existe un nombre rationnel

a

b
tel que

∣

∣

∣
l − a

b

∣

∣

∣
6

1

2k
. On �xe 
e rationnel et, en appliquant la dé�nition de la limite à la sous-suite 
onstruire

à la question pré
édente, on trouve un entier n0 tel que

∣

∣

∣
un2

0
b2+2an0

− a

b

∣

∣

∣
<

1

2n
. On �xe alors

5



ϕ(k) = n20b
2+2an0 (si jamais 
et entier est inférieur à un entier déjà séle
tionné pour une plus

petite valeur de k, on va en 
her
her un plus grand, les inégalités restant vraies à partir du rang

n0, ça ne pose au
un problème). Par 
onstru
tion, on aura |uϕ(k)− l| 6
∣

∣

∣
uϕ(k) −

a

b

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

a

b
− l
∣

∣

∣
6

1

n
, 
e qui prouve la 
onvergen
e de la sous-suite ainsi 
onstruite vers l.

Exer
i
e 10 (**)

1. La suite (un) est une suite ré
urrente. Nous n'avons malheureusement pas en
ore vu en 
lasse


omment traiter 
e genre de suite de façon systématique, on va don
 s'en sortir ave
 les

moyens du bord. Cher
hons à déterminer sa monotonie : un+1 − un =
1

2
un +

a

2un
− un =

a

2un
− 1

2
un =

a− u2n
2un

=
(
√
a− un)(

√
a+ un)

2un
. Une ré
urren
e triviale permet de prouver que

tous les termes de la suite sont positifs : 
'est vrai pour u0 par hypothèse, et si un > 0, a étant
lui-même positif, un+1 le sera également. Le fa
teur

√
a+un est don
 aussi positif, et le signe

de un+1 − un ne dépend que de la position de un par rapport à

√
a. Posons don
 pour nous

aider f(x) =
1

2
x+

a

2x
(de façon à avoir f(un) = un+1). La fon
tion f est dérivable sur R

+∗
,

de dérivée f ′(x) =
1

2
− a

2x2
=
x2 − a

2x2
. Cette dérivée s'annule en

√
a, la fon
tion f y admet

un minimum de valeur f(
√
a) =

√
a

2
+

a

2
√
a
=

√
a. On en déduit que, ∀x > 0, f(x) >

√
a.

En parti
ulier, ∀n ∈ N, un+1 = f(un) >
√
a, et un+1 − un est don
 né
essairement négatif à

partir du rang 1 (pour n = 0, 
ela dépend de la valeur 
hoisie). La suite est don
 dé
roissante

à partir du rang 1. Étant minorée par 0, elle 
onverge né
essairement vers un réel l. Revenons

à la relation de ré
urren
e pour déterminer l : lim
n→+∞

un+1 = l, et lim
n→+∞

1

2
un+

a

2un
=

1

2
l+

a

2l
,

don
 on doit avoir l =
l

2
+
a

2l
(notons au passage que l ne peut pas être nulle, sinon un+1

ne 
onverge plus), soit 2l2 = l2 + a, don
 l =
√
a (impossible que la limite soit négative).

Con
lusion : la suite (un) 
onverge vers

√
a.

2. Cal
ulons don
 vn+1 =
un+1 −

√
a

un+1 +
√
a
=

1
2un +

a
2un

−√
a

1
2un +

a
2un

−√
a
=
u2n + a− 2

√
aun

u2n + a+ 2
√
aun

=
(un −

√
a)2

(un +
√
a)2

=

v2n. On peut alors prouver par ré
urren
e que vn = v
(2n)
0 . En e�et, 
'est trivialement vrai

pour n = 0, et si on le suppose au rang n, alors vn+1 = v2n = (v
(2n)
0 )2 = v

(2×2n)
0 = v

(2n+1)
0 , la

propriété est don
 vraie au rang n+ 1 et la ré
urren
e fon
tionne.

3. D'après la question pré
édente, un − √
a = v2

n

0 (u0 +
√
a) (même pas besoin de majoration,

on a la valeur exa
te). Pour a = 2, et par exemple u0 = 1 (sans valeur de u0, l'appli
ation

numérique est impossible), on a un −
√
2 6

(√
2− 1

1 +
√
2

)2n

× (1 +
√
2) (on a 
hangé le signe

dans la puissan
e pour prendre la valeur absolue). Il su�t don
 de prendre un n pour lequel

2n ln

(√
2− 1√
2 + 1

)

> −100 ln(10) − ln(1 +
√
2), 
e qui donne 2n > 132, soit n > 8 (en
ore un


oup de ln si on veut être très pré
is). Il su�t don
 de prendre le terme d'indi
e 8 de la suite

pour avoir une valeur appro
hée de la limite 
orre
te à 10−100
près !

Exer
i
e 11 (***)

1. On 
al
ule don
 u1 =
1

1
+

1

1
= 2, v1 = u1 = 2 et w1 = 0 + 1 = 1.
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Puis u2 =
1

1
+

1

2
+

1

1
=

5

2
, v2 + 2u2 = 5 et w2 = 0 +

2

2
+ 2× 2 = 5.

En�n, u3 =
1

1
+

1

3
+

1

3
+

1

1
=

8

3
, v3 = 6u3 = 16 et w3 = 0 +

6

3
+ 2× 6

3
+ 3× 6 = 24.

2. En exploitant la symétrie des 
oe�
ients binomiaux

(

n

n− k

)

=

(

n

k

)

, on se rend 
ompte

qu'en remplaçant k par n − k dans la somme, les deux expressions sont e�e
tivement égales

(on se 
ontente en fait d'e�e
tuer la somme en sens inverse). On a don
, en développant,

wn =

n
∑

k=0

n
n!
(

n
k

) −
n
∑

k=0

k
n!
(

n
k

) = n× n!un −wn, soit 2wn = nvn et don
 wn =
nvn

2
.

3. On sait déjà que wn =
n

2
vn =

n× n!

2
un. E�e
tuons par ailleurs un 
al
ul astu
ieux : wn =

n
∑

k=0

(k + 1 − 1)
n!
(

n
k

)
(on applique une bonne vieille astu
e belge). En séparant le fa
teur en

k + 1 et −1, on trouve alors wn =

n
∑

k=0

(k + 1)n!
(

n
k

) − n!un. Or, on peut é
rire que

1

k + 1

(

n

k

)

=

n!

(n − k)!(k + 1)!
=

1

n+ 1

(

n+ 1

k + 1

)

(
'est une variante de la formule sans nom), don
 wn =

n
∑

k=0

(n+ 1)× n!
(

n+1
k+1

) −n!un =

n
∑

k=0

(n+ 1)!
(

n+1
k+1

) −n!un = (n+1)!

n+1
∑

k=1

1
(

n+1
k

)−n!un. On re
onnait presque

dans la première somme la valeur de un+1, il ne manque que le terme numéro 0. Autrement

dit, on a wn = (n+1)!(un+1 − 1)− n!un, don

nn!

2
un = (n+1)!(un+1 − 1)− n!un. On divise

tout par n! :
n

2
un = (n + 1)(un+1 − 1) − un, soit un+1 − 1 =

un

n+ 1
+

nun

2n+ 2
=

(n+ 2)un
2n + 2

.

C'est exa
tement la relation demandée.

4. On peut 
al
uler u4 =
1

1
+

1

4
+

1

6
+

1

4
+

1

1
=

8

3
, et en déduire à l'aide de la relation pré
édente

que u5 = 1 +
6

10
u4 = 1 +

3

5
× 8

3
= 1 +

8

5
=

13

5
. Ensuite, u6 = 1 +

7

12
u5 = 1 +

91

60
=

151

60
, et

en�n u7 = 1 +
8

15
u6 = 1 +

4

7
× 151

60
= 1 +

151

105
=

256

105
. Passionnant.

5. C'est un 
al
ul tout bête exploitant la question 2 : tn+1 =
2n+1un+1

n+ 2
=

2n+1

n+ 2
+

2n+1

n+ 2
×

n+ 2

2n + 2
un =

2n+1

n+ 2
+

2n+1

2(n + 1)
un =

2n+1

n+ 2
+

2n

n+ 1
un =

2n+1

n+ 2
+ tn.

6. On pro
ède par exemple par ré
urren
e, en prouvant plus simplement que tn =

n
∑

k=0

2k

k + 1
. Au

rang 0, le membre de droite de la relation vaut 1 (un seul terme dans la somme égal à 1), 
e

qui est bien la valeur de t0. Supposons la relation vraie au rang n, alors tn+1 =
2n+1

n+ 2
+ tn =

2n+1

n+ 2
+

n
∑

k=0

2k

k + 1
=

n+1
∑

k=0

2k

k + 1
, 
e qui a
hève la ré
urren
e.

Exer
i
e 12 (**)

1. Prenons par exemple ε = 1 dans la dé�nition et �xons p = n0 : ∃n0 ∈ N, ∀q > n0, |uq−un0
| <

1. À partir du rang n0, la suite (un) est don
 bornée par un0
− 1 et un0

+ 1. On termine en

appliquant le même raisonnement que pour montrer qu'une suite 
onvergente est bornée :

l'ensemble des n0 premiers termes de la suite étant �ni, il est majoré et minoré. On prend le
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minimum des deux minorants obtenus et le maximum des deux majorants pour obtenir des

bornes valables pour tous les termes de la suite.

2. Appliquons la dé�nition de la limite au réel stri
tement positif

ε

2
: ∃n0 ∈ N, ∀n > n0,

|un − l| < ε

2
. Mais alors, par inégalité triangulaire, pour tout 
ouple d'entiers (p, q) tous les

deux supérieurs à n0, on peut é
rire |up−uq| = |up− l+ l−uq| 6 |up− l|+ |l−uq| <
ε

2
+
ε

2
= ε,


e qui prouve que la suite est une suite de Cau
hy.

3. La suite étant bornée d'après la question 1, elle admet une sous-suite 
onvergeant vers une


ertaine limite l. Fixons alors un ε > 0 et appliquons la dé�nition de la suite de Cau
hy à

ε

12
.

On peut don
 trouver un entier n0 à partir duquel on aura toujours |up − uq| <
ε

12
. Parmi

tous les termes d'indi
e supérieur ou égal à n0, il en existe 
orrespondant à des termes de

la sous-suite 
onvergeante tels que |un − l| < ε

37
(
'est la dé�nition de la 
onvergen
e qui

l'assure), �xons p égal à l'un de 
es indi
es. On peut alors é
rire que, ∀q > n0, |uq − l| =
|uq −up+up− l| 6 |uq −up|+ |up− l| < ε

12
+

ε

37
, 
e qui assure très largement la 
onvergen
e

de la suite (un) vers l.

Exer
i
e 13 (***)

1. Commençons don
 par prouver la 
roissan
e de f sur R
+∗
. On a f(x) = x ln

x+ a

x
= x ln(x+

a) − x lnx, don
 f ′(x) = ln(x + a) +
x

x+ a
− lnx − 1, et f ′′(x) =

1

x+ a
+
x+ a− x

(x+ a)2
− 1

x
=

x(x+ a) + ax− (x+ a)2

x(x+ a)2
=

−a2
x(x+ a)2

< 0. La fon
tion f ′ est don
 stri
tement dé
roissante

sur R
+∗
. Or, f ′(x) = ln

(

1 +
a

x

)

+
x

x+ a
−1 a pour limite 0 en +∞ (en e�et, 
e qui se trouve

dans le ln a pour limite 1 don
 le terme ave
 le ln tend vers 0, et en 
onservant les termes

de plus haut degré, lim
x→+∞

x

x+ a
= 1). Il est inutile i
i (même si 
e n'est pas spé
ialement

di�
ile) de 
al
uler la limite de f ′ en 0, on peut déjà 
on
lure que f ′ est toujours positive, 
e

dont on déduit que f est bien 
roissante.

Il faut maintenant faire le lien ave
 la suite (un) en remarquant que ln(un) = n ln
(

1 +
a

n

)

=

f(n). La fon
tion f étant 
roissante, on aura 
ertainement, pour tout entier n, f(n) 6 f(n+1),

'est-à-dire ln(un) 6 ln(un+1). Un petit passage à l'exponentielle donne alors un 6 un+1, 
e

qui prouve que la suite (un) est 
roissante.

2. Le plus simple est de démontrer séparément 
ha
une des deux inégalités en faisant tout passer

d'un seul 
�té et en faisant des études de fon
tions. Posons ainsi g(t) = t−ln(1+t). La fon
tion
g est dé�nie sur R

+
(elle est même dé�nie entre −1 et 0, mais pour 
e qu'on nous demande,

pas la peine de s'y intéresser), de dérivée g′(t) = 1 − 1

1 + t
=

t

1 + t
> 0. La fon
tion g est

don
 
roissante, et 
omme g(0) = 0, elle est toujours positive, 
e qui prouve que t− ln(1 + t)
sur R+, soit ln(1 + t) 6 t. Pour 
ette inégalité, on pouvait aussi invoquer la 
on
avité de la

fon
tion ln.

De même, on pose h(t) = ln(1 + t)− t

1 + t
, fon
tion dont la dérivée vaut

1

1 + t
− 1 + t− t

(1 + t)2
=

1 + t− 1

(1 + t)2
=

t

(1 + t)2
> 0. Cette fon
tion est don
 également 
roissante, et véri�e aussi h(0) =

0, d'où sa positivité sur R+ et l'en
adrement souhaité.

3. On a vu que lnun = n ln
(

1 +
a

n

)

, don
 en posant t =
a

n
et en appliquant l'en
adrement

8



de la question pré
édente,

a
n

1 + a
n

6 n ln
(

1 +
a

n

)

6
a

n
, soit

a
n
n+a
n

6
1

n
lnun 6

a

n
, ou en
ore

a

a+ n
6

1

n
lnun 6

a

n
. Il ne reste plus qu'à tout multiplier par n pour obtenir l'en
adrement

demandé.

4. Comme lim
n→+∞

na

n+ a
= a (on garde les termes de plus haut degré, a étant toujours une


onstante), le théorème des gendarmes permet d'a�rmer que la suite ln(un) 
onverge vers a.
La suite (un) a don
 pour limite ea.

5. Pour a = 1, on obtient le résultat 
lassique suivant : lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n

= e.

Exer
i
e 14 (**)

1. En e�et, an+1 = un+1 + vn+1 = 3un + vn + 1 + 2− 2un = un + vn + 3 = an + 3. La suite est

bien arithmétique de raison 3 et de premier terme a0 = 2, don
 an = 2 + 3n.

2. Allons-y : bn+1 = 2un+1 + vn+1 = 6un + 2vn + 2 + 2 − 2un = 4un + 2vn + 4 = 2bn + 4.
La suite est bien arithméti
o-géométrique. Son équation de point �xe x = 2x + 4 a pour

solution x = −4, on pose don
 cn = bn + 4, et on véri�e que (cn) est une suite géométrique :

cn+1 = bn+1 + 4 = 2bn + 8 = 2(bn + 4) = 2cn. La suite (cn) est don
 géométrique de raison

2 et de premier terme c0 = b0 + 4 = 2u0 + v0 + 4 = 7. On en déduit que cn = 7 × 2n, puis
bn = cn − 4 = 7× 2n − 4.

3. Il su�t de 
ombiner an et bn : en faisant simplement leur di�éren
e, on obtient immédiatement

un = bn−an = 7×2n−4− (2+3n) = 7×2n−3n−6. Ensuite, vn = an−un = 2+3n−un =
8 + 6n− 7× 2n.

4. Cal
ulons : Sn =

n
∑

k=0

7× 2k − 3k − 6 = 7× 1− 2n+1

1− 2
− 3× n(n+ 1)

2
− 6(n+ 1) = 7× 2n+1 −

7 − 3n(n+ 1)

2
− 6n − 6 = 7 × 2n+1 − 3

2
n2 − 15n

2
− 13. Ce résultat n'a absolument au
un

intérêt, pas plus d'ailleurs que le fait que lim
n→+∞

Sn = +∞, qui dé
oule d'un simple résultat

de 
roissan
e 
omparée.

Exer
i
e 15 (*)

1. Il faut don
 résoudre l'équation

4x+ 2

x+ 5
= x, soit 4x+2 = x2+5x, qui se ramène à l'équation

du se
ond degré x2 + x− 2 = 0, qui a pour ra
ines évidentes a = −2 et b = 1.

2. Pour 
ela, il faut que un ne soit jamais égal à a. On sait déjà que 
'est le 
as pour u0 qui

est supposé stri
tement positif, et on peut démontrer aisément par ré
urren
e que tous les

termes de la suite seront également stri
tement positifs, 
e qui répond à la question. Mais on

va 
her
her à faire plus rigolo : remarquons que un+1 = a équivaut à f(un) = a. Or, l'équation

f(x) = a se ramène à 4x + 2 = −2(x+ 5), soit 6x = −12, don
 x = −2 = a. Autrement dit,

pour avoir un+1 = a, il faut déjà avoir un = a. Notons alors n le plus petit entier pour lequel

un = a (en supposant qu'un tel entier existe). On a né
essairement n > 0 puisque u0 6= a,

mais d'après 
e qui pré
ède, 
ela implique alors un−1 = a, 
e qui 
ontredit la minimalité de

n. Autrement dit, il est impossible qu'un tel entier n existe, et un est don
 toujours di�érent

de a.

3. Un 
al
ul peu subtil : vn+1 =
un+1 − 1

un+1 + 2
=

4un+2
un+5 − 1
4un+2
un+5 + 2

=
4un + 2− un − 5

4un + 2 + 2un + 10
=

3un − 3

6un + 12
=

1

2

un − 1

un + 2
=

1

2
vn. La suite (vn) est don
 géométrique de raison

1

2
et de premier terme v0 =

9



u0 − 1

u0 + 2
= −1

2
. Con
lusion : vn = − 1

2n+1
.

4. Puisque vn =
un − 1

un + 2
, vnun + 2vn = un − 1, don
 un(vn − 1) = −1− 2vn, et un =

1 + 2vn
1− vn

=

1− 1
2n

1 + 1
2n+1

=
2n+1 − 2

2n+1 + 1
.

Exer
i
e 16 (**)

Prouvons les trois points habituels :

• un+1 − un =

(

1 +
1

(n+ 1)(n + 1)!

)

un − un =
un

(n+ 1)(n+ 1)!
> 0, don
 la suite (un) est


roissante.

• vn+1 − vn =

(

1 +
1

(n + 1)(n + 1)!

)

un+1 −
(

1 +
1

nn!

)

un

=

(

(

1 +
1

(n+ 1)(n + 1)!

)2

− 1− 1

nn!

)

un

=

(

2

(n+ 1)(n + 1)!
+

1

(n+ 1)2(n+ 1)!2
− 1

nn!

)

un

=
un

n(n+ 1)(n + 1)!

(

2n+
n

(n+ 1)(n + 1)!
− (n+ 1)2

)

. Le terme

n

(n + 1)(n + 1)!
étant (lar-

gement) inférieur à 1, on peut majorer toute la parenthèse par 2n+ 1− (n+ 1)2 = −n2 < 0,
don
 la suite (vn) est dé
roissante.

• vn − un =
un

nn!
> 0, 
e qui prouve que un 6 vn mais n'est pas exa
tement su�sant à prouver

que la limite de la di�éren
e est nulle. Sauf qu'on peut désormais dire que un 6 vn 6 v1, don


vn − un 6
v1

nn!
, et le théorème des gendarmes assure alors la 
onvergen
e de (vn− un) vers 0.

Les deux suites sont don
 bien adja
entes.

Exer
i
e 17 (*)

Il y a deux points sur les trois qui sont très fa
iles à prouver :

• vn − un =
1

n× n!
, don
 lim

n→+∞
un − vn = 0.

• un+1 − un =
1

(n+ 1)!
> 0, don
 la suite (un) est 
roissante.

Ne reste plus qu'à prouver que (vn) est dé
roissante : vn+1 − vn = un+1 +
1

(n+ 1)× (n+ 1)!
− un −

1

n× n!
=

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 1)× (n+ 1)!
− 1

n× n!
=
n(n+ 1) + n− (n+ 1)2

n× (n+ 1)× (n+ 1)!
=
n2 + 2n− (n2 + 2n + 1)

n(n+ 1)(n + 1)!
=

−1

n(n+ 1)(n + 1)!
< 0. La suite (vn) est don
 bien dé
roissante, et les deux suites étant adja
entes,

elles 
onvergent don
 vers une limite 
ommune.

Notons don
 l la limite 
ommune des deux suites, et supposons que l =
a

b
, ave
 a et b deux entiers

naturels. Comme la suite (un) est stri
tement 
roissante, et la suite (vn) stri
tement dé
roissante,

on peut é
rire, pour tout entier n, un < l < vn, soit

k=n
∑

k=0

1

k!
<

a

b
<

k=n
∑

k=0

1

k!
+

1

n× n!
. C'est en

parti
ulier vrai lorsque n = b :

k=b
∑

k=0

1

k!
<
a

b
<

k=b
∑

k=0

1

k!
+

1

b× b!
. Multiplions 
et en
adrement par b× b! :
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b

k=b
∑

k=0

b!

k!
< a× b! < b

k=b
∑

k=0

b!

k!
+ 1. À gau
he, 
haque quotient

b!

k!
est un entier lorsque k 6 b (en e�et, b!

est un multiple de k! pour tous les entiers k 
ompris entre 0 et b), don
 le membre de gau
he est une

somme d'entiers et appartient à N. Notons 
e nombre p. Le membre de droite est le même que 
elui

de gau
he, ave
 un simple +1, don
 est égal à p+ 1. On a don
 p < a× b! < p+ 1. Autrement dit,

le nombre a × b!, qui est lui aussi un nombre entier, est stri
tement 
ompris entre les deux entiers


onsé
utifs p et p+1. Ce n'est pas possible ! On a prouvé par l'absurde que l ne pouvait pas être un

nombre rationnel (pour les 
urieux, la valeur de l est en fait le nombre e que nous 
onnaissons bien

depuis l'étude de la fon
tion exponentielle).

Exer
i
e 18 (**)

1. Il su�t pour 
ela de prouver par ré
urren
e (simultanée pour les deux suites) que ∀n ∈ N,

un > 0 et vn > 0. C'est vrai au rang 0 par hypothèse, et si un et vn sont tous deux stri
tement

positifs, 
e sera aussi le 
as de un+vn et de unvn, don
 de un+1 et vn+1. Ainsi, les deux suites

sont bien dé�nies.

2. Supposons n > 1 (pour n = 0 l'inégalité est vraie par hypothèse). On a vn−un =
un−1 + vn−1

2
−

√
un−1vn−1 =

un−1 + vn−1 − 2
√
un−1

√
vn−1

2
=

(
√
un−1 −

√
vn−1)

2

2
> 0, don
 un 6 vn.

3. C'est désormais fa
ile en utilisant le résultat de la question pré
édente : un+1−un =
√
unvn−

un =
√
un(

√
vn−

√
un) > 0 puisque vn > un, don
 (un) est stri
tement 
roissante. De même,

vn+1 − vn =
un + vn

2
− vn =

un − vn

2
< 0, don
 (vn) est dé
roissante.

4. On ne peut pas a�rmer que les suites sont adja
entes 
ar on ne sait pas si (un−vn) tend vers

0. Par 
ontre, (un) étant 
roissante et majorée par exemple par v0 (
ar un 6 vn 6 v0 puisque

la suite (vn) est de
roissante), le théorème de 
onvergen
e monotone permet d'a�rmer qu'elle

est 
onvergente vers une 
ertaine limite l. De même, (vn) est dé
roissante et minorée (en
ore

plus simplement, par 0), don
 
onverge vers une limite l′. La suite (vn+1) 
onverge aussi

vers l′, mais 
omme vn+1 =
un + vn

2
, on a don
, par passage à la limite, l′ =

l + l′

2
, d'où

l′

2
=

l

2
, soit l = l′. Finalement, les deux suites ont bien la même limite (appelée moyenne

arithméti
o-géométrique des deux réels a et b).

Exer
i
e 19 (**)

1. On va bien sûr pro
éder par ré
urren
e, en prouvant simultanément que un ∈ [0, 3] et vn ∈
[0, 3]. C'est vrai au rang 0 puisque u0 = v0 = 0. Supposons don
 que un et vn appartiennent

à [0, 3] pour un 
ertain entier n, alors 3 − vn ∈ [0, 3], don
 un+1 ∈ [0,
√
3] (et a fortioro

un+1 ∈ [0, 3]). De même, 3+un ∈ [3, 6], don
 vn+1 ∈ [
√
3,
√
6] ⊂ [0, 3], 
e qui a
hève l'hérédité

de notre ré
urren
e.

2. Supposons don
 que (un) 
onverge vers l et (vn) vers l
′
. Alors on peut passer à la limite dans

les relations de ré
urren
e dé�nissant les deux suites pour obtenir l =
√
3− l′ et l′ =

√
3 + l.

On aurait don
 l2 = 3 − l′ = 3 −
√
3 + l, soit l2 − 3 = −

√
3 + l, puis en élevant à nouveau

au 
arré l4 − 6l2 + 9 = 3 + l, soit en
ore l4 − 6l2 − l + 6 = 0. Cette équation semble a priori

impossible à résoudre, mais 
oup de 
han
e, 1 est solution évidente, et on peut don
 fa
toriser

sous la forme l4−6l2− l+6 = (l−1)(al3+bl2+cl+d) = al4+(b−a)l3+(c−b)l2+(d−c)l−d.
Une identi�
ation impose les 
onditions a = 1, puis b − a = 0 don
 b = a = 1, c − b = −6
don
 c = −5 et d − c = −1 don
 d = −6 (
e qui est 
ohérent ave
 l'équation donnée par

le 
oe�
ient 
onstant). Deuxième mira
le, on 
onstate que le fa
teur restant l3 + l2 − 5l − 6
admet pour ra
ine presque évidente l = −2 : −8 + 4 + 10 − 6 = 0, don
 on peut à nouveau
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fa
toriser sous la forme l3+l2−5l−6)(l+2)(el2+fl+g) = el3+(f+2e)l2+(g+2f)l+2g. Une
nouvelle identi�
ation des 
oe�
ients donne e = 1, f + 2e = 1 don
 f = −1 et g + 2f = −5
don
 g = −3. On garde don
 un dernier fa
teur égal à x2 − x − 3, qui a pour dis
riminant

∆ = 1 + 12 = 13 et admet don
 deux ra
ines réelles l3 =
1 +

√
13

2
et l4 =

1−
√
13

2
. Après


et ébouri�ant 
al
ul, on sait don
 que l prend l'une des quatre valeurs suivantes : 1, −2,
1 +

√
13

2
ou

1−
√
13

2
. On peut immédiatement éliminer les valeurs stri
tement négatives −2

et

1−
√
13

2
puisque la suite (un) est positive. La valeur

1 +
√
13

2
est en fait aussi à éliminer

puisque supérieure à 2 (

√
13 > 3), alors que, d'après la question pré
édente, (un) est majorée

par

√
3. Finalement, on a né
essairement l = 1. Bien sûr, on en déduit que l′ =

√
3 + 1 = 2.

3. Cal
ulons an+1 =
√
3− vn − 1 =

3− vn − 1√
3− vn + 1

=
−bn

1 +
√
3− vn

. Le dénominateur de 
ette

fra
tion étant supérieur à 1, on a bien en valeur absolue |an+1| 6 |bn|. De même, bn+1 =
√
3 + un − 2 =

3 + un − 4

2 +
√
3 + un

=
an

2 +
√
un + 3

est majoré en valeur absolue par

|an|
2

.

4. En e�et, si |an+2| 6 |bn+1| 6
1

2
|an| 6

1

2
cn et |bn+2| 6

1

2
|an+1| 6

1

2
|bn| 6

1

2
cn, don
 cn+2 6

1

2
cn. Une ré
urren
e fa
ile montre alors que c2n 6

c0

2n
=

1

2n−1
, et c2n+1 6

c1

2n
=

√
3− 1

2n
.

Ces deux sous-suites 
onvergent don
 vers 0 (théorème des gendarmes, les sous-suites de (cn)
sont toujours positives en tant que valeurs absolues), don
 (cn) elle-même a une limite nulle.

Or, par dé�nition, 0 6 |an| 6 cn et 0 6 |bn| 6 cn, don
 le théorème des gendarmes permet à

nouveau de prouver que (|an|) et (|bn|), et don
 (an) et (bn), ont une limite nulle. Con
lusion :

lim
n→+∞

un = 1 et v
n→+∞n

= 2 puisque un = an + 1 et vn = bn + 2.

Exer
i
e 20 (***)

1. Supposons don
 que lim
n→+∞

un = 0, et 
hoisissons un ε > 0. Par dé�nition de la limite, il existe

un entier n0 à partir duquel on aura |un| <
ε

2
. Dé
oupons alors vn en deux parties : 
e qui se

passe avant n0 et après n0 : si n > n0, vn =
1

n

k=n
∑

k=1

uk =
1

n

k=n0
∑

k=1

uk +
1

n

k=n
∑

k=n0+1

uk. La première

somme est une 
onstante (on peut modi�er n, mais n0, lui, est �xé), don
, quand on la divise

par n, ça va �nir par se rappro
her de 0. Autrement dit, ∃n1 ∈ N, ∀n > n1,
1

n

∣

∣

∣

∣

∣

k=n0
∑

k=1

uk

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
.

Quand à la deuxième somme, elle est 
onstituée de n− n0 termes qui, d'après 
e qu'on a dit

plus haut, sont tous inférieurs (en valeur absolue) à

ε

2
, don
 par inégalité triangulaire sa valeur

absolue est inférieure à (n− n0)
ε

2
, d'où

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k=n
∑

k=n0+1

uk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
n− n0

n

ε

2
6
ε

2
(puisque

n− n0

n
6 1).

Con
lusion, lorsque n > max(n0, n1), on a |vn| 6
ε

2
+
ε

2
= ε. Ce
i su�t à prouver que la suite

(vn) tend vers 0, et a don
 bien la même limite que (un).

Passons désormais au 
as général (qui va être fa
ile en fait), 
'est à dire lorsque lim
n→+∞

un =

l 6= 0. Posons wn = un − l, 
ette suite auxilaire a pour limite 0, don
 on peut lui appli-

quer 
e qu'on vient de démontrer : lim
n→+∞

1

n

k=n
∑

k=1

wk = 0. Or,
1

n

k=n
∑

k=1

wk =
1

n

k=n
∑

k=1

(uk − l) =

12



1

n

(

(

k=n
∑

k=1

uk)− nl

)

=

(

1

n

k=n
∑

k=1

uk

)

− l. On en déduit que lim
n→+∞

1

n

k=n
∑

k=1

uk = l, 
e qu'on voulait

prouver.

2. La ré
iproque est fausse. On peut prendre 
omme 
ontre-exemple un = (−1)n. Dans 
e 
as

vn =
1

n

n
∑

k=0

(−1)k = 0 si n est impair (on additionne un nombre égal de termes égaux à 1 et à

−1 dans la somme), et vn =
1

n
si n est pair. La suite (vn) 
onverge don
 vers 0. Pourtant la

suite (un) ne 
onverge pas.

3. Supposons que (un) diverge vers +∞ (il su�t de 
hanger les signes pour traiter le 
as où la

limite vaut −∞), et �xons M ∈ R
+
, alors ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, un > 4M . Par ailleurs,

n0−1
∑

k=0

uk

est une 
onstante que nous noterons A. On peut alors é
rire (si n > n0) vn =
A

n
+

1

n

n
∑

n0

uk >

A

n
+

4M(n − n0)

n
. Quitte à 
hoisir n su�samment grand, on peut imposer

A

n
> −M (puisque


ette expression a une limite nulle), mais aussi

n− n0

n
>

1

2
(puisque 
ette fois-
i l'expression

tend vers 1, 
e qui donnera vn > −M + 2M = M et prouve don
 que (vn) diverge vers +∞

omme (un).

La ré
iproque n'est toujours pas vraie pour une suite divergeant vers +∞. Considérons par

exemple une suite (un) pour laquelle u2n = 2n mais u2n+1 = 0 (pour tout entier naturel n).

On 
al
ule alors, si n = 2p est pair, vn =
1

n

p
∑

k=0

2k =
2p(p+ 1)

2n
=
p+ 1

2
=
n+ 2

4
. Dans le 
as

où n = 2p+1 est impair, on 
al
ule de même vn =
1

n

p
∑

k=0

2k =
2p(p + 1)

2n
=

(n− 1)(n+ 2)

4n
>

n− 1

4
. La suite (vn) est don
 minorée par une suite de limite +∞, elle diverge elle-même vers

+∞. Pourtant, la suite (un) ne tend pas vers +∞ puisque la sous-suite (2n+1) est nulle.

4. Supposons par exemple la suite (un) 
roissante (le 
as dé
roissante se traite de même en


hangeant tous les signes) et non 
onvergente, don
 né
essairement non majorée. Notons l la

limite de la suite (vn) (qu'on supposera positive, sinon on peut là aussi faire le raisonnement à

quelques 
hangements de signes près). On aurait alors, à partir d'un 
ertain rang n0, un > 2l
puisque la suite est supposée non majorée et 
roissante (il su�t de trouver un terme de la

suite supérieur à 2l, tous les suivants le seront aussi). Pour tout entier n > 3n0, on pourra

alors é
rire vn =
1

3n0 + 1

n0
∑

k=0

uk +
1

3n0 + 1

3n0
∑

k=n0+1

uk >
4ln0 +K

3n0 + 1
, en ayant posé K =

n0
∑

k=0

uk.

Autrement dit, la suite (vn) 
ensée 
onverger vers l est minorée par une suite qui 
onverge

vers

4

3
l, 
e qui est évidemment impossible. La suite (un) 
onverge don
 né
essairement.

5. Posons pour plus de simpli
ité wn =
2

n(n+ 1)

k=n
∑

k=0

kuk, et supposons dans un premier temps

que lim
n→+∞

un = 0. Il existe don
 un rang n0 à partir duquel |un| <
ε

2
. On dé
oupe la somme

en deux 
omme pré
édemment : wn =
2

n(n+ 1)

n0
∑

k=0

kuk +
2

n(n+ 1)

n
∑

k=n0+1

kuk. La première

moitié a 
ertainement une limite nulle, don
 deviendra inférieure en valeur absolue à

ε

2
à

partir d'un 
ertain rang n1. Quant à la deuxième moitié, on la majore en valeur absolue
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(
omme dans la question 1) par
2

n(n+ 1)

n
∑

k=n0

kε

2
6

2

n(n+ 1)
× n(n+ 1)

2

ε

2
=
ε

2
. On a don


globalement, lorsque n > max(n0, n1), |wn| 6 ε, et lim
n→+∞

wn = 0. Comme vn =
n(n+ 1)

2n2
wn,

ave
 lim
n→+∞

n(n+ 1)

2n2
=

1

2
, on en déduit que lim

n→+∞
vn = 0.

Supposons désormais lim
n→+∞

un = l 6= 0. Posons 
omme pré
édemment zn = un − l, alors

wn =
2

n(n+ 1)

∑

kzk tend vers 0. Or, wn =
2

n(n+ 1)

n
∑

k=0

(kuk − kl) =
2

n(n+ 1)

n
∑

k=0

kuk − l.

Autrement dit, lim
n→+∞

2

n(n+ 1)

n
∑

k=0

kuk = l, soit en multipliant par

n(n+ 1)

2n2
qui tend toujours

vers

1

2
, la 
on
lusion lim

n→+∞

1

n2

n
∑

k=0

kuk =
l

2
.

Exer
i
e 21 (**)

1. La seul 
hose qui pourrait empê
her la suite d'être 
orre
tement dé�nie serait la présen
e d'un

terme égal à −1 (annulant don
 le dénominateur pour le 
al
ul de un+1), prouver que un > 0
est don
 su�sant. C'est une ré
urren
e double triviale : u0 et u1 sont positifs par hypothèse,

et en supposant un et un+1 tous les deux positifs, un+2 le sera également.

2. Cal
ulons don
 brutalement (un+2 − un+1)(un+2 − un) =
(1 + un)un+1 − un+1(1 + un+1)

1 + un+1
×

(1 + un)un+1 − un(1 + un+1)

1 + un+1
=

(unun+1 − u2n+1)(un+1 − un)

(1 + un+1)2
= −un+1(un − un+1)

2

(1 + un+1)2
, ex-

pression du signe opposé à 
elui de un+1, don
 toujours négative d'après la question 1.

3. On peut par exemple pro
éder par ré
urren
e. Par hypothèse, u0 6 u1, 
e qui prouve l'ini-

tialisation. Supposons désormais u2n 6 u2n+1 pour un 
ertain entier n, alors d'après la ques-

tion pré
édent, (u2n+2 − u2n+1)(u2n+2 − u2n) est négatif, 
e qui signi�e que u2n+2 − u2n+1

et u2n+2 − u2n sont de signe opposé. Autrement dit, u2n+2 est situé entre u2n et u2n+1 :

u2n 6 u2n+2 6 u2n+1. Exa
tement de la même façon, on aura ensuite u2n+2 6 u2n+3 6 u2n+1,


e qui prouve en parti
ulier que u2(n+1) 6 u2(n+1)+1 et a
hève don
 la ré
urren
e.

4. On a vu à la question pré
édente que u2n 6 u2n+2 et u2n+3 6 u2n+1. La suite (u2n) est

don
 
roissante, et la suite (u2n+1) dé
roissante. De plus, (u2n) est majorée par u1 (puisque

u2n 6 u2n+1 6 u1) et (u2n+1) minorée par 0, don
 les deux sous-suites 
onvergent. Notons l

et l′ leurs limites respe
tives. La relation de ré
urren
e dé�nissant la suite, appliquée pour un

entier n pair, impose alors par passage à la limite l =
1 + l

1 + l′
× l′, soit l(1 + l′) = l′(1 + l), ou

en
ore l = l′. Les deux sous-suites ayant la même limite, la suite (un) 
onverge don
 également

vers 
ette limite 
ommune.

Exer
i
e 22 (***)

1. Si z0 est réel, tous les termes de la suite seront également réels. Or, pour un réel

x+ |x|
2

est

égal à 0 si x est négatif, et égal à x si x est positif. Si z0 est un réel négatif, la suite sera don


nulle à partir du rang 1 (une fois que z1 = 0, on ne bouge plus), et si z0 est un réel positif,

elle est 
onstante égale à z0.

2. Il su�t d'é
rire que zn+1 =
zn + |zn|

2
=
rne

iθn + rn

2
=
rn(1 + eiθn)

2
. Une petite fa
torisation
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par l'angle moitié s'impose : zn+1 = rne
i θn

2 × ei
θn

2 + e
−iθn

2

2
= rn cos

(

θn

2

)

ei
θn

2
. Autrement

dit, on aura simplement rn+1 = rn cos

(

θn

2

)

et θn+1 =
θn

2
.

3. Pour θn, 
'est fa
ile, la suite est géométrique de raison

1

2
, et θn =

θ

2n
. Pour rn, 
'est un peu

plus laid puisque rn = r × cos

(

θ

2

)

× cos

(

θ

4

)

× · · · × cos

(

θ

2n

)

. A priori, 
e produit n'est

pas très sympathique, mais une astu
e diabolique permet de le simpli�er en un 
oup d'oeil :

multiplions-le don
 par sin

(

θ

2n

)

! En e�et, en utilisant n fois de suite la formule de dupli
ation

sin(2a) = 2 cos(a) sin(a), on va trouver cos

(

θ

2

)

× cos

(

θ

4

)

× · · · × cos

(

θ

2n

)

× sin

(

θ

2n

)

=

1

2
cos

(

θ

2

)

× cos

(

θ

4

)

× · · · × cos

(

θ

2n−1

)

× sin

(

θ

2n−1

)

= · · · = 1

2n−1
cos

(

θ

2

)

sin

(

θ

2

)

=

sin(θ)

2n
. On en déduit que rn =

r sin(θ)

2n sin( θ2n )
(on peut faire une belle ré
urren
e si on veut être

plus rigoureux que 
e que je n'ai fait). Si on veut être totalement rigoureux, il faudrait en fait

distinguer le 
as où θ ∈]0π[, où le signe des sinus sera toujours positif et ne posera don
 au
un

problème, de 
elui où θ ∈] − π, 0[ où on va avoir des problèmes de signe à 
haque étape. En

fait, si θ < 0, le plus simple est de traiter le 
as symétrique 
onsistant à rempla
er z0 par son


onjugué (pour avoir θ > 0), et 
onstater que tous les termes seront simplement 
onjugués de


eux de la suite initiale.

4. La suite (θn) a manifestement une limite nulle. Pour la suite (rn), on peut utiliser la limite


lassique lim
x→0

sin(x)

x
= 1 et l'appliquer à

θ

2n
pour obtenir lim

n→+∞

θ

2n sin( θ2n )
= 1, et don


lim
n→+∞

rn =
r sin(θ)

θ
. On en déduit que la suite (zn) 
onverge vers 
e même réel (si on tient

à être rigoureux, les parties réelles et imaginaires de zn sont obtenues en multipliant rn par

cos(θn), qui tend vers 1, et par sin(θn), qui tend vers 0, 
e qui permet un 
al
ul de limite

évident).

Exer
i
e 23 (***)

1. Cal
ulons don


1

ϕ
=

2

1 +
√
5
=

2(1−
√
5)

1− 5
= −1−

√
5

2
= −ψ, 
e qui prouve l'égalité deman-

dée.

2. La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2 − x − 1 = 0. Elle a

pour dis
riminant ∆ = 1+ 4 = 5, et admet 
omme ra
ines r1 =
1 +

√
5

2
= ϕ et

1−
√
5

2
= ψ.

On peut don
 é
rire Fn = 1ϕn + Bψn. Les 
onditions initiales donnent F0 = A + B = 0,

don
 B = −A, et F1 = Aϕ + Bψ = 1, don
 A =
1

ϕ− ψ
=

2

2
√
5

=
1√
5
. On a don


Fn =
1√
5
(ϕn − ψn).

3. Commençons par donner les premiers termes de la suite (Fn) : F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5

et F6 = 8, don
 u1 = 1, u2 = 2, u3 =
3

2
, u4 =

5

3
et u5 =

8

5
.

4. On 
al
ule bien sûr un+1 − un =
Fn+2

Fn+1
− Fn+1

Fn
=

Fn+1 + Fn

Fn+1
− Fn+1

Fn
= 1 +

1

un
− un =

1 + un − u2n
un

. Le dénominateur est bien sûr positif (par une ré
urren
e triviale, tous les termes

15



de 
ha
une des suites (Fn) et (un) sont stri
tement positifs), et le numérateur s'annule en ϕ

et en ψ (
'est l'équation qu'on a résolue plus haut). Puisque un > 0 et ψ < 0, un+1 − un sera

positif à l'intérieur des ra
ines du numérateur, don
 si un 6 ϕ, et négatif sinon. En fait, on est


apable de dire si un 6 ϕ en utilisant la formule expli
ite donnée à la question pré
edente :

un =
ϕn+1 − ψn+1

ϕn − ψn
. En e�et, ψ étant négatif, ψn est alternativement positif et négatif, 
e qui

signi�e que, si n est pair, le numérateur est inférieur à ϕn+1
, et le dénominateur supérieur à

ϕn, don
 le quotient inférieur à ϕ. De la même façon, si n est impair, un > ϕ. On en déduit

que un+1 > un si n est impair, mais un+1 6 un si n est pair (
e qui est tout à fait 
ohérent

ave
 les premières valeurs de la suite que nous avons 
al
ulées).

5. Fa
torisons notre quotient par les puissan
es de ϕ : un =
ϕn+1(1 − (ψ

ϕ
)n+1)

ϕn(1 − (ψ
ϕ
)n)

= ϕ× 1− αn+1

1− αn
,

en posant α =
ψ

ϕ
=

1−
√
5

1 +
√
5
. Ce réel est 
ertainement 
ompris entre −1 et 1, don
 lim

n→+∞
αn =

0, et lim
n→+∞

un = ϕ.

6. On reprend pratiquement un 
al
ul déjà fait : un+1 =
Fn+1 + Fn

Fn
= 1 +

1

un
. La fon
tion

f : x 7→ 1+
1

x
est dé
roissante sur R

+∗
, et 
oupe la droite d'équation y = x pour x = ϕ (
'est

en
ore et toujours la même équation), 
e qui permet de dessiner le bel es
argot suivant pour

représenter les termes de la suite (un) :

0 1 2 3

0

1

2

3

u1 u2u3 u4

u5

7. D'après le 
al
ul e�e
tué pour déterminer la limite de (un), un − ϕ = ϕ

(

1− αn+1

1− αn
− 1

)

=

ϕ × αn(α− 1)

1− αn
. Or,

αn

1− αn
=

ψn

ϕn
× ϕn

ϕn − ψn
=

ψn√
5Fn

; et α − 1 =
ψ − ϕ

ϕ
. Finalement,

un − ϕ =
(ψ − ϕ)ψn√

5Fn
=

−ψn
Fn

. Comme −ψn = −
(

− 1

ϕ

)n

, on obtient bien, en valeur absolue,

|un − ϕ| = 1

ϕnFn
.
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8. Il su�t pour 
ela de 
onstater que ϕn 6 Fn. Si n est pair, 
'est évident, puisque Fn 6
ϕn√
5
,

mais même dans le 
as où n est impair, ϕn−ψn 6 2ϕn puisque |ψ| < ϕ, don
 Fn 6
2ϕn√

5
< ϕn.

9. Il faut trouver une valeur de Fn telle que F 2
n > 104, don
 Fn > 100. Un 
al
ul légèrement

laborieux nous mène à trouver F12 = 144. On a alors u12 =
233

144
qui est une valeur appro
hée

de ϕ à 10−4
près par ex
ès puisque tous les termes d'indi
e pair de la suite sont plus grands

que ϕ. Une passionnante division � à la main � permet d'obtenir que

233

144
≃ 1.61806, et les

plus 
ourageux véri�eront de même que u13 =
377

233
> 1.6180, 
e qui permet d'a�rmer que

1.6180 et 1.6181 sont les valeurs appro
hées de ϕ à 10−4
près par défaut et par ex
ès.

10. Faisons don
 une petite démonstration par ré
urren
e double, par exemple en �xant la valeur

de n et en faisant varier p (on ne peut pas faire varier les deux à la fois). On pose don
 Pp :

Fn+p = Fn−1Fp+FnFp+1. Au rang 0, la propriété stipule simplement que Fn = Fn−1F0+FnF1,


e qui est vrai puisque F0 = 0 et F1 = 1. De même au rang 1 : Fn+1 = Fn−1 + Fn est vraie

par dé�nition de la suite de Fibona

i. Supposons la propriété vraie aux rangs p et p + 1,
alors Fn+p+2 = Fn+p+1 + Fn+p = Fn−1Fp+1 + FnFp+2 + Fn−1Fp + FnFp+1 = Fn+1(Fp +
Fp+1) +Fn(Fp+1 +Fp+2) = Fn+1Fp+2 +FnFp+3, 
e qui est exa
tement la propriété Pp+2. La

propriété est don
 vrai pour tout entier p. En parti
ulier, en posant n = p + 1, on obtient

F2p+1 = F 2
p +F

2
p+1, 
e qui prouve e�e
tivement que les termes d'indi
e impair de la suite sont

sommes de deux 
arrés.

11. Et si on faisait une nouvelle ré
urren
e ? Au rang 0, on a

0
∑

k=0

Fk = 0, et F2 − 1 = 1− 1 = 0,

don
 la propriété est vraie. Supposons la véri�ée au rang n, alors

n+1
∑

k=0

Fk = Fn+1 +
n
∑

k=0

Fk =

Fn+1 + Fn+2 − 1 = Fn+3 − 1 en utilisant la relation de ré
urren
e dé�nissant la suite (Fn).

ela prouve que la propriété reste vraie au rang n+ 1, et a
hève la ré
urren
e.

12. La question est bizarrement formulée, puisqu'elle donne la valeur de la suite juste avant de la

demander. Bref, jamais deux sans trois, on va faire une belle ré
urren
e. Au rang 1 (le rang

0 n'est pas vraiment pertinent vu le Fn−1 qui traine dans la formule), on a F2F0 − F 2
1 = −1,

ça mar
he. Supposons la formule véri�ée au rang n, alors au rang suivant Fn+2Fn − F 2
n+1 =

(Fn+1 + Fn)Fn − F 2
n+1 = F 2

n − Fn+1(Fn+1 − Fn) = F 2
n − Fn+1Fn−1 = −(−1)n = (−1)n+1

, 
e

qui prouve la propriété au rang n+ 1.

13. Pour 
omparer les deux nombres, 
al
ulons leur tangente : à droite, 
'est fa
ile, ça vaut

bien évidemment 1. À gau
he, 
'est à peine plus 
ompliqué, mais il faut bien sûr se sou-

venir de ses formules d'addition de tangente : tan

(

arctan

(

Fn+2

Fn+1

)

− arctan

(

Fn

Fn+3

))

=

Fn+2

Fn+1
− Fn

Fn+3

1 + Fn+2Fn

Fn+1Fn+3

=
Fn+2Fn+3 + Fn+1Fn

Fn+1Fn+3 − Fn+2Fn
=
Fn+2(Fn+2 + Fn+1)− Fn+1(Fn+2 − Fn+1)

F 2
n+2 + (−1)n+2 + F 2

n+1 − (−1)n+1
=
F 2
n+2 + F 2

n+1

F 2
n+2 + F 2

n+1

=

1. Les deux membres ont don
 la même tangente, ils sont égaux à π près. Mais 
omme

0 <
Fn

Fn+3
< 1, on a 
ertainement 0 < arctan

(

Fn

Fn+3

)

<
π

4
. L'autre ar
tangente étant pour le

même genre de raison 
omprise entre

π

4
et

π

2
, la di�éren
e des deux est (stri
tement) 
omprise

entre 0 et

π

2
, et don
 bien égale à

π

4
. On obtient ainsi toute une série de formules palpitants,


omme par exemple arctan

(

55

34

)

− arctan

(

21

89

)

=
π

4
. Étonnant, non ?
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Exer
i
e 24 (***)

1. Cal
ulons don
 : p0 = 1, q0 = 1, p1 = 2 + 1 = 3, q1 = 2, puis on applique les relations de

ré
urren
e : p2 = 2p1 + p0 = 7, q2 = 2q1 + q0 = 5, p3 = 2p2 + p1 = 17, q3 = 2q2 + q1 = 12,

p4 = 2p3 + p2 = 41 et q4 = 2q3 + q2 = 29. On en déduit que x0 = 1, x1 =
3

2
, x2 =

7

5
,

x3 =
17

12
et x4 =

41

29
. si on est 
ourageux, on peut pousser jusqu'à évaluer x1 = 1.5, x2 = 1.4,

x3 ≃ 1.4167 et x4 ≃ 1.4138, 
e qui est 
ohérent ave
 les propriétés démontrées plus loin sur

la suite (xn). Les plus réveillés se rendront peut-être même 
ompte que la suite (xn) semble


onverger vers une valeur qui pourrait bien être

√
2 (
f question 9.c).

2. Ré
urren
e double triviale : 
'est vrai pour q0 et q1 par hypothèse, et si on suppose qn > n

et qn+1 > n+1, alors qn+2 > qn+1 + qn > 2n+ 1, 
e qui est largement plus fort que 
e qu'on

doit prouver.

3. Essayons de simpli�er à l'aide de la relation de ré
urren
e : si n > 1, on peut é
rire pn+1 =
an+1pn+pn−1 et de même pour qn+1, don
 pn+1qn−qn+1pn = an+1pnqn+pn−1qn−an+1qnpn−
qn−1pn = −(pnqn−1 − qnpn−1). Autrement dit, en posant un = pn+1qn− qn+1pn, la suite (un)
est une suite géométrique de raison −1. Comme u0 = p1q0 − q1p0 = a0a1 + 1− a1a0 = 1, on
aura simplement un = (−1)n.

On 
al
ule de même pn+2qn−qn+2pn = an+1pn+1qn+pnqn−an+1qn+1pn−qnpn = an+1(pn+1qn−
qn+1pn) = (−1)nan+1 d'après le 
al
ul pré
édent.

4. Par dé�nition, xn+1−xn =
pn+1

qn+1
− pn

qn
=
pn+1qn − qn+1pn

qnqn+1
=

(−1)n

qnqn+1
. De même, xn+2−xn =

pn+2qn − qn+2pn

qnqn+2
=

(−1)nan+1

qnqn+2
.

5. D'après la question pré
édente, x2n+2 − x2n =
a2n+1

q2nq2n+2
> 0 puisque les suites (an) et (qn)

sont à valeurs positives. De même, x2n+3 −x2n+1 = − a2n+2

q2n+1q2n+3
< 0, don
 la suite (x2n) est


roissante et la suite (x2n+1) dé
roissante (
'est 
ohérent ave
 les quelques valeurs 
al
ulées

à la première question de l'exer
i
e). Ensuite, x2n+1 − x2n =
1

q2nq2n+1
6

1

2n(2n + 1)
d'après

la question 2, 
e qui su�t largement à prouver que lim
n→+∞

x2n+1 − x2n = 0 (théorème des

gendarmes, puisque 
et é
art est positif vu son expression). Les deux suites sont bien adja
ente,

et 
onvergent don
 vers une même limite. Cela su�t à a�rmer que la suite (xn) 
onverge elle-
même vers 
ette limite 
ommune (théorème du 
ours).

6. Par dé�nition, x1 =
p1

q1
=

a0a1 + 1

a1
= a0 +

1

a1
. De même, x2 =

p2

q2
=

a2p1 + p0

a2q1 + q0
=

a2a0a1 + a2 + a0

a2a1 + 1
= a0 +

a2

a2a1 + 1
= a0 +

1

a1 +
1
a2

, qui est bien la formule souhaitée.

7. On peut s'en sortir à l'aide d'une simple ré
urren
e un peu astu
ieuse : notons Pn la pro-

priété qui a�rme que (xn) a la forme donnée dans l'énon
é quelle que soit la suite (an)
dé�nissant les suites (pn), (qn) et (xn). La propriété P0 est manifestement vraie puis-

qu'elle stipule que x0 = a0, 
e qui dé
oule immédiatement de la dé�nition des valeurs de

p0 et de q0. Supposons maintenant la formule vraie au rang n. Au lieu d'appliquer l'hy-

pothèse de ré
urren
e, on va l'appliquer à la suite (a′n) dé�nie par : ∀k < n, a′k = ak et

a′n = an +
1

an+1
(et peu importe 
e qu'on fait pour les termes suivants, on n'en aura pas

besoin pour prouver l'hérédité). On notera yn l'équivalent de xn dé�ni à partir de la suite

(a′n). Puisque la propriété Pn est supposée vraie pour toute suite, on peut alors a�rmer que

yn = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

.

.

.+ 1

a′n

= a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

.

.

.+ 1
an+1

. Il su�t don
 de prouver que xn+1 = yn
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pour que l'hérédité de notre ré
urren
e soit prouvée. Or, xn+1 =
pn+1

qn+1
=
an+1pn + pn−1

an+1qn + qn−1
. Ave


la dé�nition donnée pour a′n, on peut é
rire an+1 =
1

a′n − an
, remplaçons dans l'expression de

xn+1, en multipliant numérateur et dénominateur par a′n − an : xn+1 =
pn + (a′n − an)pn−1

qn + (a′n − an)qn−1
.

Remplaçons désormais pn et qn en appliquant la relation de ré
urren
e dé�nissant les deux

suites pour trouver xn+1 =
anpn−1 + pn−2 + (a′n − an)pn−1

anqn−1 + qn−2 + (a′n− an)qn−1
=
a′npn−1 + pn−2

a′nqn−1 + qn−2
. Or, 
e quo-

tient est exa
tement égal à yn (en notant p′n et q′n les équivalents de pn et qn pour la suite

(a′n), numérateur et dénominateur sont simplement égaux à p′n et q′n puisque pn−2 = p′n−2 et

qn−2 = q′n−2). On a bien prouvé que xn+1 = yn = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

.

.

.+ 1
an+1

.

8. Puisque les suites (x2n) et (x2n+1) sont adja
entes de limite 
ommune α, ave
 de plus x2n <

x2n+1, on peut a�rmer que x0 < α < x1. Comme par ailleurs x0 = a0 ∈ N et x1−x0 =
1

a1
6 1

(puisque a1 est lui-même entier), on a don
 a0 < α < a0 + 1, 
e qui su�t à a�rmer que

a0 = ⌊α⌋.

9. (a) Manifestement, αn = an+
1

αn+1
(il n'y pas grand 
hose à justi�er, 
'est la dé�nition même

de αn).

(b) On peut simplement e�e
tuer un 
al
ul par ré
urren
e : une fois 
onnues les valeurs de an

et de αn, on 
al
ule d'abord αn+1 =
1

αn − an
(relation de la question pré
édente), puis

on peut ensuite 
al
uler an+1 = ⌊αn+1⌋ (
'est le même prin
ipe que pour le 
al
ul de a0,

il su�t de 
onstater que αn+1 est toujours supérieur ou égal à 1, 
e qui est évident vu sa

dé�nition puisqu'on ajoute à un entier non nul an+1 une fra
tion manifestement positive).

Comme on 
onnait les valeurs de α0 = α et de a0 (question pré
édente), on peut initialiser

sans problème le 
al
ul.

(
) Cal
ulons don
 : a0 = ⌊
√
2⌋ = 1, puis α1 =

1

α0 − a0
=

1√
2− 1

=
√
2 + 1 (mutlipli
ation

par la quantité 
onjuguée). On en déduit a1 = ⌊
√
2 + 1 = 2, puis α2 =

1

α1 − a1
=

1√
2 + 1− 2

=
1√
2− 1

=
√
2+1. Inutile de pousser plus loin les 
al
uls, on aura désormais

an = 2 puis αn+1 =
√
2 + 1 pour tout entier n > 2.

(d) On vient de le dire : a0 = 1 et ∀n > 1, an = 2. Oh mais ne serait-
e point par hasard

le 
as parti
ulier étudié en question 1 ? Quel hasard exatrordinaire. On a don
 prouvé

indire
tement que 
e 
as parti
ulier donne une suite (xn) 
onvergeant vers

√
2, ou si on

préfère que

√
2 = 1 +

1

2 + 1
2+ 1

2+...

. Étonnant, non ?

(e) On part don
 
ette fois-
i de α =
√
3, et on 
al
ule de même : a0 = ⌊

√
3⌋ = 1, puis

α1 =
1√
3− 1

=

√
3 + 1

2
≃ 1.4. On 
ontinue : a1 = ⌊α1⌋ = 1, don
 α2 =

1
√
3+1
2 − 1

=

2√
3− 1

=
√
3 + 1 ≃ 2.7. Bon, les 
al
uls ne semblent jusqu'i
i pas se répéter mais ça

va venir : a2 = 2, don
 α3 =
1√
3− 1

= α1. À partir de là, les 
al
uls vont bou
ler

périodiquement : αn =

√
3 + 1

2
si n est impair, αn =

√
3 + 1 si n est pair (non nul), don
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a2n+1 = 1 et a2n = 2 (sauf pour n = 0). Autrement dit,

√
3 = 1 +

1

1 + 1
2+ 1

1+ 1
2+...

.

Problème 1 : autour de la méthode de Newton (**)

1. On se limitera aux tout premiers termes de la suite sur le dessin, pour la bonne raison que la

suite 
onverge tellement rapidement qu'en pratique, on n'y voit très vite plus rien ! I
i, on a

pris un exemple hyper 
lassique qui est justement 
elui illustré (dans un 
adre un peu plus

général) dans la suite de l'exer
i
e : f(x) = x2 − 2 (qui s'annule bien entendu pour x =
√
2),

et x0 = 2 (on pourra 
onsidérer que l'intervalle I est i
i l'intervalle [0, 2]. On 
al
ule alors

aisément (par exemple en utilisant les formules démontrées ensuite dans l'exer
i
e, 
'est de

toute façon l'objet de la question 5.a) que x1 =
3

2
, x2 =

17

12
, puis x3 =

577

408
(non indiqué sur

le dessin) :

1 2

0

1

2

−1

x0
x1x2

2. La tangente à la 
ourbe de f en son point d'abs
isse xn a pour équation y = f ′(xn)(x−xn)+
f(xn). Par dé�nition, xn+1 représente la valeur de x pour laquelle y = 0 dans 
ette équation

(interse
tion ave
 l'axe des abs
isses), don
 0 = f ′(xn)(xn+1 −xn)+ f(xn), 
e qui donne bien
xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)
.

3. (a) Dans 
e 
as, on a f(xn) = x2n − a et f ′(xn) = 2xn, don
 en reprenant la formule de la

question pré
édente xn+1 = xn −
x2n − a

2xn
=
x2n + a

2xn
.

(b) Étudions don
 g, qui est dé�nie et dérivable sur I, de dérivée g′(x) =
4x2 − 2x2 − 2a

4x2
=
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x2 − a

2x2
. En parti
ulier, 
ette dérivée s'annule lorsque x =

√
a, valeur pour laquelle on a

g(
√
a) =

a+ a

2
√
a

=
√
a. On peut don
 dresser le tableau de variations suivant (les limites

étant évidentes à 
al
uler) :

x 0
√
a +∞

g

+∞
❅
❅
❅❘√

a

�✒
�

�

+∞

Passons à l'étude de la fon
tion h, dont la dérivée vaut h′(x) = g′(x)− 1 =
x2 − a

2x2
− 1 =

−x
2 + a

2x2
< 0 sur tout l'intervalle I. La fon
tion h est don
 stri
tement dé
roissante sur I,

et on a sans di�
ulté lim
x→0

h(x) = lim
x→0

g(x) = +∞, et 
omme h(x) =
x2 + a

2x
− x =

a− x2

2x
,

on 
al
ule lim
x→+∞

h(x) = −∞ (par exemple en utilisant la règle du quotient des termes de

plus haut degré). Remarquons en passant que, 
omme g(
√
a) =

√
a, on a h(

√
a) = 0, la

fon
tion h est don
 positive sur l'intervalle ]0,
√
a] et négative sur [a,+∞[.

(
) Par dé�nition, on a xn+1 − xn = g(xn)− xn = h(xn), dont le signe dépend de la position

de xn par rapport à

√
a. Or, le tableau de variations de la fon
tion g obtenu à la question

pré
édente prouve que g est minorée sur I par
√
a, don
 que, ∀n ∈ N, xn+1 = g(xn) >

√
a.

La suite (xn) est don
 bien minorée par

√
a (au moins à partir du rang 1, mais en fait on

a aussix0 = a >
√
a puisqu'on a supposé a > 1), et par 
onséquent dé
roissante puisqu'on

a toujours h(xn) 6 0. Le théorème de 
onvergen
e monotone assure alors que la suite

(xn) 
onverge né
essairement vers une limite l ∈ R. Bien entendu, on aura alors aussi

lim
n→+∞

xn+1 = l, mais aussi lim
n→+∞

x2n + a

2xn
=
l2 + a

2l
(la limite l étant supérieure ou égale à

√
a ne peut être nulle). Par 
onséquent, on doit avoir (en reprenant l'égalité prouvée à la

question 3.a) l =
l2 + a

2l
, soit l2 = a, et don
 l =

√
a puisque l est né
essairement positive.

4. (a) C'est un 
al
ul dire
t : vn+1 =
xn+1 −

√
a

xn+1 +
√
a
=

x2n+a
2xn

+
√
a

x2n+a
2xn

+
√
a
=
x2n − 2xn

√
a+ a

x2n + 2xn
√
a+ a

=
(xn −

√
a)2

(xn +
√
a)2

=

v2n.

(b) À partir du résultat de la question pré
édente, on montre fa
ilement par ré
urren
e que,

∀n ∈ N, vn = (v0)
2n
. C'est bien entendu vrai au rang n = 0 puisque (v0)

20 = v10 = v0,

et si on suppose la propriété vraie au rang n, alors vn+1 = v2n =
(

(v0)
2n
)2

= (v0)
2n+1

,


e qui prouve bien l'hérédité. On déduit de 
ette égalité et de la dé�nition de la suite vn
que |xn − √

a| = |xn +
√
a| × v2

n

0 (on sait que v0 est un nombre positif). Il su�t alors

de 
onstater que xn +
√
a 6 x0 +

√
a 6 2x0 pour 
on
lure (puisque la suite (xn) est

dé
roissante de premier terme x0 = a).

5. (a) La relation de la question 3.a peut se réé
rire dans 
e par parti
ulier xn+1 =
x2n + 2

2xn
=

xn

2
+

1

xn
. À partir de x0 = 2, on 
al
ule don
 su

essivement x1 = 1 +

1

2
=

3

2
; x2 =

3

4
+

2

3
=

9 + 8

12
=

17

12
et en�n x3 =

17

24
+

12

17
=

289 + 288

408
=

577

408
(oui, quatre premiers

termes, ça s'arrête bien à x3).

(b) On applique bien sûr l'inégalité démontrée en question 4.b : 2x0 = 4, et v0 =
2−

√
2

2 +
√
2
<

1

3
,

puisque 2−
√
2 < 1 et 2 +

√
2 > 3. Cela su�t à obtenir la majoration souhaitée.
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(
) Il su�t d'après la question pré
édente d'avoir

4

3(2n)
6 10−6

, soit 32
n

> 4 000 000. Or,

32 = 9, 34 = 81, 38 = 812 = 6 561, et le 
arré de 
e dernier nombre est déjà bien supérieur

à 4× 106, don
 n = 4 su�t. La suite (xn) 
onverge en fait très très vite vers

√
2.

Problème 2 : autour de la série harmonique (***)

1. (a) Une question triviale pour 
ommen
er en dou
eur : Hn+1−Hn =

n+1
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

1

k
=

1

n+ 1
>

0, don
 la suite (Hn) est stri
tement 
roissante.

(b) Commençons par 
al
uler H2n−Hn =
2n
∑

k=1

1

k
−

n
∑

k=1

1

k
=

2n
∑

k=n+1

1

k
. Cette dernière somme est


onstituée de n termes, et 
ha
un d'entre eux est supérieur ou égal à

1

2n
, don
 la somme

est bien supérieure ou égale à

n

2n
=

1

2
.

(
) La suite étant 
roissante, si elle était majorée, elle 
onvergerait né
essairement vers une

limite l. Mais alors on aurait lim
n→+∞

H2n − Hn = l − l = 0, 
e qui est 
omplètement

in
ompatible ave
 le résultat démontré à la question pré
édente. La suite ne peut don


pas être majorée, 
e qui implique qu'elle diverge vers +∞.

2. (a) Cal
ulons don
 : u1 =

2
∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
=

3

2
; u2 =

4
∑

k=2

1

k
=

1

2
+

1

3
+

1

4
=

13

12
; u3 =

1

3
+
1

4
+
1

5
+
1

6
=

19

20
. La suite (un) semble dé
roissante. De l'autre 
�té, v1 =

1
∑

k=1

1

1 + k
=

1

2
;

v2 =

2
∑

k=1

1

2 + k
=

1

3
+

1

4
=

7

12
, et v3 =

3
∑

k=1

1

3 + k
=

1

4
+

1

5
+

1

6
=

37

60
. Cette deuxième suite

semble 
roissante.

(b) Commençons par étudier la monotonie des deux suites : un+1 − un =

2n+2
∑

k=n+1

1

k
−

2n
∑

k=n

1

k
=

1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n
=
n(2n + 1) + n(2n + 2)− (2n + 1)(2n + 2)

n(2n+ 1)(2n + 2)
=

2n2 + n+ 2n2 + 2n− 4n2 − 6n− 2

n(2n+ 1)(2n + 2)
−2

n(2n+ 2)
< 0, don
 la suite (un) est bien dé
roissante. De l'autre 
�té, vn+1 − vn =

n+1
∑

k=1

1

n+ 1 + k
−

n
∑

k=1

1

n+ k
=

n+2
∑

k=2

1

n+ k
−

n
∑

k=1

1

n+ k
=

1

2n+ 1
+

1

2n + 2
− 1

n+ 1
=

1

2n+ 1
−

1

2n+ 2
> 0, don
 (vn) est dé
roissante.

En�n, en e�e
tuant un 
hangement d'indi
e j = k + n (on peut, n est une valeur �xée),

on a vn − un =

2n
∑

j=n+1

1

j
−

2n
∑

k=n

1

k
= − 1

2n
, qui a 
ertainement une limite nulle. Les deux

suites sont don
 adja
entes et 
onvergent vers une même limite.

3. (a) La méthode suggérée par l'énon
é 
onsiste à 
onstater que, ∀x ∈ [k, k + 1], on a l'en
a-

drement

1

k + 1
6

1

x
6

1

k
(dé
roissan
e de la fon
tion inverse). Comme l'en
adrement est

valable sur tout l'intervalle, on peut intégrer les inégalités pour é
rire

∫ k+1

k

1

k + 1
dx 6

∫ k+1

k

1

x
dx 6

∫ k+1

k

1

k
dx. Les deux intégrales à gau
he et à droite sont des intégrales

22



de 
onstates sur un intervalle de largeur 1, elles valent don
 respe
tivement

1

k + 1
et

1

k
.

Et, bien sûr,

∫ k+1

k

1

x
dx = [ln(x)]k+1

k = ln(k + 1) − ln(k), dont dé
oule l'en
adrement

demandé.

Méthode plus rustique : on pose f(x) = ln(x+1)−ln(x)− 1

x+ 1
, la fon
tion f est bien dé�-

nie et dérivable sur ]0,+∞[, de dérivée f ′(x) =
1

x+ 1
−1

x
+

1

(x+ 1)2
=
x(x+ 1)− (x+ 1)2 + x

x(x+ 1)2
=

− 1

x(x+ 1)2
< 0. La fon
tion f est don
 stri
tement dé
roissante. Or, f(x) = ln

(

x+ 1

x

)

−
1

x+ 1
= ln

(

1 +
1

x

)

− 1

x+ 1
a une limite nulle quand x tend vers +∞. On en déduit que

f est toujours positive.

On re
ommen
e ensuite ave
 g(x) =
1

x
− ln(x+ 1) + ln(x), ave
 
ette fois g′(x) = − 1

x2
−

1

x+ 1
+

1

x
= − 1

x2(x+ 1)
< 0. En
ore une fon
tion dé
roissante à limite nulle en +∞

(
al
ul très similaire au pré
édent), don
 positive sur ]0,+∞[.

(b) Si on reprend l'inégalité de droite de l'en
adrement pré
édent et qu'on la somme pour

les valeurs de k 
omprises entre 1 et n, on trouve

n
∑

k=1

ln(k + 1) − ln(k) 6

n
∑

k=1

1

k
, don


ln(n + 1) − ln(1) 6 Hn (la somme de gau
he est téles
opique), 
'est bien la première

moitié de l'en
adrement demandé pour Hn. Pour obtenir la moitié de droite, dé
alons les

indi
es dans l'inégalité de gau
he de l'en
adrement de la question a : si k > 2, on peut

é
rire

1

k
6 ln(k) − ln(k − 1). Là en
ore, on va sommer 
es inégalités, mais on ne peut le

faire qu'à partir de k = 2 :

n
∑

k=2

1

k
6

n
∑

k=2

ln(k)− ln(k − 1), 
e qui donne Hn − 1 6 ln(n) (il

manque le premier terme dans la somme de gau
he pour re
onnaitre Hn), 
e qui implique

bien Hn 6 ln(n) + 1.

(
) Commençons par étudier les monotonies : an+1 − an = Hn+1 −Hn − ln(n+ 1) + ln(n) =
1

n+ 1
−ln(n+1)+ln(n) 6 0 d'après l'inégalité de gau
he de l'en
adrement de la question a.

La suite (an) est don
 dé
roissante. De même, bn+1−bn =
1

n+ 1
− ln(n+2)+ln(n+1) > 0

(
'est l'inégalité de droite de l'en
adrement de la question a, mais dé
alé d'une unité). La

suite (bn) est don
 
roissante. En�n, an−bn = ln(n+1)− ln(n) = ln

(

1 +
1

n

)

a une limite

nulle. Les deux suites sont don
 adja
entes, elles 
onvergent vers une même limite.

(d) En e�et, en reprenant le 
hangement d'indi
e de la question 2.c, vn =
2n
∑

k=n+1

1

k
= H2n−Hn.

Comme on sait que ln(2n) = ln(2) + ln(n), on peut faire une astu
e belge étonnante en

é
rivant vn = H2n − ln(2n) + ln(n) − Hn + ln(2). Or, lim
n→+∞

Hn − ln(n) = γ (question

pré
édente), et don
 lim
n→+∞

H2n−ln(2n) = γ également. Il ne reste don
 plus que lim
n→+∞

vn =

γ−γ+ln(2) = ln(2). Ce genre de 
al
ul pourra être é
rit de façon beau
oup plus naturelle

quand nous aurons étudié la négligeabilité et les notations qui vont ave
.
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Problème 3 (***)

1. On part don
 de u0 = 1 et u1 = 0 avant d'appliquer la relation de ré
urren
e : u2 =
1

2
(12 +

02) =
1

2
, puis u3 =

1

2

(

0 +
1

4

)

=
1

8
et en�n u4 =

1

2

(

1

4
+

1

64

)

=
17

128
(oui, 
inq termes, ça

s'arrête bien à u4 quand on part de u0).

2. (a) Si (un) est 
onstante égale à k (ave
 bien sûr k > 0), la relation de ré
urren
e implique

que k =
1

2
(k2 + k2), don
 que k = k2, 
e qui implique k = 0 ou k = 1. Ré
iproquement

les deux suites 
onstantes égales à 0 et à 1 sont bien des éléments de S.
(b) Supposons don
 que, pour un 
ertain entier n, on ait un = un+1 = 1, alors on démontre

par ré
urren
e double que, ∀p > n, up = 1 (
'est le 
as aux rangs n et n+1 par hypothèse,

e qui donne l'initialisation de la ré
urren
e double ; et si on suppose uk = uk+1 = 1 pour

un 
ertain entier k > n, alors uk+2 =
1

2
(12 + 12) = 1, 
e qui prouve l'hérédité). Il faut

toutefois aussi prouver que les termes d'indi
e inférieur à n sont aussi égaux à 1 si on veut

la suite soit réellement 
onstante. Supposons que 
e ne soit pas toujours le 
as, et notons

n0 le plus grand entier tel que un0
6= 1. On a alors par dé�nition de n0, un0+1 = un0+2 = 1,

don
 en appliquant la relation de ré
urren
e dé�nissant un au rang n0, 1 =
1

2
(1 + u2n0

),

don
 u2n0
= 1. Tous les termes de la suite (un) étant positifs (ré
urren
e double triviale si

on tient à être rigoureux), on a né
essairement un0
= 1, 
e qui 
ontredit notre hypothèse

et prouve par 
onséquent que tous les termes de notre suite sont bien égaux à 1.

(
) Supposons don
 qu'un 
ertain terme un soit égal à 0, ave
 n > 2. Alors un = 0 =
1

2
(u2n−2 + u2n−1), 
e qui implique manifestement que un−1 = un−2 = 0 (une somme de


arrés ne pouvant être nulle que si 
ha
un de ses termes est nul). Comme à la question

pré
édente, 
e raisonnement peut s'étendre pour prouver que tous les termes d'indi
e

inférieur à n sont eux aussi nuls, et on prouve ensuite par ré
urren
e double que la suite

est entièrement nulle.

3. Supposons don
 que lim
n→+∞

un = l ∈ R, alors bien entendu on a aussi lim un+2 = l et limu2n+1 =

lim u2n = l2, et la relation de ré
urren
e dé�nissant (un) implique que l =
1

2
(l2 + l2). C'est la

même équation qu'à la question 2.a, on en déduit que l = 0 ou l = 1.

4. (a) Supposons don
, en plus des hypothèses 0 6 a 6 b 6
a2 + b2

2
, que b < 1, alors 0 6 b2 6

b < 1, et bien entendu on a aussi a2 6 b2 6 b par 
roissan
e de la fon
tion 
arré sur

[0, 1[. On en déduit que

a2 + b2

2
6

2b

2
= b, 
e qui 
ontredit les hypothèses initiales sauf si

toutes nos inégalités sont des égalités. C'est le 
as uniquement si a2 = b2 = b = 0, don

a = b = 0.

(b) Puisque

a2 + b2

2
6 a, on peut é
rire a2+ b2−2a 6 0, don
 (a−1)2−1+ b2 6 0, ou en
ore

b2 6 1− (a−1)2 6 1 (puisqu'un 
arré est bien sûr positif). Ce
i su�t à a�rmer que b 6 1.

5. Cal
ulons don
 un+3−un+2 =
1

2
(u2n+1+u

2
n+2)−

1

2
(u2n+u

2
n+1) =

u2n+2 − u2n

2
, qui est du même

signe que u2n+2 − u2n, et don
 du même signe que un+2 − un puisque 
es deux nombres sont

positifs (si on le souhaite, on fa
torise sous la forme (un+2 − un)(un+2 + un) pour rendre la

preuve plus évidente).

6. (a) Cela dé
oule de façon évidente de la question pré
édente : puisque un+2 − un > 0, alors
un+3 − un+2 > 0, 
e qui su�t à prouver 
e qui est demandé.

(b) Prouvons par ré
urren
e double la propriété uk 6 uk+1 à partir du rang n + 1. L'ini-
tialisation double dé
oule de la question pré
édente, supposons alors que uk 6 uk+1 et
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uk+1 6 uk+2 pour un 
ertain entier k > n+1. On peut à nouveau appliquer la question a

pour en déduire que uk+2 6 uk+3, 
e qui prouve l'hérédité de la propriété et la 
roissan
e

de la suite à partir du rang n+ 1. Supposons désormais que la suite n'est pas stri
tement


roissante à partir du rang n + 3 (pré
ision omise dans l'énon
é, on ne peut rien dire sur

les termes d'indi
e n + 1, n + 2 et n + 3 de plus qu'une simple 
roissan
e au sens large),

alors il existe don
 un entier p > n + 3 tel que up = up+1 (une suite 
roissante qui ne

l'est pas stri
tement 
ontient au minimum deux termes 
onsé
utifs égaux). En appliquant

la question 5, on en déduit alors que up−2 = up, et don
 également que up−1 = up par


roissan
e de la suite. La suite 
ontient don
 trois termes (et même quatre) 
onsé
utifs

égaux, la valeur de 
es termes ne peut être que 0 ou 1 (
al
ul déjà e�e
tué deux ou trois

fois), et on a démontré à la question 2 que la suite était 
onstante dans 
es deux 
as.

(
) Posons a = un+1 et b = un+2. Par hypothèse, un+1 6 un+2 6 un+3, soit a 6 b 6
a2 + b2

2
.

Sa
hant que b n'a pas le droit d'être nul (sinon toute la suite l'est, question 2.c), la question
4.a permet d'a�rmer que b = un+2 > 1.

(d) En éliminant les suites 
onstantes, la suite est stri
tement 
roissante à partir du rang n+3,
et va d'après la question pré
édente prendre des valeurs stri
tement supérieures à 1. Si elle

onverge, 
'est don
 vers une limite elle-même stri
tement supérieure à 1, 
e qui est ex
lu
par la question 3. Étant 
roissante (à partir d'un 
ertain rang), la suite ne peut don
 que

diverger vers +∞.

7. Ce sont exa
tement les mêmes étapes quà la question pré
édente : on prouve d'abord que

un+3 6 un+2 6 un+1 en utilisant la question 5. Ensuite, on prouve par ré
urren
e double que

la suite est dé
roissante à partir du rang n+1 (exa
tement la même ré
urren
e que 
i-dessus

en 
hangeant le sens des inégalités), puis que la suite est stri
tement dé
roissante à partir du

rang n + 3 (en
ore une fois, 
'est pareil). En�n, on applique la question 4.b ave
 a = un+2,

b = un+1 et

a2 + b2

2
= un+3, et on en déduit que un+1 6 1, et don
 un+3 6 1. La suite étant

ensuite stri
tement dé
roissante et minorée par 0, elle 
onverge né
essairement, et sa limite

est nulle puisqu'elle ne peut pas être égale à 1.

8. Cal
ulons les premiers termes de la suite (un(
√
2, 0)) : u2 =

1

2
(2+0) = 1, puis u3 =

1

2
(0+1) =

1

2
, u4 =

1

2

(

1 +
1

4

)

=
5

8
et u5 =

1

2

(

1

4
+

25

64

)

=
41

128
. On peut s'arrêter là : u5 6 u4 et

u5 6 u3, don
 la suite 
onverge vers 0 d'après la question 7.

On fait pareil pour (un(2, 0)) : u2 =
1

2
(4 + 0) = 2, puis u3 = 2 (même 
al
ul !), don
 u3 est

supérieur à la fois à u1 et à u2 et la suite diverge vers +∞ (question 6).

9. (a) E�e
tuons un raisonnement par l'absurde en supposant que u1 = u0. On distingue alors

trois 
as selon la valeur de u2 :

• si u2 = u1, on a trois termes 
onsé
utifs égaux, et la suite est 
onstante, 
as ex
lu par

l'énon
é.

• si u1 < u2, alors la question 6 assure que la suite va diverger vers +∞, 
as également

ex
lu.

• en�n, si u1 > u2, la question 7 assure 
ette fois-
i que la suite va 
onverger vers 0, 
e
qui n'est pas non plus autorisé.

On doit bien avoir u1 6= u0.

(b) Exa
tement le même prin
ipe qu'à la question pré
édente, on ex
lut les autres possibilités :

• si un+2 = un+1, la position de un+3 par rapport à 
es deux valeurs identiques donnera

exa
tement les trois mêmes 
as qu'à la question pré
édente (suite 
onstante, divergeant

vers +∞, ou 
onvergeant vers 0), qui sont ex
lus tous les trois. On en déduit que

un+2 6= un+1.

• si un+2 < un+1, on ne peut pas avoir un+2 6 un, sinon la suite 
onvergerait vers 0
(question 7), don
 un < un+2 < un+1.
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• si au 
ontraire un+1 < un+2, on ne peut pas avoir un 6 un+2, sinon la suite divergerait

vers +∞ (question 6), don
 
ette fois un+1 < un+2 < un.

(
) On peut e�e
tuer une ré
urren
e en appliquant la question pré
édente pour prouver que,

pour tout entier n, on va avoir u2n < u2n+2 < u2n+1 et u2n+2 < u2n+3 < u2n+1. Au rang

0, l'en
adrement u0 < u2 < u1 dé
oule de la question pré
édente, puis l'inégalité u2 < u1
implique (toujours en utilisant la question pré
édente) que u2 < u3 < u1. Supposons main-

tenant les inégalités vraies au rang n, on part alors de u2n+2 < u2n+3 pour en déduire que

u2n+2 < u2n+4 < u2n+3 puis (en gardant l'inégalité de droite de l'en
adrement pré
édent)

que u2n+4 < u2n+5 < u2n+3, 
e qui prouve les deux en
adrements souhaités au rang n+1.

On a en parti
ulier prouvé qu'on avait toujours u2n < u2n+2 et u2n+3 < u2n+1, don
 la

sous-suite (u2n) est stri
tement 
roissante, et la sous-suite (u2n+1) stri
tement dé
rois-

sante. Comme on a toujours u2n < u2n+1 < u1, la suite (u2n) 
onverge vers une limite

�nie l. De même, u2n+1 > u2n > u0 don
 la suite (u2n+1) est minorée et 
onverge vers

une limite �nie l′. En passant à la limite dans la relation u2n+2 =
u2n + u2n+1

2
, on trouve la

relation l =
l2 + l′2

2
. De même, en passant à la limite la relation u2n+3 =

u2n+1 + u2n+2

2
, on

aura l′ =
l′2 = l2

2
, don
 l′ = l. Les deux sous-suites (u2n) et (u2n+1) ayant la même limite,

on peut en déduire que la suite (un) 
onverge vers 
ette même limite. Cette limite ne peut

pas être nulle puisque la suite est minorée par u0 > 0, elle est don
 né
essairement égale

à 1.

(d) On a en e�et prouvé que, quelles que soient les valeurs initiales, la suite (un) allait 
onverger
vers 0, 
onverger vers 1, ou diverger vers +∞, 
e qui est exa
tement 
e qui est demandé

dans 
ette question.

10. Il s'agit don
 de représenter l'ensemble dé�ni par l'équation

1

2
(x2 + y2) = 1, soit x2 + y2 = 2.

Il s'agit tout simplement d'un 
er
le de 
entre O et de rayon

√
2, ou plut�t d'un quart de


er
le puisqu'on se 
ontente des valeurs de x et de y positives depuis le début de l'exer
i
e.

Ce quart de 
er
le est représenté en rouge sur la �gure en �n d'exer
i
e.

11. On 
al
ule 
ette fois u3(x, y) =
1

2

(

(

x2 + y2

2

)2

+ y2

)

, don
 u3(x, y) = 1 si (x2+y2)2+4y2 =

8, soit (x2 + y2)2 = 8 − 4y2. Cette 
ondition ne peut être véri�ée que si 8 − 4y2 > 0, soit
y 6

√
2. On aura alors (tout étant positif) x2 + y2 =

√

8− 4y2, soit (quand 
ela a un sens)

x =

√

√

8− 4y2 − y2. On pose don
 h(y) =

√

√

8− 4y2 − y2, la fon
tion étant dé�nie si

y 6
√
2, mais aussi si

√

8− 4y2 > y2, soit 8− 4y2 > y4 ou en
ore y4+4y2− 8 6 0. En posant

Y = y2, le trin�me Y 2 + 4Y − 8 a pour dis
riminant ∆ = 16 + 32 = 48 = (4
√
3)2, et admet

pour ra
ines Y1 =
−4− 4

√
3

2
< 0, et Y2 =

−4 + 4
√
3

2
= 2

√
3 − 2 > 0. On en déduit que

Y doit être 
ompris entre Y1 et Y2 pour que h soit dé�nie, 
e qui donne en remontant aux

valeurs de y, Dh = [0,
√

2
√
3− 2] (la borne supérieure étant fa
ilement plus petite que

√
2).

Elle est dérivable sur 
et intervalle sauf en

√

2
√
3− 2 où sa 
ourbe admettra une tangente

verti
ale, et stri
tement dé
roissante sur son domaine de dé�nition (
'est évident même sans

expli
iter la dérivée, puisque y 7→
√

8− 4y2 et y 7→ −y2 sont toutes les deux dé
roissantes

sur 
e segment, et qu'on 
ompose par la ra
ine 
arrée qui est 
roissante). On peut 
al
uler

h(0) =
√

2
√
2 et h(

√

2
√
3− 2) = 0. Les plus 
ourageux 
onstateront qu'il y a une tangente

horizontale en 0. L'ensemble C3 est obtenu en prenant la 
ourbe représentative de la fon
tion

h et en la symétrisant par rapport à la droite d'équation y = x, puisque h exprime x en

fon
tion de y (autrement dit, (x, y) ∈ C3 si x = h(y), ou en
ore si y = h−1(x), en notant

bien sûr h−1
la ré
iproque de la fon
tion h. L'ensemble C3 est représenté en bleu sur la �gure


i-dessous.
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12. Si un point (x, y) appartient à la fois à C2 et à C3, la suite (un(x, y)) aura deux termes 
onsé
u-

tifs égaux à 1, elle est don
 né
essairement 
onstante égale à 1, 
e qui implique que x = y = 1.
Autrement dit, le point de 
oordonnées (1, 1) est le seul à appartenir aux deux ensembles. La


ourbe C3 est don
 en-dessous du quart de 
er
le C2 sur l'intervalle [0, 1] (puisqu'elle 
oupe

l'axe des ordonnées en

√

2
√
3− 2 <

√
2) et au-dessus ensuite. Une allure des deux ensembles :

0 1

0

1

13. Tout point (x, y) qui se trouve à la fois à l'intérieur (stri
tement) de C2 et à l'intérieur de C3
véri�e u2 < 1 et u3 < 1 (les inégalités auraient du être stri
tes dans l'énon
é), don
 appartient

à l'ensemble E0 puisque la suite va alors 
onverger vers 0. De même, tout point stri
tement à

l'extérieur de C2 et de C3 appartiendra né
essairement à E∞. Ce magni�que problème était un

extrait (seulement !) d'un vieux problème de 
on
ours PT (Centrale 1989, à l'époque on savait

rigoler), où on se proposait ensuite de faire beau
oup mieux, en prouvant que toute demi-droite

issue de l'origine dans (R+)2 
ontenait exa
tement un point (x, y) appartenant à E1, tous les

points de la demi-droite étant situés du 
�té de 
e point 
ontenant l'origine appartenant à

E0 et tous les autres à E∞. Autrement dit, il existe une 
ourbe traversant le quart de plan

depuis l'axe des ordonnées jusqu'à l'axe des abs
isses et 
orrespondant à l'ensemble E1. Les

points situés en-dessous de 
ette 
ourbe sont dans E0, 
eux situés à l'extérieur sont dans E∞.

Cette 
ourbe se situe quelque part entre les 
ourbes C2 et C3.
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