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Exer
i
e 1 (*)

C'est un exer
i
e qui ressemble énormément à 
elui vu en 
ours. Les résultats sont d'ailleurs

exa
tement les mêmes :

• l'appli
ation f est inje
tive : si n et n′
sont deux entiers naturels, alors n2 = n′2 ⇒ n = n′

puisque les deux nombres sont positifs. Par 
ontre, f n'est pas surje
tive, 3 par exemple n'a

an
un anté
édent entier par la fon
tion 
arré.

• l'appli
ation g, au 
ontraire, n'est pas inje
tive (par exemple, g(2) = g(3) = 1) mais elle est

surje
tive : tout entier n admet n2

omme anté
édent évident (puisque

√
n2 = n, la partie

entière n'y 
hangera rien).

• l'appli
ation f ◦ g ne peut pas être inje
tive puisque g ne l'est pas (même 
ontre-exemple :

f ◦ g(2) = f ◦ g(3) = 1), mais elle ne peut pas non plus être surje
tive 
ar f ne l'est pas : 3
n'a pas plus d'anté
édent par f ◦ g que par f puisqu'il n'est de toute façon le 
arré d'au
un

entier.

• l'appli
ation g ◦ f est bije
tive, puisqu'on a manifestement g ◦ f = idN.

Exer
i
e 2 (**)

• L'appli
ation f1 est inje
tive puisque, si n et p sont deux entiers naturels, n+5 = p+5 ⇒ n = p
(
e serait d'ailleurs tout aussi vrai ave
 des réels quel
onques), mais pas surje
tive 
ar 0 par

exemple n'a pas d'anté
édent par f1 (si l'appli
ation était dé�nie sur R ou même sur Z, 0
aurait évidemment pour anté
édent −5, mais en tant qu'appli
ation de N dans lui-même, elle

n'est pas surje
tive).

• L'appli
ation f2 est inje
tive : en e�et, n2 = p2 ⇒ n = p quand n et p sont positifs (si vous

préférez, on peut dire qua l'appli
ation 
arré est inje
tive sur R+
, don
 a fortiori sur N. Par


ontre, elle n'est pas surje
tive, 2 par exemple n'ayant pas d'anté
édent par f2 (il aurait deux
anté
édents dans R, à savoir

√
2 et −

√
2, mais 
es nombres ne sont pas vraiment entiers).

• L'appli
ation f3 est un peu plus pénible à étudier que les autres mais elle est en fait bije
tive.

Les entiers pairs sont envoyés sur les entiers impairs et ve
i-versa don
 un entier pair ne peut

pas avoir la même image qu'un entier impair. Comme la restri
tion de f3 aux entiers pairs,

et 
elle aux entiers impairs, sont fa
ilement inje
tives, f3 est inje
tive. Elle est également

surje
tive 
ar si p est pair, p + 1 est un anté
édent de p, et si p est impair, 
'est p − 1 qui

mar
he. En fait, on peut faire plus rapide en prouvant que f3 est bije
tive et que sa ré
iproque
est f3 elle-même (on parle alors d'appli
ation involutive). En e�et, si n est pair, f3(n) = n+1
est un nombre impair, don
 f3(f3(n)) = f3(n+1) = n+1− 1 = n. De même, si n est impair,

n− 1 est pair, don
 f3(f3(n)) = f3(n− 1) = n− 1 + 1 = n. Dans tous les 
as, f3(f3(n)) = n,

e qui signi�e bien que f−1

3 = f3 (et au passage que f3 est bije
tive).

• L'appli
ation f4 n'est pas surje
tive 
ar 1 et 2 ont par exemple la même image. Par 
ontre, elle

est surje
tive, 3p étant toujours un anté
édent de p (il n'est pas très 
ompliqué de 
onstater

que 
haque entier a en fait exa
tement trois anté
édents par f4, qui sont 3p, 3p+1 et 3p+2).
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• Cette dernière appli
ation n'est pas inje
tive, 3 et 17 ayant par exemple la même image. Par


ontre, elle est surje
tive 
ar p+ 10 est toujours un anté
édent de p.

Exer
i
e 3 (**)

1. On re
onnait bien sûr la fon
tion usuelle th ! Ah non pardon, on ne l'a pas en
ore étudiée

ensemble. Pas grave, nous allons de toute façon étudier l'inje
tivité et la suje
tivité de f � à

la main �, en revenant aux dé�nitions (pour une utilisartion de l'étude de 
ette fon
tion,

attendez le 
ours du 
hapitre 3 sur le sujet). Supposons que, pour deux réels x et x′, on ait

ex − e−x

ex + e−x
=

ex
′ − e−x′

ex′ + e−x′
. En faisant le produit en 
roix et en développant tout brutalement, on

obtient ex+x′

+ex−x′−ex
′−x−e−x−x′

= ex+x′

+ex
′−x−ex−x′−e−x−x′

, soit en
ore en simpli�ant

2ex−x′

= 2ex
′−x

. La fon
tion exponentielle étant bije
tive, 
ela implique x− x′ = x′ − x, soit
2x = 2x′ et don
 x = x′. Con
lusion : l'appli
ation f est inje
tive.

Pour la surje
tivité, on peut aussi s'en sortir de façon élémentaire en 
her
hant quelles sont

les valeurs de y pour lesquelles l'équation f(x) = y admet (au moins) une solution. I
i, il faut

don
 tenter de résoudre l'équation

ex − e−x

ex + e−x
= y, soit ex − e−x = yex + ye−x

. En regroupant

di�éremment, on trouve ex(1−y) = e−x(1+y), ou en
ore e2x =
1 + y

1− y
. il est déjà évident que

la fon
tion n'est pas surje
tive puisque y = 1 ne peut pas avoir d'anté
édent, l'équation étant

alors impossible. Mais on peut dire beau
oup mieux : l'équation a une solution si et seulement

si

1 + y

1− y
> 0, 
'est-à-dire y ∈] − 1, 1[, et on peut alors é
rire x =

1

2
ln

(

1 + y

1− y

)

. Autrement,

l'appli
ation f est bije
tive de R dans ]− 1, 1[, et de ré
iproque f−1 : y 7→ 1

2
ln

(

1 + y

1− y

)

.

2. La fon
tion g est évidemment dé�nie et dérivable sur R, de dérivée g′(x) = 3x2+1, stri
tement

positive sur R. La fon
tion g est don
 stri
tement 
roissante sur R, don
 inje
tive. De plus,

le limites de g en +∞ et en −∞ sont respe
tivement égales à +∞ et −∞ (
e sont les mêmes

que 
elles de x 7→ x3), don
 la fon
tion prend toutes les valeurs réelles. Autrement dit, g est

surje
tive et inje
tive, 
'est-à-dire bije
tive de R dans R.

3. Commençons par déterminer l'ensemble de dé�nition de h. Le trin�me x2 − x − 2 a pour

dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9, et admet pour ra
ines x1 =
1 + 3

2
= 2 et x2 =

1− 3

2
= −1. Le

trin�me étant positif à l'extérieur de ses ra
ines, Dh = E. Sur 
et ensemble (ou presque, la

fon
tion n'est pas dérivable en −1 ni en 2), h a pour dérivée h′(x) =
2x− 1

2
√
x2 − x− 2

. Cette

dérivée est du signe de 2x − 1, don
 positive si x > 2 et négative si x 6 −1. La fon
tion h
est don
 dé
roissante sur ] −∞,−1] et 
roissante sur [2,+∞[. Les images de −1 et 2 par h
sont toutes les deux nulles. Quant aux limites à l'in�ni, elles sont toutes les deux égales à +∞
puisque le trin�me à l'intérieur de la ra
ine tend vers +∞ des deux 
�tés. La fon
tion h est

don
 surje
tive sur R+
(tous les réels positifs ont bien des anté
édents pas la fon
tion), mais

pas inje
tive pusique par exemple g(−1) = g(2) = 0. En fait, tout réel positif a exa
tement

deux anté
édents par h, un dans l'intervalle ]−∞,−1] et un autre dans l'intervalle [2,+∞[.

4. La fon
tion i est bien dérivable sur l'ensemble E, et sa dérivée vaut

3(x− 1)− (3x+ 2)

(x− 1)2
=

−5

(x− 1)2
. Cette dérivée est négative partout où elle existe, la fon
tion i est don
 stri
tement

dé
roissante sur ]−∞, 1[ et sur ]1,+∞[. On ne peut bien sûr PAS en déduire que i est inje
tive
sur E 
ar 
elui-
i est 
onstitué de deux intervalle disjoints. Cal
ulons don
 les limites de i.
Du 
�té des in�nis, on prend le quotient des termes de plus haut degré, 
e qui donne pour

limite 3 à 
haque fois. En 1, le numérateur tend vers 5, et le dénominateur vers 0, en étant
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positif à droite et négatif à gau
he de 1. Autrement dit, lim
x→1−

i(x) = −∞ et lim
x→1+

i(x) = +∞.

Résumons tout 
e
i dans un beau tableau :

x −∞ 1 +∞

f 3
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ 3

On peut 
onstater que la fon
tion est inje
tive puisqu'elle ne reprend jamais sur ]1,+∞[ une
valeur déjà prise sur ]−∞, 1[ (et qu'elle est inje
tive sur 
haque intervalle puisque stri
tement

dé
roissante). Elle est également surje
tive sur R\{3}, puisque tous les réels de l'intervalle

] − ∞, 3[ ont un anté
édent dans ] − ∞; 1[, et tous les réels de l'intervalle ]3,+∞[ ont un

anté
édent dans ]1,+∞[. Con
lusion, la fon
tion i réalise une bije
tion de E vers F .

Exer
i
e 4 (***)

1. Déterminer les anté
édents de (4, 4) revient à résoudre le système

{

x+ y = 4
xy = 4

. On pro-


ède par substitution : y = 4 − x, don
 x(4 − x) = 4, soit x2 − 4x + 4 = 0. On re
onnait

une identité remarquable : (x − 2)2 = 0, don
 x = 2, puis y = 4 − 2 = 2. Autrement dit,

(4, 4) possède pour unique anté
édent le 
ouple (2, 2). Même méthode pour les anté
édents de

(1, 1) :

{

x+ y = 1
xy = 1

, on susbtitue y = 1−x pour trouver x(1−x) = 1, don
 x2−x+1 = 0,

équation qui a un dis
riminant stri
tement négatif et n'admet don
 au
une ra
ine réelle. Le


ouple (1, 1) n'a don
 au
un anté
édent par la fon
tion f .

2. On sait déjà que f ne peut pas être surje
tive puisqu'on a vu que (1, 1) n'avait pas d'anté
édent
par f . Elle n'est en fait pas inje
tive non plus, puisque'on a manifestement toujours f(x, y) =
f(y, x). Par exemple, f(1, 2) = f(2, 1) = (3, 2).

3. Noons plut�t (a, b) le 
ouple dont on va 
her
her un anté
édent, on utilise la même méthode

qu'à la première question en é
rivant le système

{

x+ y = a
xy = b

. On substitue toujours

y = a−x pour obtenir x(a−x) = b, soit x2 − ax+ b = 0. Cette équation a pour dis
riminant

∆ = a2−4b, et n'admet de solutions réelles que si a2−4b > 0, 
e qui est exa
tement la 
ondition

né
essaire et su�sante à l'existen
e d'anté
édents par f pour le 
ouple (a, b). L'ensemble


orrespond est simplement la zone du plan située en-dessous de la parabole d'équation y =
x2

4
,

représentée 
i-dessous (on peut 
onstater que les points situés exa
tement sur la parabole sont


eux qui ont un seul anté
édent par f , 
eux qui sont stri
tement en-dessous en ont deux) :
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4. Fixer un point sur une droite parallèle à l'axe des ordonnées revient à �xer la valeur a de

l'abs
isse, en laissant l'ordonnée variable. Autrement, on 
her
he les 
ouples (x, y) solutions

d'un système du type

{

x+ y = a
xy ∈ R

, qui sont tous simplement tous les 
ouples (x, y)

véri�ant x+ y = a, autrement dit les points de la droite d'équation y = a− x, qui 
onstitue
don
 l'image ré
iproque re
her
hée.

Au 
ontraire, pour une droite parallèle à l'axe des ordonnées, 
'est la valeur b de l'ordonnée

qui est �xée, et on trouve du 
oup une équation du type xy = b pour l'image ré
iproque de

la droite, 
'est-à-dire l'équation d'une hyperbole.

Exer
i
e 5 (***)

1. Pour que l'appli
ation f soit inje
tive, on doit avoir la 
ondition (X ∩A = Y ∩A et X ∩B =
Y ∩B) implique X = Y . Autrement dit, un sous-ensemble de E doit être déterminé de façon

unique par ses interse
tions ave
 les sous-ensembles A et B. Ce ne sera pas le 
as si A∪B 6= E.

En e�et, si 
ette 
ondition n'est pas véri�ée, prenons x /∈ A∪B, et posons X = {x} et Y = ∅.
Comme x /∈ A et x /∈ B, on aura X ∩ A = X ∩ B = ∅, don
 f(X) = f(Y ), 
e qui 
ontredit

l'inje
tivité de f .

Ré
iproquement, supposons que A ∪ B = E, et prouvons que f est inje
tive. Pour 
ela,

supposons que f(X) = f(Y ), 
'est-à-dire que X ∩A = Y ∩A et X ∩B = Y ∩B. Prouvons à

partir de 
es hypothèses queX = Y . Pour 
ela, on pro
ède 
lassiquement par double in
lusion.

Soit x ∈ X. Comme X est une partie de E, x ∈ E, don
 x ∈ A ∪ B. On a don
 soit x ∈ A,
soit x ∈ B, dont on déduit x ∈ X ∩A, ou x ∈ X ∩B. Mais alors x ∈ Y ∩A ou x ∈ Y ∩B, et

dans les deux 
as on peut 
on
lure que x ∈ Y , 
e qui prouve que X ⊂ Y . L'autre in
lusion

se démontre exa
tement de la même manière puisque X et Y jouent un r�le parfaitement

symétrique dans nos hypothèses. On a don
 X = Y , 
e qui prouve l'inje
tivité de f .

2. Soient C et D deux ensembles tels que C ⊂ A et D ⊂ B. Le 
ouple (C,D) admet un

anté
édent par f s'il existe X ⊂ E tel que X ∩ A = C et X ∩ B = D. Cela sera le 
as pour

tous les 
ouples possibles (C,D) seulement si A ∩B = ∅. En e�et, supposons qu'il existe un

élément x appartenant à la fois à A et à B, et posons C = {x} (qui est bien un sous-ensemble

de A) et D = ∅ (qui est 
ertainement un sous-ensemble de B). Pour trouver un anté
édent X
du 
ouple (C,D), on devrait avoir X∩A = {x}, don
 x ∈ X, mais en même temps X∩B = ∅,
don
 x /∈ X (puisque par hypothèse x ∈ B). C'est manifestement impossible, la 
ondition

A ∩B = ∅ est don
 né
essaire.
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Véri�ons qu'elle est su�sante : si A ∩ B = ∅, un anté
édent du 
ouple (C,D) par f est

simplement X = C ∪ D. En e�et, (C ∪ D) ∩ A = (C ∩ A) ∪ (D ∩ A). Or, C ⊂ A, don

C ∩A = C, et 
omme A ∩B = ∅, on aura a fortiori D ∩A = ∅ puisque D ⊂ B. Finalement,

X ∩ A = C, et on prouve symétriquement que X ∩ B = D. Tout 
ouple admet don
 un

anté
édent par f , qui est bien une appli
ation surje
tive.

3. L'appli
ation f est bije
tive si et seulement siA∪B = E et A∩B = ∅, 
'est-à-dire siB = A. On

a en fait déjà dé
rit la ré
iproque à la question pré
édente : f−1 :

{

P(A) × P(B) → P(E)
(C,D) 7→ (C ∪D)

Exer
i
e 6 (**)

Supposons don
 dans un premier temps que f est inje
tive, et essayons de prouver qu'elle est

surje
tive. Pour 
ela, prenons un élément y ∈ E et essayons de lui trouver un anté
édent. On sait

par hypothèse que f(f(f(y))) = f(y). Les deux éléments f(f(y)) et y ont don
 la même image par

f , 
e qui implique, l'appli
ation étant inje
tive, qu'ils sont égaux, 
'est-à-dire que f(f(y)) = y. On
vient de trouver un élément qui est un anté
édent de y par f : 
'est f(y) ! En e�et, f(f(y)) = y.
L'appli
ation f est don
 surje
tive.

Supposons désormais que l'appli
ation f est surje
tive, et essayons de prouver qu'elle est inje
tive.

Pour 
ela, 
onsidérons deux éléments x et x′ dans E qui ont la même image par f . Comme f est

surje
tive, 
es deux éléments ont des anté
édents, que nous nommerons z et z′, par f . on a don


f(f(z)) = f(x) = f(x′) = f(f(z′)). De même, z et z′ ont des anté
édents w et w′
par f , qui

véri�eront 
ette fois-
i f(f(f(w))) = f(f(f(w′))). mais, d'après l'énon
é, f(f(f(w))) = f(w) et

f(f(f(w′))) = f(w′). On en déduit don
 que f(w) = f(w′), 
'est-à-dire que z = z′. Mais alors on a


ertainement f(z) = f(z′), soit x = x′. On a bien prouvé l'inje
tivité de l'appli
ation.

Dans le 
as où f est bije
tive, on peut 
omposer la relation initiale par f−1
pour obtenir f−1 ◦

f ◦ f ◦ f = f−1 ◦ f , 
'est-à-dire f ◦ f = idE . Cela signi�e que f est alors sa propre ré
iproque (
e qui

dé
oule aussi du 
al
ul e�e
tué dans la première partie de la démonstration, où l'anté
édent trouvé

pour y n'est autre que son image par f ).

Exer
i
e 7 (**)

1. Un exemple su�t à se 
onvain
re : posons f(x) = x2 (ave
 E = F = R) et B = [−1, 1]. On

al
ule alors f−1(B) = [−1, 1], puis f(f−1(B)) = [0, 1], qui est stri
tement in
lus dans B. De

façon générale, prouvons que f(f−1(B)) ⊂ B. Si y ∈ f(f−1(B)), alors ∃x ∈ f−1(B), tel que
y = f(x). Or, par dé�nition, si x ∈ f−1(B), f(x) ∈ B, 
e qui prouve i
i que y ∈ B, et don


l'in
lusion souhaitée.

2. Le problème manifeste sur l'exemple donné 
i-dessus est la présen
e d'éléments dans l'en-

semble B = [−1, 1] n'ayant pas d'anté
édent par f . L'in
lusion sera en fait une égalité si f
est surje
tive. Supposons-le et prouvons l'in
lusion ré
iproque de 
elle prouvée à la première

question. Soit y ∈ B, 
omme f est surje
tive, ∃x ∈ E tel que f(x) = y. Par dé�nition,

x ∈ f−1(B), don
 f(x) ∈ f(f−1(B)), 
e qui revient bien à dire que y ∈ f(f−1(B)).

3. Commençons à nouveau par un exemple ave
 la fon
tion 
arré, en posant A = [0, 1]. On
aura alors f(A) = [0, 1], puis f−1(f(A)) = [−1, 1], ensemble dont A est un sous-ensemble.

Prouvons que 
'est toujours le 
as. Soit x ∈ A, alors f(x) ∈ f(A), don
 x est un anté
édent

d'un élément appartenant à f(A), il appartient par dé�nition à f−1(f(A)).

4. Le problème est i
i la présen
e éventuelle d'autres anté
édents que 
eux appartenant à A aux

éléments de f(A). Il su�t d'imposer l'inje
tivité de f pour ne plus avoir de sou
i : si f est

inje
tive et x ∈ f−1(f(A)), alors x est un anté
édent d'un élément de la forme f(z), ave

z ∈ A. Mais z étant lui-même un anté
édent de f(z), on a né
essairement x = z (puisqu'on

ne peut avoir deux anté
édents di�érents pour une fon
tion inje
tive), don
 x ∈ A.
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Exer
i
e 8 (*)

1. La fon
tion 1A n'est sûrement pas inje
tive puisque, par exemple, 1A(2) = 1A(4) = 1. Par

ontre, elle est surje
tive, 
ar 1 et 0 ont 
ha
un un bon paquet d'anté
édents (tous les nombres

entiers pairs et tous les impairs respe
tivement).

2. La fon
tion 1A n'est pas surje
tive dans deux 
as : si 0 n'a pas d'anté
édent, 
'est-à-dire si

1A est l'appli
ation 
onstante égale à 1 ; et si 1 n'a pas d'anté
édent, 
'est-à-dire si 1A est


onstante égale à 0. Cela revient à dire que A = N ou A = ∅.
3. Véri�ons bêtement à la main : si x ∈ A∩B, alors x ∈ A et x ∈ B, don
 1A(x)×1B(x) = 1×1 =

1. Dans tous les autres 
as, on a soit 1A(x) = 0, soit 1B(x) = 0, don
 1A(x)×1B(x) = 0. Cela
prouve bien que 1A∩B = 1A × 1B. Pour la deuxième égalité, on peut par exemple véri�er au


as pas 
as qu'on a toujours 1A(x)+1B(x) = 1A∪B(x)+1A∩B(x). En e�et, si x appartient aux

deux ensembles, il appartient aussi à la réunion et à l'interse
tion, et on obtient 1+1 = 1+1,

e qui est vrai. S'il n'appartient à au
un des deux, on trouve 0+0 = 0+0. Et s'il appartient à
un seul des deux ensembles, par exemple A, il appartiendra à l'union mais pas à l'interse
tion,

et on aura 
ette fois-
i 1 + 0 = 1+ 0, 
e qui est toujours vrai. L'égalité est don
 bien véri�ée.

4. On peut simplement é
rire 1A = 1 − 1A, 
e qui se démontre sans problème : si x ∈ A, alors
1A(x) = 1 et 1A = 0 = 1− 1, et si x /∈ A, on a 
ette fois-
i 1A(x) = 1 = 1− 0.

5. Puisque A\B = A∩B, on peut é
rire 1A\B = 1A×(1−1B) = 1A−1A1B. Ensuite, en utilisant

la première forme de la di�éren
e symétrique et le fait que A\B et B\A ont une interse
tion

vide, on trouve alors 1A∆B = 1A\B+1B\A = 1A+1B−21A1B. Si on préfère passer par l'autre

forme de la di�éren
e symétrique, 1A∆B = 1A∪B(1−1A∩B) = (1A+1B−1A1B)(1−1A1B) =
1A +1B −1A1B −1

2
A1B −1A1

2
B +1

2
A1

2
B. Comme 1

2
A = 1A et 1

2
B = 1B (élever au 
arré des

1 ou des 0 ne 
hange rien), on retrouve la même formule.

6. Un sous-ensemble étant 
ara
térisé par sa fon
tion indi
atri
e, il su�t de prouver que les

fon
tions indi
atri
es sont les mêmes. En e�et, 1A∆(B∆C) = 1A + 1B∆C − 21A1B∆C =
1A + 1B + 1C − 21B1C − 21A(1B + 1C − 21B1C) = 1A + 1B + 1C − 2(1A1B + 1A1C +
1B1C) + 41A1B1C . L'expression obtenue étant invariante par permutation des ensembles A,
B et C (si on rempla
e A par C et C par A, rien ne 
hange), elle est égale à 
elle qu'on

trouvera pour 1(A∆B)∆C , 
e qui prouve l'asso
iativité.

Exer
i
e 9 (*****)

1. Une appli
ation fort simple su�t à notre bonheur, 
elle qui à un entier naturel n asso
ie son

double 2n. Il est assez évident que f est à valeurs dans l'ensemble des entiers pairs, qu'elle

est inje
tive et surje
tive vers 
et ensemble, don
 bije
tive.

2. Si vous avez bien 
ompris le 
as pré
édent, 
elui-
i parait relativement naturel, mais l'appli-


ation est un peu plus di�
ile à 
onstruire. L'idée est, par exemple, d'envoyer les naturels

pairs sur les entiers positifs, et les impairs sur les négatifs. Une façon de le faire est de poser

f(n) =
n

2
si n est pair, et f(n) = −n+ 1

2
si n est impair. Si n est pair, f(n) > 0, et si n

est impair, f(n) < 0. Comme par ailleurs,

n

2
=

p

2
⇒ n = p, et −n+ 1

2
= −p+ 1

2
⇒ n = p,

l'appli
ation f est inje
tive. Ne reste plus qu'à prouver qu'elle est surje
tive : soit p ∈ Z, si

p > 0, 2p est un anté
édent de p ; si p < 0, −2p− 1 est un anté
édent de p. Finalement, f est

bien bije
tive.

3. Ça se 
omplique de plus en plus, alors plut�t que de vous donner une formule a�reuse pour

la bije
tion, je vais expliquer 
omment ça mar
he et j'espère que vous serez 
onvain
us. L'en-

semble N2
peut être représenté sous forme d'un tableau à deux dimensions, et donner une

bije
tion de N vers 
e tableau revient en fait à numéroter les éléments de 
e tableau (à partir

de 0) en essayant de ne pas en oublier au passage. L'idée est de faire 
ette numérotation
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diagonale par diagonale : on pose f(0) = (0, 0), puis f(1) = (0, 1) et f(2) = (1, 0) (première

diagonale), puis f(3) = (0, 2), f(4) = (1, 1) et f(5) = (2, 0) et
. Le 
ouple (p, q) se trouve

sur la diagonale numéro p + q, il est même le (p + 1)ème élément de la diagonale ave
 la

numérotation 
hoisie, et on a déjà numéroté 1 + 2 + · · · + (p + q) éléments sur les diago-

nales pré
édentes, soit

(p + q)(p + q + 1)

2
éléments. Autrement dit, on a f(n) = (p, q) pour

n =
(p+ q)(p + q + 1)

2
+ p (on 
ommen
e à numéroter à 0, 
e qui explique qu'on ajoute p et

pas p+1 à la �n). On a don
 dé
rit la ré
iproque de la bije
tion f (je laisse les plus 
ourageux

véri�er que 
'est bien une bije
tion).

4. En fait, l'idée est la même que pour N2
puisque Q est � plus petit � que N2

: on peut toujours

représenter un rationnel par un 
ouple d'entiers (le numérateur et le dénominateur de la

fra
tion) sauf qu'on impose en plus que la fra
tion en question ne soit pas simpli�able. Il

su�t don
 de reprendre le prin
ipe de la numérotation pré
édente, mais en sautant tous les


ouples 
orrespondant à des fra
tions déjà numérotées (ainsi, on attribuera un numéro au


ouple (1, 1) mais pas au 
ouple (2, 2), ni à (3, 3) et
.). Trouver une formule expli
ite pour


ette bije
tion est impossible, et justi�er 
orre
tement que ça fon
tionne bien est déli
at. On

se 
ontentera don
 de 
onstater que trouver une appli
ation inje
tive de Q dans Z2
est fa
ile

(on asso
ie à tout élément de Q, mis sous forme irrédu
tible, le numérateur et le dénominateur

de la fra
tion), et qu'en 
omposant 
ette appli
ation ave
 les bije
tions déjà 
onstruites de

Z2
dans N2

et de N2
dans N, on aura une inje
tion de Q dans N, 
e qui est su�sant d'après

le théorème de Cantor-Bernstein démontré à l'exer
i
e suivant.

5. Pour le fait que R n'est pas dénombrable, il faut passer par un raisonnement par l'absurde.

Supposons don
 qu'il existe une bije
tion f qui � numérote � tous les réels. Un réel peut s'é
rire

sous forme dé
imale, ave
 éventuellement une in�nité de 
hi�res après la virgule (
ette é
riture

pose en fait quelques problèmes théoriques que nous allons passer sous silen
e). Notons don
 x1
l'image de 0 par f , qui sera don
 pour nous un nombre dé
imal, x2 l'image de 1, x3 l'image de

2 et
. Construisons désormais un nouveau nombre dé
imal x de la façon suivante : x = 0, . . . ,
en 
hoisissant 
omme première dé
imale un 
hi�re di�érent de la première dé
imale de x1 (on
peut 
ertainement, puisqu'il y a 10 
hi�res possibles pour 
haque dé
imale !), 
omme deuxième

dé
imale un 
hi�re di�érent de la deuxième dé
imale de x2, 
omme troisième dé
imale un


hi�re di�érent de la troisième dé
imale de x3 et
. Un tel nombre x est 
ertainement di�érent

de x1 (ils ont au moins une dé
imale di�érente), de x2, x3, et de tous les xi. Con
lusion, 
e
nombre x n'a pas d'anté
édent par f (il n'apparait nulle part dans notre liste numérotée), qui

ne peut don
 pas être surje
tive, et en
ore moins bije
tive, 
e qui est absurde ! Cet argument

est 
onnu sous le nom de � diagonale de Cantor �.

6. On a vu à l'exer
i
e 3 une bije
tion f de R dans ] − 1, 1[. Il su�t de poser g(x) =
1 + f(x)

2
pour obtenir une bije
tion de R dans ]0, 1[ (je vous laisse 
omprendre pourquoi).

7. Dessinez un demi-
er
le sur une feuille, une droite un peu en-dessous, et pla
ez le 
entre O
du demi-
er
le. On 
onsidère ensuite l'appli
ation suivante : à un point P du demi-
er
le, on

asso
ie le point de la droite qui est sur la droite (OP ). Il n'est pas très dur de se 
onvain
re

que 
ette appli
ation est bije
tive (en ex
luant les deux points extrêmes du demi-
er
le).

Exer
i
e 10 : théorème de Cantor-Bernstein (****)

1. Pro
édons par l'absurde et supposons qu'un élément y (on est dans l'ensemble Y ) appartienne

à la fois à Ai et à Aj , pour des valeurs distin
tes de i et de j (par exemple i < j). Si i = 0,
y ∈ Y \f(X), don
 Y /∈ f(X). Or, si 
e même y appartient à Aj = ϕ(Aj−1) (puisque j > 0),
on a don
 y ∈ f ◦ g(Ai−1), qui est 
ertainement in
lus dans f(X). Ce n'est pas possible.

Le 
as général est similaire : on a d'un 
�té y ∈ Ai, don
 y = ϕi(α), ave
 α ∈ A0 (par


onstru
tion des ensembles Ai), et d'autre part y = ϕj(β), ave
 β ∈ A0 également. Mais
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alors ϕi(ϕj−i(β)) = y = ϕi(α). Or, l'appli
ation ϕ est inje
tive (
'est la 
omposée de deux

inje
tions) don
 ϕi
aussi. On peut alors a�rmer que α = ϕj−i(β), ou si l'on préfère que

α ∈ A0∩Aj−i. D'après 
e qui pré
ède, 
'est impossible. Les ensembles sont don
 tous disjoints.

2. Soit y ∈ A, il existe don
 un entier n pour lequel y ∈ An, alors ϕ(y) ∈ An+1 ⊂ A, don

ϕ(A) ⊂ A.

3. Comme f(B) = ϕ(A), f(B) ⊂ A d'après 
e qui pré
ède. Par ailleurs, g(Ai) ⊂ B, don


ϕ(Ai) ⊂ f(B), soit Ai+1 ⊂ B. Cela signi�e que tous les ensembles Ai à l'ex
eption de A0 sont

in
lus dans f(B), qui 
ontient don
 A\A0. Reste à prouver qu'un élément de A0 ne peut pas

appartenir à f(B). C'est en fait évident pusique dans le 
as 
ontraire il serait dans f(X). On
a bien f(B) = 1\A0.

Par 
onstru
tion, tout élément de B est image d'un élément de A par g, la �n de la question

est don
 triviale (l'uni
ité dé
oulant de l'inje
tivité de g).

4. L'appli
ation h est bien dé�nie. Sa restri
tion à B est inje
tive par 
onstru
tion (si g−1(x) =
g−1(x′), alors x = x′ en appliquant g). Sa restri
tion à C est également inje
tive puisqu'elle


oïn
ide ave
 f . Reste à véri�er qu'un élément x de B et un élément x′ de C ne peuvent pas

avoir la même image par h. En e�et, h(x) = g−1(x) ∈ A d'après la question pré
édente, et

h(x′) = f(x′) /∈ A puisque A est le 
omplémentaire de f(X) dans Y . L'appli
ation h est don


inje
tive. Elle est également surje
tive : tout élément y de A admet un anté
édent dans B
(il s'agit de g(y)), et tout élément y′ dans Y \A appartient par dé�nition à f(X) don
 admet

un anté
édent x par f dans X. Cet anté
édent ne peut appartenir à B puisque f(B) ⊂ A, il
appartient don
 à C et 
onstitue un anté
édent de y′ par h. Finalement, l'appli
ation h est

bije
tive de X dans Y .

Exer
i
e 11 (*)

Il faut véri�er les trois propriétés 
ara
téristiques :

• x+ x est toujours un entier pair, don
 la relation est ré�exive.

• si x+ y est pair, y + x aussi, don
 la relation est symétrique.

• si x+ y et y + z sont pairs, alors leur somme x+ 2y + z aussi, et 2y étant pair, x+ z le sera

également, don
 la relation est transitive.

La relation est bien une relation d'équivalen
e. Comme toutes les sommes de deux entiers pairs ou

de deux entiers impairs sont paires, il n'y en fait que deux 
lasses d'équivalen
e : l'une est 
onsituée

de tous les entiers pairs, l'autre de tous les entiers impairs.

Exer
i
e 12 (**)

Là en
ore, on véri�e les trois propriétés :

• x2 − x2 = x− x = 0, don
 la relation est ré�exive.

• si x2 − y2 = x− y alors y2 − x2 = y − x (il su�t de 
hanger les signes des deux 
�tés), don


la relation est symétrique.

• si x2−y2 = x−y et y2−z2 = y−z, alors en additionnant les deux équations, x2−z2 = x−z,

e qui prouve la transitivité.

La relation est don
 une relation d'équivalen
e. Une fois x �xé, l'équation x2 − y2 = x − y peut

s'é
rire (x − y)(x + y) = x − y, 
e qui se produit si x − y = 0 ou x + y = 1, 
'est-à-dire si y = x

(normal) ou bien y = 1 − x. Il y a un 
as parti
ulier, 
elui du réel x =
1

2
qui est tout seul dans sa


lasse d'équivalen
e. Toutes les autres 
lasses d'équivalen
e sont 
onstituées de deux éléments, par

exemple la 
lasse de 0 est {0, 1}, ou la 
lasse de 5 est {5,−4}.
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Exer
i
e 13 (**)

1. Comme d'habitude, trois 
hoses à véri�er :

• la re�exivité est évidente : ∀x ∈ R, x3 − x3 = 3(x− x) = 0.
• la symétrie est en
ore plus évidente, si on inverse le r�le de x et de y, on 
hange le signe

des deux membres de l'égalité, 
e qui donne une égalité équivalente.

• la transitivité est à peine moins évidente : si x3 − y3 = 3(x− y) et y3 − z3 = 3(y− z), une
simple addition des deux équations donne x3 − z3 = 3(x− z).

Tout va bien, R est une relation d'équivalen
e.

2. Fixons don
 la valeur de x, on doit déterminer les valeurs de y telles que xRy, 
'est-à-dire
les réels solutions de l'équation du troisième degré y3 − 3y + 3x − x3 = 0. Cette équation

admet toujours pour solution y = x (
'est normal, x doit appartenir à sa propre 
lasse

d'équivalen
e), on peut don
 tout fa
toriser par y − x : (y − x)(x2 + xy + y2)− 3(y − x) = 0,
soit (y − x)(y2 + xy + x2 − 3) = 0. Reste à déterminer les solutions éventuelles de l'équation

du se
ond degré y2 + xy + x2 − 3 = 0 (i
i, la variable est bien y), de dis
riminant ∆ =
x2 − 4(x2 − 3) = 12− 3x2 = 3(4 − x2). Distinguons quelques 
as :

• si x > 2 ou x < −2, le dis
riminant est stri
tement négatif, au
une solution réelle, et don


au
un autre élément que x dans la 
lasse d'équivalen
e, qui est réduite à un seul élément.

• si x = 2, l'équation y2 + 2y + 1 = 0 admet pour seule solution y = −1, don
 la 
lasse

d'équivalen
e {−1, 2} 
ontient deux éléments.

• si x = −2, l'équation y2 − 2x + 1 = 0 admet pour seule solution y = 1, don
 la 
lasse

d'équivalen
e {−2, 1} 
ontient deux éléments.

• si x ∈] − 2, 2[, l'équation du se
ond degré admet deux ra
ines y1 =
−x+

√

3(4− x2)

2
et

y2 =
−x−

√

3(4 − x2)

2
. On a don
 a priori trois éléments dans notre 
lasse d'équivalen
e,

sauf évidemment si par malheur l'une des deux solutions qu'on vient d'é
rire est égale à

x. Ce sera le 
as seulement si 3x = ±
√

3(4− x2), 
e qui implique 9x2 = 3(4 − x2), don

x2 = 1. Ce qui tombe rudement bien, puisque les deux 
as x = 1 et x = −1 ont déjà été

vus (
e sont les 
lasses d'équivalen
e à deux éléments 
ontenant également 2 et −2). On
aura don
 trois éléments dans la 
lasse de x si et seulement si x ∈]− 2, 2[\{−1, 1}.

Exer
i
e 14 (***)

1. La relation de parallélisme est ré�exive (une droite est parallèle à elle-même), et transitive

(si d et d′ d'un 
oté, et d′ et d′′ de l'autre sont parallèles, alors d et d′′ sont parallèles),

mais pas antisymétrique. Au 
ontraire, la relation est symétrique : si d est parallèle à d′,
alors d′ est automatiquement parallèle à d. La relation de parallélisme est en fait une relation

d'équivalen
e.

2. La relation d'in
lusion est ré�exive, transitive (si E ⊂ F et F ⊂ G, alors E ⊂ G), et

antisymétrique puisque E ⊂ F et F ⊂ E implique bien E = F . Il s'agit don
 d'une relation

d'ordre, qui n'est pas le moins du monde totale (par exemple, si E = [0, 1] et F = [2, 3], on
n'a ni E ⊂ F ni F ⊂ E). Le plus grand élément pour 
ette relation est R, le plus petit est ∅.

3. La relation R est sûrement ré�exive puisque aa 6 aa. Elle n'est par 
ontre pas transitive :

par exemple 7R2 puisque 72 = 49 < 27 = 128 ; 2R3 puisque 23 = 8 < 32 = 9, mais on n'a pas

37 < 73 (en e�et, 37 = 2 187 et 73 = 343). Elle n'est pas non plus antisymétrique : 2R4 et 4R2
sont tous les deux véri�és puisque 24 = 16 = 42. Il y a un plus petit élément tout de même

pour 
ette relation puisque 1Rb est véri�é quel que soit l'entier b. Il y a également un plus

grand élément qui est 3 (
f plus bas). Si on enlève les 
as parti
uliers 1 et 2, on peut en fait

prouver que la relation R 
oïn
ide ave
 la relation > (et qu'il s'agit don
 d'une relation d'ordre
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dont le plus grand élément est toujours 3 mais qui ne possède plus de plus petit élément). En

e�et, aRb est équivalent à b ln(a) 6 a ln(b). Si on pose fa(x) = a ln(x) − x ln(a), la fon
tion

a pour dérivée

a

x
− ln(a), qui s'annule en x =

a

ln(a)
. La fon
tion est don
 
roissante puis

dé
roissante. Or, elle s'annule 
ertainement en x = a, ave
 a >
a

ln(a)
puisque a est supposé

supérieur à 3. On a don
 fa(x) < 0 si x > a, et en parti
ulier bRa si b > a. Sur l'intervalle
[3, a], la fon
tion fa est 
roissante puis dé
roissante, reste à véri�er le signe de fa(3). Or,
fa(3) = a ln(3) − 3 ln(a) = −f3(a), don
 on vient d'expliquer que 
'était né
essairement

positif si a > 3. La fon
tion fa est don
 positive sur [3, a], et 
ela prouve que aRb si b 6 a.
Notre relation est don
 bien une relation d'ordre total (assez élémentaire qui plus est !).

4. La relation R est 
ertainement ré�exive, transitive (si f(x) 6 g(x) 6 h(x) pour tout réel alors
f(x) 6 h(x)), mais également antisymétrique (en e�et si f(x) 6 g(x) et g(x) 6 f(x), alors
f(x) = g(x) et 
ette relation est vraie pour tous les réels). C'est don
 une relation d'ordre. Ce

n'est pas du tout une relation d'ordre total, si on prend par exemple f(x) = x et g(x) = −x,
on ne peut pas les 
omparer à l'aide de la relation R (si x < 0, f(x) < g(x), mais si x > 0,
g(x) < f(x)). Il n'y a pas non plus de plus grand élément (une fon
tion ne peut pas être

supérieure à toutes les fon
tions 
onstantes, en
ore moins à toutes les fon
tions tout 
ourt)

ni de plus petit élément.

5. La relation R est ré�exive (puisque |0| 6 0), mais aussi transitive (si |x′ − x| 6 y′ − y et

|x′′−x′| 6 y′′−y′, alors par inégalité triangulaire |x′′−x| 6 |x′′−x′|+|x′−x| 6 y′′−y′+y′−y 6

y′′ − y) et antisymétrique : si |x′ − x| 6 y′ − y et |x− x′| 6 y − y′, alors on a né
essairement

y − y′ = 0 (sinon l'un des deux membres de droite des inégalités pré
édentes est stri
tement

négatif, et une valeur absolue ne peut pas lui être inférieure !), puis |x− x′| = 0, soit x = x′.
Les deux 
ouples 
oïn
ident don
. La relation d'ordre n'est pas totale, par exemple (0, 0) et
(1, 0) ne sont pas 
omparables puisqu'on a alors y− y′ = y′− y = 0, mais |x−x′| = 1. Il n'y a

pas de plus grand ni de plus petit élément pour R (pour un 
ouple �xé, on peut par exemple

toujours trouver un autre 
ouple tel que y− y′ < 0 qui ne peut don
 pas être plus grand). Un

plus grand élément pour le disque trigonométrique serait né
essairement le point du disque

ayant la plus grande ordonnée (pour que le membre de droite dans la relation R ne soit jamais

stri
tement négatif, sinon on ne peut plus 
omparer ave
 un autre élément du disque), à savoir

le point (0, 1). Mais 
e point n'est pas plus grand que tous les autres du disque trigo, par

exemple (0.6, 0.6) est un point du disque trigonométrique, mais |0.6 − 0| > 1− 0.6. On peut

par 
ontre trouver une borne supérieure, en l'o

uren
e le 
ouple (0,
√
2).

Exer
i
e 15 (**)

1. On véri�e les trois propriétés fondamentales :

• (n, p)R(n, p) est évident don
 la relation est ré�exive.

• si (n, p)R(n′, p′) et (n′, p′)R(n, p), alors n 6 n′ 6 n et p 6 p′ 6 p, don
 n = n′
et p = p′,


e qui prouve l'antisymétrie.

• la transitivité est totalement évidente également : si n 6 n′
, p 6 p′ et n′ 6 n′′

, p 6 p′′,
alors n 6 n′′

et p 6 p′′.

L'ordre n'est du tout total, il est par exemple impossible de 
omparer les 
ouples (1, 2) et

(2, 1).

2. Oui, (0, 0) est un minimum évident dans N2
. Il n'y a par 
ontre pas de plus grand élément,

qui devrait être plus grand que tout 
ouple de la forme (n, n), ave
 n ∈ N, 
e qui implique

que 
ha
un des deux éléments du 
ouple soit � in�ni �.

3. I
i, oui, (1, 1) est un élément minimal (et a fortiori une borne inférieure). Par 
ontre, pas

d'élément maximal, il n'y a au
un élément dans l'ensemble qui soit à la fois � supérieur � à
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(5, 2) (
e qui implique une valeur de n au moins égale à 5) et à (4, 5) (valeur de p au moins

égale à 5. Il est par 
ontre fa
ile de prouver que (5, 5) est la borne supérieure de A : tout

majorant de A doit véri�er n > 5 et p > 5 d'après les remarques pré
édentes, et sera don


� supérieur � à (5, 5), qui est par ailleurs un majorant évident de A.

4. Pas de plus petit élément pour B : il 
ontient les deux 
ouples (11, 0) et (0, 11), un plus

petit élément devrait être � inférieur � à 
es deux 
ouples, et seul le 
ouple (0, 0) l'est (et il
n'appartient évidemment pas à B). D'ailleurs, (0, 0) est don
 le seul minorant de B, et don
 la

borne inférieure de l'ensemble. C'est le même prin
ipe de l'autre 
�té, pas de maximum 
ar B

ontient (19, 0) et (0, 19), 
e qui implique qu'un majorant (n, p) véri�e n > 19 et p > 19 et ne

peut don
 appartenir à B (on aura n+p > 38). Là en
ore, fa
ile de se 
onvain
re que (19, 19)
est la borne supérieure de B, il ne peut pas y avoir de plus petit majorant de l'ensemble B.

5. Supposons don
 qu'un sous-ensemble C ⊂ N2
soit majoré par le 
ouple (a, b), alors tous les


ouples (n, p) appartenant à C véri�ent n 6 a et p 6 b. En parti
ulier, l'ensemble des valeurs

prises par n lorsque (n, p) par
ourt C est majoré, don
 �ni (on est dans N), et admet don


un plus grand élément n0. De même, l'ensemble des valeurs prises par p admet un maximum

p0. Le 
ouple (n0, p0) est alors un majorant de C et 
'est né
essairement le plus petit, il s'agit

don
 de sa borne supérieure. L'énon
é proposé est don
 vrai.

Exer
i
e 16 (**)

Tout nombre de la forme

a

b
+

b

a
est également de la forme x +

1

x
, ave
 x > 0 (en posant bien

entendu x =
a

b
). Posons don
 f : x 7→ x +

1

x
et étudions 
ette fon
tion sur l'intervalle ]0,+∞[.

La fon
tion f est 
ontinue et dérivable, et ∀x > 0, f ′(x) = 1 − 1

x2
=

x2 − 1

x2
. Cette dérivée est

stri
tement négative sur ]0, 1[ et stri
tement positive sur ]1,+∞[. La fon
tion f admet don
 un

minimum en 1, de valeur f(1) = 2. Inutile de 
al
uler les limites de la fon
tion, on a déjà largement

assez d'informations : tous les nombres de l'ensemble dont on 
her
he à 
al
uler la borne inférieure

sont supérieurs ou égaux à 2. Or, l'ensemble 
ontient la valeur 2 (il su�t de poser a = b = 1 par

exemple), qui est don
 non seulement la borne inférieure, mais même le minimum de notre ensemble.

Exer
i
e 17 (**)

L'ensemble A étant borné, il existe un 
ouple de réels (m,M) tels que, ∀x ∈ A, m 6 x 6 M . On

en déduit que, ∀(x, y) ∈ A2
, on auram 6 y 6 M , et −M 6 −x 6 −m, don
m−M 6 y−x 6 M−m.

On en déduit que |y− x| 6 |M −m|, autrement dit que l'ensemble dont δ(A) est 
ensé être la borne

supérieure est un sous-ensemble majoré de R+
. Cet ensemble est par ailleurs non vide : A étant

supposé non vide, il 
ontient un élément x, et |xx| = 0 appartient don
 à notre ensemble, qui admet

une borne supérieure 
omme sous-ensemble non vide et majoré de R.

On a déjà signalé plus haut que |y−x| 6 |M −m| pour tout 
ouple (x, y) ∈ A2
, et tout majorant

M , tout minorant m de l'ensemble A. En parti
ulier, on a don
 toujours |y−x| 6 | sup(A)−inf(A)| =
sup(A)−inf(A) (la borne supérieure est toujours plus grande que la borne inférieure, la valeur absolue
est don
 super�ue). Le réel sup(A) − inf(A) est un majorant de notre ensemble de distan
es, don


il est plus grand que sa borne supérieure (qui est par dé�nition le plus petit majorant), 
e qui

prouve que δ(A) 6 sup(A) − inf(A). Reste à prouver l'inégalité dans l'autre sens, 
e qui né
essite

un peu de te
hnique. Posons ε > 0, par 
ara
térisation de la borne supérieur, il existe un élément

y ∈ E tel que sup(A)− ε

2
6 x 6 sup(A) (la division par 2 est tout à fait volontaire, de toute façon

ε

2
est un réel stri
tement positif 
omme un autre). De même, il existe un élément x ∈ E tel que

inf(A) 6 x 6 inf(A)+
ε

2
. En 
ombinant les deux en
adrements, on trouve y−x > sup(A)−inf(A)−ε,
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e qui implique que δ(A) > sup(A) − inf(A) − ε (en tant que majorant, δ(A) doit être plus grand

que tout nombre de la forme y − x, ave
 (x, y) ∈ A2
). Comme 
ette inégalité doit être vraie pour

tout réel stri
tement positif ε, elle implique en fait que δ(A) > sup(A) − inf(A), 
e qui a
hève la

démonstration.

Exer
i
e 18 (*)

1. Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = 25 − 4 × 6 = 1, don
 admet deux ra
ines réelles x1 =
5 + 1

2
= 3, et x2 =

5− 1

2
= 2, don
 S = {2, 3}.

2. On 
onstate que 1 est ra
ine de 
e polynome puisque 2−4+3−1 = 0. On peut don
 fa
toriser

par x− 1 : (2x3 − 4x2 +3x− 1) = (x− 1)(ax2 + bx+ c) = ax3 + (b− a)x2 + (c− b)x− c. Par
identi�
ation, on obtient a = 2, b = −2 et c = 1, don
 2x3−4x2+3x−1 = (x−1)(2x2−2x+1).
Cher
hons les ra
ines de 
e dernier trinome, qui a pour dis
riminant ∆ = 4− 8 = −4. Il n'y
a don
 pas de ra
ines réelles, et 
on
ernant l'équation initiale, S = {1}.

3. Posons X =
√
x (en notant au passage que l'équation ne peut avoir de sens que si x > 0

et X > 0). L'équation devient alors X2 = X + 2, soit X2 − X − 2 = 0. Ce trinome a pour

dis
riminant ∆ = 1 − 4 × (−2) = 9, et admet don
 deux ra
ines réelles X1 =
1 + 3

2
= 2 et

X2 =
1− 3

2
= −1. Cette dernière solution est à ex
lure. Comme on a, par dé�nition de X,

x = X2
, on obtient don
 S = {4}.

4. x3 + 5x2 6 6x ⇔ x(x2 + 5x − 6) 6 0. Dans le but de faire un tableau de signe, 
her
hons

les ra
ines de la parenthèse, qui a pour dis
riminant ∆ = 25 + 4 × 6 = 49, don
 admet deux

ra
ines réelles x1 +
−5− 7

2
= −6 et x2 =

−5 + 7

2
= 1. On en déduit le tableau de signes

suivant :

x −6 0 1

x − − 0 + +

x2 + 5x− 6 + 0 − − 0 +

x3 + 5x2 − 6 − 0 + 0 − 0 +

On en 
on
lut que S =]−∞,−6] ∪ [0, 1[

5.

2x− 3

x2 − 4
< 1 ⇔ 2x− 3− (x2 − 4)

x2 − 4
< 0 ⇔ x2 − 2x− 1

x2 − 4
> 0. Le dénominateur a pour ra
ines

−2 et 2. Quant au numérateur, il a pour dis
riminant ∆ = 4 + 4 = 8, et admet deux ra
ines

réelles x1 =
2−

√
8

2
= 1−

√
2 et x2 =

2 +
√
8

2
= 1 +

√
2. D'où le tableau de signes suivant :

x −2 1−
√
2 2 1 +

√
2

x2 − 2x− 1 + + 0 − − 0 +

x2 − 4 + 0 − − 0 + +
x2−2x−1
x2−4 + − 0 + − 0 +

Con
lusion : S =]−∞,−2[∪]1 −
√
2, 2[∪]1 +

√
2,+∞[.

6. Commençons par 
onstater que l'équation n'est pas une équation du se
ond degré si m = 1.
Elle se résume alors à 2x+2 = 0, qui a pour unique solution x = −1. Dans le 
as généralm 6= 1,
on peut 
al
uler le dis
riminant de l'équation :∆ = 4(m−2)2−4(m−1)(m+1) = 4(m2−4m+

4−m2+1) = 4(5−4m). Si 5−4m > 0, soit m <
5

4
(en ex
luant bien sûr le 
as m = 1), notre

équation admet deux solutions réelles x1 =
2(m− 2)− 2

√
5− 4m

2(m− 1)
=

m− 2−
√
5− 4m

m− 1
, et
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x2 =
m− 2 +

√
5− 4m

m− 1
. Dans le 
as où m >

5

4
, le dis
riminant est stri
tement négatif,

et on a 
ette fois-
i deux solutions 
omplexes 
onjuguées z1 =
m− 2− i

√
4m− 5

m− 1
et z2 =

m− 2 + i
√
4m− 5

m− 1
. En�n, dans le 
as où m =

5

4
, l'équation admet une solution unique

x0 =
2(m− 2)

2(m− 1)
=

5
4 − 2
5
4 − 1

= −3.

Exer
i
e 19 (**)

Pour 
haque inégalité, le plus simple est de 
al
uler la di�éren
e des deux membres et de détermi-

ner son signe. Par exemple, y−m = y− x+ y

2
=

y − x

2
> 0 puisqu'on a supposé x 6 y, 
e qui prouve

que m 6 y. De même, h−x =
2xy

x+ y
−x =

2xy − x2 − xy

x+ y
=

x(y − x)

x+ y
> 0, 
e qui prouve que x 6 h.

Cal
ulons maintenant m − g =
x+ y

2
− √

xy =
x− 2

√
xy + y

2
=

(
√
x−√

y)2

2
> 0, don
 g 6 m.

En�n, il nous reste à étudier g − h =
√
xy − 2xy

x+ y
=

√
xy(x+ y − 2

√
xy)

x+ y
=

√
xy(

√
x−√

y)2

x+ y
> 0,

et notre dernière inégalité est bien prouvée.

Exer
i
e 20 (**)

• Comme 2 6 2x 6 8 et −15 6 −3y 6 −6, on obtient −12 6 2x− 3y + 1 6 3.
• Comme 1 6 x 6 4 et −1 6 y − 3 6 2, on obtient −4 6 x(y − 3) 6 8 (séparez les 
as

suivant le signe de y si vous n'êtes pas sûrs de vous pour 
e genre de 
as). On aurait aussi

pu dire que x(y − 3) = xy − 3x, or 2 6 xy 6 20 et −12 6 −3x 6 −4, mais on obtient alors

−10 6 x(y − 3) 6 16, 
e qui est un en
adrement nettement moins pré
is que le pré
édent.

• Comme −3 < z < 3 ; −3

2
<

z

2
<

3

2
.

• Comme 3 6 3x 6 12 et

1

6
6

1

y + 1
6

1

3
, on obtient

1

2
6

3x

y + 1
6 4.

• Comme −5 < z − 2 < 1, on obtient

1

z − 2
< −1

5
ou

1

z − 2
> 1 (on est obligés de distinguer

deux 
as suivant le signe de z).
• On peut bien sûr en
adrer x2 − 4x + 4 terme par terme (
e qui donne �nalement −11 6

x2 − 4x+4 6 16), mais il est beau
oup plus e�
a
e de 
onstater que x2 − 4x+4 = (x− 2)2.
Comme −1 6 x− 2 6 2, on a alors 0 6 x2 − 4x+ 4 6 4.

• Comme

1

4
6

1

y − 1
6 1 et −7 < z − 4 < −1 ⇒ −28 < x(z − 1) < −1, on obtient −28 <

x(z − 4)

y − 1
< −1

4
.

• On a 2 6 xy 6 20, don

√
2 6

√
xy 6 2

√
5, et −1 < 2 − z < 5, don
 −3e5 < −3e2−z < −3

e
,

d'où �nalement

√
2− 3e5 <

√
xy − 3e2−z < 2

√
5− 3

e
.

Exer
i
e 21 (**)

1. Tous les membres de l'en
adrement sont positifs, on peut don
 élever au 
arré pour les 
om-

parer de façon équivalente. Ainsi,

√
x+ y 6

√
x +

√
y ⇔ x + y 6 x + 2

√
xy + y, 
e qui est

vrai de façon évidente. Même méthode pour l'inégalité de droite :

√
x+

√
y 6

√
2
√
x+ y ⇔
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x + 2
√
xy + y 6 2(x + y) ⇔ x + y − 2

√
xy > 0. Or, 
ette dernière inégalité est vrai 
ar on

re
onnait une identité remarquable : x+ y − 2
√
xy = (

√
x+

√
y)2 > 0.

2. Supposons don
 x > y, et posons X = x − y, alors en appliquant l'inégalité de gau
he de

l'en
adrement pré
édent à X et à y (qui sont bien des réels positifs),

√
X + y 6

√
X+

√
y, soit√

x 6
√
x− y +

√
y. Il su�t de passer le

√
y à gau
he pour obtenir la majoration souhaitée.

3. On reprend l'inégalité de droite de la première question :

√
x +

√
y 6

√
2
√
x+ y. De même,

on aura

√
x +

√
z 6

√
2
√
x+ z et

√
y +

√
z 6

√
2
√
y + z. On ajoute 
es trois inégalités :

2(
√
x+

√
y +

√
z) 6

√
2(
√
x+ y +

√
x+ z +

√
y + z). Il ne reste plus qu'à simpli�er par 2 et

à développer à droite pour obtenir la majoration de l'énon
é.

4. C'est une 
onséquen
e dire
te de la question pré
édente en posant x = a+ b− c, y = b+ c−a

et z = c + a − b. En e�et, on aura alors

x+ y

2
=

a+ b− c+ b+ c− a

2
= b, et de même

x+ z

2
= a et

y + z

2
= c. Il faut tout de même aussi pré
iser que les trois nombres a + b− c,

b+ c− a et c+ a− b sont tous positifs, mais 
'est évident (la somme des longueurs de deux


�tés d'un triangle est toujours supérieure ou égale à 
elle du troisième 
�té).

Exer
i
e 22 (* à **)

1. |x− 3| > 5 signi�e que x− 3 > 5 ou x− 3 6 −5, d'où S =]−∞,−2] ∪ [8,+∞[.

2. |2x − 4| = |3x + 2| ↔ 2x − 4 = 3x + 2 ou 2x − 4 = −3x − 2 soit −x = 6 ou 5x = 2, et

S =

{

−6,
2

5

}

3. |x2 − 8x + 11| = 4 revient à dire que x2 − 8x + 11 = 4 ou x2 − 8x + 11 = −4. Il ne reste

plus qu'à résoudre 
es deux équations du se
ond degré. La première a pour dis
riminant ∆ =

64−4×7 = 36, et admet deux ra
ines réelles x1 =
8− 6

2
= 1 et x2 =

8 + 6

2
= 7. La deuxième

a pour dis
riminant ∆ = 64 − 4 × 15 = 4, et admet deux ra
ines réelles x3 =
8− 2

2
= 3 et

x4 =
8 + 2

2
= 5. Finalement, S = {1, 3, 5, 7}.

4. Pas besoin de se fatiguer pour 
elle-là, le membre de gau
he étant manifestement positif (
'et

une somme de deux valeurs absolues), il ne sera jamais stri
tement inférieur à −2, don
 S = ∅.
5. Il n'y a pas de méthode �able pour s'en sortir par le 
al
ul, le mieux est don
 d'é
rire l'in-

équation sous la forme |x−2|− |4x+2| > 0, et de faire un � tableau de signes �pour simpli�er

le membre de gau
he :

x −∞ −1

2
2 +∞

|x− 2| −x+ 2 −x+ 2 0 x− 2

|4x+ 2| −4x− 2 0 4x+ 2 4x+ 2

|x− 2| − |4x+ 2| 3x+ 4 −5x −3x− 4

Comme 3x+4 > 0 ⇔ x > −4

3
, les réels de l'intervalle

[

−4

3
,−1

2

]

sont solutions de l'équation

initiale (on ne garde bien sûr que les valeurs de x appartenant à l'intervalle sur lequel l'ex-

pression 3x + 4 est valide). De même, on a −5x > 0 ⇔ x 6 0, don
 l'intervalle

[

−1

2
, 0

]

est

aussi solution. En�n, −3x−4 > 0 ⇔ x 6 −4

3
, 
e qui n'ajoute pas de solutions. En regroupant

le tout, on obtient don
 S =

[

−4

3
, 0

]

.

6. I
i, di�
ile d'être tenté de faire quoi que 
e soit d'autre qu'un tableau :
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x −∞ 3

2
3 7 +∞

|2x− 3| −2x+ 3 0 2x− 3 2x− 3 2x− 3

|3− x| 3− x 3− x 0 −3 + x −3 + x

|x− 7| −x+ 7 −x+ 7 −x+ 7 0 x− 7

|2x− 3|+ |3− x| − |x− 7| −2x− 1 2x− 7 4x− 13 2x+ 1

Ne reste plus qu'à résoudre pas moins de quatre équations, et à véri�er si les solutions obtenues

appartiennent au bon intervalle à 
haque fois : −2x− 1 = 2 ⇔ x = −3

2
, solution a

eptable ;

2x − 7 = 2 ⇔ x =
9

2
, solution rejetée ; 4x − 13 = 2 ⇔ x =

15

4
, solution a

eptable ;

2x+ 1 = 2 ⇔ x =
1

2
, solution rejetée. Bilan : S =

{

−3

2
,
15

4

}

.

7. |ex − 3| < 1 ⇔ −1 < ex − 3 < 1 ⇔ 2 < ex < 4 ⇔ ln 2 < x < ln 4, don
 S =] ln 2, ln 4[.

8. On peut 
ommen
er par 
onstater que le se
ond membre doit être positif pour que l'équation

puisse avoir une solution, et don
 résoudre uniquement sur [5,+∞[. On a alors, en élevant au


arré (tout est positif) |x2 − 1| = (x − 5)2, soit x2 − 1 = x2 − 10x + 25 (la valeur absolue à

gau
he est super�ue, 
e qui est à l'intérieur est positif sur notre intervalle d'étude). Reste la

très simple équation 10x = 26, dont la solution n'appartient pas à notre intervalle d'étude,

d'où S = ∅.

Exer
i
e 23 (**)

Pour 
ontourner le problème, élevons au 
arré l'égalité qui nous est donnée dans l'énon
é :

(

√

a

b
+

√

b

a

)2

=
a

b
+2+

b

a
= (

√
5)2 = 5, don


a

b
+

b

a
= 3. Élevons maintenant au 
arré l'expression

qu'on nous demande de 
al
uler (ave
 ou sans valeur absolue, ça ne 
hange rien) :

(

√

a

b
−
√

b

a

)2

=

a

b
− 2 +

b

a
= 1 en exploitant le 
al
ul pré
édent. Notre nombre a don
 un 
arré égal à 1, et il est

positif (
'est une valeur absolue), il vaut for
ément 1.

Exer
i
e 24 (* à ***)

1. La fon
tion x 7→ 2x − 1 est toujours 
roissante, et s'annule en

1

2
. De là, il est aisé d'obtenir

le tableau de variations de f , ainsi que sa 
ourbe :

x −∞ 1

2
+∞

f
❅
❅
❅❘−4

�✒
�

�
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0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−2

−3

−4

−5

2. On 
ommen
e par étudier variations et signe de 
e qui se trouve à l'intérieur de la valeur

absolue. Le trinome a pour dis
riminant ∆ = 9 − 8 = 1, et admet deux ra
ines réelles

x1 =
3 + 1

2
= 2 et x2 =

3− 1

2
= 1. De plus, x2 − 3x+2 a pour dérivée 2x− 3, et admet don


un minimum en x =
3

2
, de valeur

9

4
− 9

2
+ 2 = −1

4
. On en déduit le tableau et la 
ourbe :

x −∞ 1
3

2
2 +∞

f
❅
❅
❅❘
0

✟✯✟✟

1

4❍❍❍❥
0

�✒
�

�

0 1 2 3 4−1−2

0

1

2

3

4

3. La fon
tion f est dé�nie sur R, mais il vaut mieux essayer de l'exprimer de di�érentes façons

selon la valeur de x. Si x > 3, on a f(x) =
1

2
x +

1

3

√
x2 − 9, et la fon
tion est 
roissante

sur [3,+∞[ en tant que somme de deux fon
tion 
roissantes. Sur les deux autres intervalles

à étudier, les 
al
uls vont être un tout petit peu plus pénibles... Començons par exemple
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par [−3, 3], intervalle sur lequel f(x) =
1

2
x +

1

3

√
9− x2. On a sur 
et intervalle f ′(x) =

1

2
+
1

3

−2x

2
√
9− x2

=
3
√
9− x2 − 2x

6
√
9− x2

. Cette dérivée est positive sur [−3, 0], mais s'annule lorsque

x > 0 et 3
√
9− x2 = 2x, soit (en passant tout au 
arré) 9(9 − x2) = 4x2, ou en
ore 81 =

13x2. La fon
tion f est don
 
roissante sur

[

−3,

√

81

13

]

, et dé
roissante sur

[

√

81

13
, 3

]

(pour

information, la valeur un peu bizarre vaut environ 2, 5). Ne reste plus qu'à s'o

uper de

l'intervalle ] − ∞,−3], où la fon
tion est égale à

1

2
x +

1

3

√
x2 − 9. Un 
al
ul extrêmement

similaire au pré
édent montre que la dérivée s'annule lorsque 3
√
x2 − 9 = −2x, soit 9(x2 −

9) = 4x2. On obtient don
 un autre minimum lo
al pour x = −
√

81

5
(un peu avant −4).

On peut même, ave
 un peu de motivation, 
al
uler les valeurs de nos maxima lo
aux :

f

(

− 9√
5

)

= − 9

2
√
5
+

1

3

√

81

5
= − 9

2
√
5
+

6

3
√
5

= − 5

2
√
5

= −
√
5

2
≃ −1, 12. De même, on

obtient f

(

9√
13

)

=

√
13

2
≃ 1, 8 Voi
i don
 le magni�que tableau de variations et la non

moins superbe 
ourbe représentative de la fon
tion f :

x −∞ − 9√
5

−3
9√
13

3 +∞

f
✟✯✟✟

−
√
5

2 ❍❍❍❥−3

2

�✒
�

�

√
13

2 ❍❍❍❥3

2

✟✯✟✟

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

Complément pour les plus motivés : étude des asymptotes à la 
ourbe représentative de f .
On 
onstate sans di�
ulté que lim

x→+∞
f(x) = +∞. C'est moins évident de l'autre 
�té : on

peut é
rire f(x) =
1

2
x +

1

3

√

x2
(

1− 9

x2

)

(si x < −3). Attention, 
omme x < 0, on a

√
x2 = −x, don
 f(x) =

1

2
x − 1

3
x

√

1− 9

x2
= x

(

1

2
− 1

3

√

1− 9

x2

)

. La parenthèse auant
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pour limite

1

2
− 1

3
=

1

6
en −∞, on en déduit que lim

x→−∞
f(x) = −∞. En reprenant le 
al
ul

qu'on vient d'e�e
tuer, on obtient sans problème lim
x→−∞

f(x)

x
=

1

6
. Reste maintenant à 
al
uler

f(x)− 1

6
x =

1

3
x− 1

3
x

√

1− 9

x2
=

x

3

(

1−
√

1− 9

x2

)

. On a une belle forme indéterminée, mais

un petit 
oup de quantité 
onjuguée permet de s'en sortir : f(x)− 1

6
x =

x

3
× 1− 1 + 9

x2

1 +
√

1− 9
x2

=

3

x(1 +
√

1− 9
x2 )

, qui a une limite nulle en −∞. On en déduit que la droite d'équation y =
1

6
x

est asymptote oblique à notre 
ourbe en −∞. En +∞, le 
al
ul est quasiment le même, sauf

que 
'est un x et non un −x qui sort de la ra
ine 
arrée quand on fa
torise, 
e qui donne une

limite pour

f(x)

x
égale à

1

2
+

1

3
=

5

6
. On obtient ensuite de même que la droite d'équation

y =
5

6
x est asymptote oblique à la 
ourbe en +∞.

En
ore un 
al
ul possible, 
elui du signe de f . La fon
tion est 
lairement positive si x > 0,

et elle s'annule sur R−
si

1

3

√

|x2 − 9| = −1

2
x. En élevant au 
arré (tout est positif ave
 notre

hypothèse), on trouve

1

9
|x2−9| = 1

4
x2. Ce qui nous laisse deux possibilités : soit

x2 − 9

9
=

1

4
x2,


e qui donne x2
(

1

9
− 1

4

)

= 1, 
e qui est impossible (on obtient une valeur négative pour x2),

soit

9− x2

9
=

1

4
x2, soit x2

(

1

9
+

1

4

)

= 1, don

13

36
x2 = 1, et x = − 6√

13
(on ne garde que la

valeur négative), soit x ≃ −1.66.

Exer
i
e 25 (**)

1. Il faut bien entendu que x ne soit pas égal à 1, mais aussi que l'expression sous le ln soit

stri
tement positive. Elle est toujours positive en tant que valeur absolue, mais s'annule quand

x = −1, qui est don
 aussi une valeur interdite pour la fon
tion f . Bref, Df = R\{−1, 1}.

2. • f(−2) =
1

−3
+

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

−1

3

∣

∣

∣

∣

= −1

3
− 1

2
ln(3) = −1

3
− ln(

√
3).

• f

(

3

5

)

=
1

−2
5

+
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

8
5
2
5

∣

∣

∣

∣

∣

= −5

2
+

1

2
ln(4) = ln(2)− 5

2
.

• f(
√
2) =

1√
2− 1

+
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 +
√
2

1−
√
2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 +

√
2

2− 1
+

1

2
ln(1 +

√
2)2 = 1 +

√
2 + ln(1 +

√
2).

3. Les limites les plus fa
iles à 
al
uler sont 
elles en −1. On a alors lim
x→−1

1

1− x
=

1

2
, et

lim
x→−1

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= 0, don
 lim
x→−1

ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= 0 = −∞, et lim
x→−1

f(x) = −∞ (à droite 
omme

à gau
he, au
une raison de distinguer deux 
as i
i).

Regardons ensuite 
e qui se passe à l'in�ni : en gardant les termes de plus haut degré au

numérateur et au dénominateur, on a lim
x→±∞

1 + x

1− x
= −1, don
 lim

x→±∞
ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= 0, puis

lim
x→±∞

f(x) = 0.

En�n, lim
x→1

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= +∞ (à gau
he 
omme à droite ave
 la valeur absolue), don
 lim
x→1

ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

=
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+∞. Au
un problème du 
�té droit, on a lim
x→1+

1

x− 1
= +∞, don
 lim

x→1+
f(x) = +∞. Mais à

gau
he de 1, on a une belle forme indéterminée du type � −∞ + ∞ �. Comme on manque

un peu de te
hnique pour e�e
tuer le 
al
ul vraiment rigoureusement, on se 
ontentera d'in-

voquer sans plus de pré
isions la 
roissan
e 
omparée (de fait 
'en est bien une, mais loin

d'être élémentaire) pour 
a
her sous le tapis le mor
eau 
ontenant un ln et prétendre que

lim
x→1−

f(x) = −∞.

La 
ourbe admettra don
 trois asymptotes : les droites verti
ales d'équation x = −1 et x = 1,
et l'axe des abs
isses qui est asymptote horizontale en −∞ 
omme en +∞.

4. Il su�t d'étudier le signe de 
e qui se trouve dans la valeur absolue. Ce quotient est du même

signe que le produit (1 + x)(1− x), don
 positif entre ses ra
ines 1 et −1. Autrement dit, sur

] − 1, 1[, f(x) =
1

x− 1
+

1

2
ln

(

1 + x

1− x

)

, et sur les deux autres intervalles de dé�nition de f ,

]−∞,−1[ et ]1,+∞[, on aura f(x) =
1

x− 1
+

1

2
ln

(

1 + x

x− 1

)

.

5. C'est en fait une propriété générale : la dérivée de ln |u| vaut toujours

u′

u
, quel que soit le

signe de la fon
tion u. En e�et, sur les intervalles où u est positive, on peut enlever la valeur

absolue et utiliser la formule de dérivation habituelle. Mais sur 
eux où u est négative, on

dérive alors ln(−u), 
e qui donne
−u′

−u
=

u′

u
après annulation des deux signes moins.

I
i, on peut don
 
al
uler la dérivée sur ] − 1, 1[, la formule restera valable sur les autres

intervalles de dé�nition de f . Commençons par poser u(x) =
1 + x

1− x
et 
al
ulons u′(x) =

1− x+ 1 + x

(1− x)2
=

2

(1− x)2
. Il est maintenant temps de dériver f : f ′(x) = − 1

(x− 1)2
+

1

2

2

(1− x)2
× 1− x

1 + x
= − 1

(1− x)2
+

1

(1 + x)(1 − x)
=

−1− x+ 1− x

(1 − x)2(1 + x)
= − 2x

(1− x)2(1 + x)
.

6. La dérivée 
al
ulée est du signe de − 2x

1 + x
, 
'est-à-dire du signe de −x(1 + x), qui s'annule

en 0 (et en −1, mais 
'est une valeur interdite pour f ), et sera positive uniquement sur

l'intervalle ]− 1, 0]. La seule valeur à 
al
uler pour 
ompléter notre tableau de variations est

f(0) = −1 + ln(1) = −1.

x −∞ −1 0 1 +∞
f ′(x) − + 0 − −

f 0
❍❍❍❥−∞ −∞

✟✯✟✟

−1
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ 0

7. Voi
i une belle allure de 
ourbe :
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

8. Sans 
her
her à justi�er très rigoureusement (il faudrait parler de bije
tion pour 
ela), une

étude pré
ise du tableau de variations ou de la 
ourbe donne les 
as suivants :

• si a < −1, l'équation f(x) = a admet trois solutions : une sur ]−∞,−1[, une sur ]− 1, 0[
et une sur ]0, 1[.

• si a = −1, l'équation n'a plus que deux solutions : une sur ]−∞,−1[ et x = 0.
• si −1 < a < 0, il ne reste qu'une seule solution appartenant à ]−∞,−1[.
• si a = 0, on trouve le seul 
as où l'équation n'a au
une solution.

• si a > 0, on a à nouveau une solution unique, appartenant 
ette fois-
i à l'intervalle

]0,+∞[.

Problème (***)

I. Étude d'une relation d'ordre sur N2
.

1. Véri�ons don
 les trois propriétés habituelles :

• un 
ouple (a, b) est en relation ave
 lui-même puisqu'il véri�e la deuxième possibilité de

la dé�nition : a = a et b > b. La relation est don
 ré�exive.

• si (a, b)L(c, d) et (c, d)L(a, b), on a né
essairement a = c (on ne peut avoir a < c et en

même temps c < a ou c = a), don
 b 6 d et en même temps d 6 b pour avoir la relation

dans les deux sens, don
 on a bien (a, b) = (c, d), 
e qui prouve l'antisymétrie de la relation.

• si (a, b)L(c, d) et (c, d)L(e, f), il faut distinguer plusieurs 
as : soit a < c < e, 
e qui

implique a < e et don
 (a, b)L(e, f) ; soit a = c < e ou a < c = e et on 
on
lut de la
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même façon ; soit en�n a = c = e mais dans 
e 
as b 6 d 6 f , 
e qui assure également que

(a, b)L(e, f). Dans tous les 
as, la transitivité de la relation est prouvée.

La relation L est don
 bien une relation d'ordre. De plus, si on 
onsidère deux 
ouples (a, b)
et (c, d), on peut toujours les 
omparer : si a 6= c, on aura toujours a < c ou c < a, don

(a, b)L(c, d) ou (c, d)L(a, b). Et si a = c, on a né
essairement b 6 d ou d 6 b pour 
on
lure

de même. La relation est bien totale (
'est le prin
ipe de l'ordre alphabétique, heureusement

qu'il s'agit d'un ordre total, sinon on ne pourrait pas 
réer de di
tionnaires !).

2. C'est évidemment le 
ouple (0, 0) qui est minimal : pour tout 
ouple (a, b) ∈ N2
, on a soit

a > 0 et don
 (0, 0)L(a, b), soit a = 0 mais b > 0, don
 on a tout de même (0, 0)L(a, b).

3. Supposons don
 qu'il y ait un maximum de la forme (a, b). Ce 
ouple est manifestement en

relation ave
 le 
ouple (a + 1, 0) dans le � mauvais � sens, et ne peut en fait pas être un

maximum.

4. (a) Par exemple, (1, 2), (2, 3), (3, 4) 
onvient (on a l'embarras du 
hoix, n'importe quel élément

de la forme (2, b) pouvant 
onvenir, et d'autres 
hoix sont en
ore disponibles).

(b) La transitivité de la relation d'ordre impose que la 
ondition xLy soit né
essaire. Elle est

également su�sante puisque, si elle est véri�ée, la 
haîne x, y répond manifestement au

problème.

(
) Cela dé
oule de la question pré
édente et du fait que (0, 0) soit le minimum de N2
pour

la relation. Alternativement, la 
haîne (0, 0), y 
onvient 
lairement.

5. (a) Si c > 0, de telles 
haînes n'ont pas une longueur majorée, 
ar on peut 
réer la 
haîne

(0, 0), (0, 1), . . . , (0, n), y pour n'importe quel valeur de l'entier n. Par 
ontre, si y = (0, d),
on ne peut pas 
réer de 
haîne de longueur supérieure à d+ 1 : en e�et, il est impossible

d'insérer dans la 
haîne des éléments de la forme (0, n) ave
 n > d, ou de la forme (c, n)
ave
 c 6= 0 puisque tous 
es éléments sont � supérieurs � au 
ouple (0, d). Les seuls éléments

possibles sont don
 les 
ouples (0, 0), (0, 1), . . . , (0, d), soit d+1 éléments au maximum dans

la 
haîne.

(b) On a en fait déjà répondu à la question : la 
haîne (0, 0), (0, 1), . . . , (0, d) est valable et de
longueur maximale d+1. C'est la seule à avoir 
ette longueur puisqu'elle 
ontient tous les

éléments possibles dans une telle 
haîne (et qu'on ne peut bien sûr pas les pla
er dans un

autre ordre).

(
) La tête de la 
haîne (0, 0) est imposée, la queue (0, d) également. Entre les deux, il faut


hoisir pour 
haque élément de la forme (0, n), ave
 n ∈ {1, 2, . . . , d−1} si on le pla
e dans

la 
haîne ou non. Il y a deux possibilités pour 
haque élément, soit 2d−1

haînes possibles

au total. Par exemple, pour d = 3, les quatre 
haînes possibles sont (0, 0), (0, 3) (
haîne

de longueur minimale), (0, 0), (0, 1), (0, 3), (0, 0), (0, 2), (0, 3) et (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3)
(
haîne de longueur maximale d+ 1).

6. L'énon
é n'est pas tout à fait exa
t 
ar la relation R est une relation d'ordre dans les 
as

parti
uliers où y = (0, 0) (au
une 
haîne possible), y = (0, 1) (une seule 
haîne possible) et

y = (0, 2) (deux 
haînes possibles de longueur di�érente). Dans tous les autres 
as, on peut

fa
ilement 
réer deux 
haînes de même longueur mais di�érentes, qui 
ontredisent don
 le


ritère d'antisymétrie de la relation. Par exemple, les 
haînes (0, 0), (0, 1), y et (0, 0), (0, 2), y

onviennent toutes les deux.

II. Une deuxième relation sur N2
.

1. C'est très similaire à 
e qu'on a fait pour la relation L :

• un 
ouple (a, b) est en relation ave
 lui-même puisqu'il véri�e la deuxième possibilité de

la dé�nition : a+ b = a+ b et b > b. La relation est don
 ré�exive.

21



• si (a, b)G(c, d) et (c, d)G(a, b), on a né
essairement a+ b = c+ d, don
 b 6 d et en même

temps d 6 b pour avoir la relation dans les deux sens, don
 on a bien (a, b) = (c, d), 
e qui
prouve l'antisymétrie de la relation.

• si (a, b)G(c, d) et (c, d)G(e, f), il faut distinguer plusieurs 
as : soit a+b < c+d < e+f (ave


une égalité possible parmi les deux), 
e qui implique a+ b < e+ f et don
 (a, b)G(e, f) ;
soit a + b = c + b = e + f mais dans 
e 
as b 6 d 6 f , 
e qui assure également que

(a, b)G(e, f). Dans tous les 
as, la transitivité de la relation est prouvée.

La relation G est don
 bien une relation d'ordre. De plus, si on 
onsidère deux 
ouples (a, b)
et (c, d), on peut toujours les 
omparer : si a + b 6= c+ d, on aura toujours a+ b < c+ d ou

c + d < a + b, don
 (a, b)G(c, d) ou (c, d)G(a, b). Et si a = c, on a né
essairement b 6 d ou

d 6 b pour 
on
lure de même. La relation est bien totale (et vive le 
opier-
oller).

2. C'est toujours le 
ouple (0, 0) qui sera minimal, de façon totalement évidente.

3. C'est à peine plus dur que la question pré
édente : pour que le 
ouple (a, b) soit minimal dans

N2∗
, il doit avoir une valeur de a+ b minimale, 
'est-à-dire égale à 1. Les deux 
andidats sont

don
 (0, 1) et (1, 0), parmi les lesquels (1, 0) est le plus � petit � pour la relation G, 
'est don


lui le minimum (tous les 
ouples (a, b) pour lesquels a+ b > 2 étant plus grands à la fois que

(1, 0) et que (0, 1)).

4. (a) Déjà, l'ensemble n'est pas vide puisqu'on peut toujours 
réer une 
haîne de longueur 2

onvenable, la 
haîne (x, y). Par ailleurs, une 
haîne ayant y = (c, d) pour queue ne peut


ontenir que des 
ouples (e, f) véri�ant e+f 6 c+d. Il y a don
 un nombre �ni de valeurs

de e+ f possibles, et une fois 
ette valeur �xée (notons-là n), seulement un nombre �ni de


ouples véri�ant e+ f = n (il y en a même exa
tement n+1 : (n, 0), (n− 1, 1), (n− 2, 2),
. . . , (0, n)). Cela fait un nombre �ni de 
ouples pouvant appartenir à la 
haîne, dont la

longueur est né
essairement majorée par 
e nombre d'éléments.

(b) La relation étant totale, il su�t de mettre dans la 
haîne tous les éléments dé
rits à la

question pré
édente (dans le bon ordre, bien entendu), pour obtenir une 
haîne de longueur

maximale.

(
) Notons p = a+b et n = c+d. Tous les 
ouples (e, f) véri�ant p < e+f < n sont � 
ompris

entre � x et y au sens de la relation G et peuvent don
 être in
lus dans la 
haîne. D'après


e qui a été dit à la question a, il y en a exa
tement

n−1
∑

k=p+1

k + 1. Si vous ne 
onnaissez

pas les formules permettant de 
al
uler 
ette somme, tenez-vous en à 
ette formule, mais

sa
hez qu'elle vaut

n(n− 1)

2
− p(p+ 1)

2
+ n − p − 1. Il faut rajouter à tous 
es éléments

les éléments véri�ant e+ f = c+ d et f 6 d, 
'est-à-dire les 
ouples (n, 0), (n− 1, 1), . . . ,
(n − d, d) (
e dernier n'est autre que (c, d), 
'est-à-dire y), qui sont au nombre de d + 1.
En�n, en début de 
haîne, on pourra mettre les 
ouples véri�ant e+ f = p et d 6 f , don

les 
ouples (p−b, b), (p−b−1, b+1), . . . , (0, p), qui sont au nombre de p−b+1. Finalement,

on obtient la sublime formule α =
n(n− 1)

2
− p(p+ 1)

2
+ n− p− 1 + d+ 1 + p− b+ 1 =

n(n− 1)

2
− p(p+ 1)

2
+ n+ d− b+ 1.

Un exemple 
on
ret : si x = (1, 2) et y = (3, 4), on a n = 7 et p = 3, don
 α = 21−6+7+4−
2+1 = 25. En e�et, la 
haîne 
orrespondante est (1, 2), (0, 3), (4, 0), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (0, 4),

(5, 0), (4, 1), (3, 2), (2, 3), (1, 4), (0, 5), (6, 0), (5, 1), (4, 2), (3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6), (7, 0),

(6, 1), (5, 2), (4, 3), (3, 4), qui est de longueur 25.

(d) Question 
omplètement débile pour terminer : il ne peut y en avoir qu'une seule, il faut

mettre tous les éléments pré
édemment dé
rits, et on n'a au
un 
hoix pour l'ordre.
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