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Vous trouverez dans 
e do
ument le détail des quelques études de fon
tions faites en TD ou en début

de 
ours pendant les premiers jours de votre année s
olaire.

Étude de la fon
tion f : x 7→ x3 − 4x2 + 8x− 4

x2 − 2x+ 1

Domaine de dé�nition : le dénominateur de notre fra
tion pouvant se fa
toriser en (x − 1)2, on a

simplement Df = R\{1}.

Limites et asymptotes : en utilisant la règle du quotient des termes de plus haut degré, on 
al
ule

fa
ilement lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x3

x2
= +∞. De même, lim

x→−∞
f(x) = −∞. En�n, lim

x→1
x3 − 4x2 + 8x− 4 = 1,

et le dénominateur de notre fra
tion tend vers 0 quand x tend vers 1 tout en restant toujours positif

(
'est un 
arré !) don
 lim
x→1

f(x) = +∞. Il y aura don
 déjà une asymptote verti
ale d'équation x = 1 à la


ourbe représentative de f . De plus, on peut 
onstater que f(x)−x =
x3 − 4x2 + 8x− 4− x3 + 2x2 − x

(x− 1)2
=

−2x2 + 7x− 4

x2 − 2x+ 1
, expression qui a pour limite −2 quand x tend vers ±∞ (toujours la règle du quotient des

termes de plus haut degré). On en déduit que lim
x→±∞

f(x)− (x − 2) = 0, et don
 que la droite d'équation

y = x− 2 est asymptote oblique à notre 
ourbe des deux 
�tés.

Étude des variations : la fon
tion f est dérivable (et même dérivable deux fois si on souhaite étudier

la 
onvexité) sur Df , et f
′(x) =

(3x2 − 8x+ 8)(x− 1)2 − 2(x− 1)(x3 − 4x2 + 8x− 4)

(x− 1)4

=
(3x2 − 8x+ 8)(x− 1)− 2(x3 − 4x2 + 8x− 4)

(x− 1)3
=

3x3 − 8x2 + 8x− 3x2 + 8x− 8− 2x3 + 8x2 − 16x+ 8

(x− 1)3

=
x3 − 3x2

(x− 1)3
=

x2(x− 3)

(x− 1)3
. Au
un problème pour étudier le signe de 
ette dérivée :

x −∞ 0 1 3 +∞
x2(x− 3) − 0 − − 0 +

(x− 1)3 − − + +

f ′(x) + 0 + − 0 +

f

−∞
✟✯✟✟

−4

✟✯✟✟

+∞ +∞❍❍❍❥ 11

4

✟✯✟✟

+∞

Pour 
ompléter 
e tableau, on a eu besoin de 
al
uler f(0) = −4 et f(3) =
27− 36 + 24− 4

4
=

11

4
.

Les plus 
ourageux auront naturellement envie de se lan
er dans le 
al
ul de la dérivée se
onde : f ′′(x) =
(3x2 − 6x)(x− 1)3 − 3(x− 1)2(x3 − 3x2)

(x− 1)6
=

(3x2 − 6x)(x− 1)− 3(x3 − 3x2)

(x− 1)4

=
3x3 − 6x2 − 3x2 + 6x− 3x3 + 9x2

(x − 1)4
=

6x

(x− 1)4
. On obtient don
 à la surprise générale quelque 
hose

d'extrêmement simple puisque f ′′(x) est simplement du signe de x. La fon
tion f est don
 
on
ave sur

]−∞, 0] et 
onvexe sur [0, 1[ et sur ]1,+∞[, ave
 un point d'in�exion en 0.
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Courbe :
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Étude de la fon
tion f : x 7→ x2 + 1

ex

Domaine de dé�nition : son dénominateur ne s'annulant pas, f est dé�nie (et dérivable autant de

fois qu'on le souhaite) sur R tout entier.

Limites et asymptotes : on 
al
ule sans di�
ulté lim
x→−∞

f(x) = +∞ (le dénominateur étant toujours

positif). On a par 
ontre besoin d'un résultat de 
roissan
e 
omparée de l'autre 
�té : ∀x > 0, f(x) >
x2

ex

et lim
x→+∞

x2

ex
= 0, don
 lim

x→+∞
f(x) = 0. L'axe des abs
isses sera asymptote horizontale du 
�té de +∞, et


e sera la seule asymptote à notre 
ourbe.

Variations : on 
al
ule bien sûr f ′(x) =
2xex − (x2 + 1)ex

e2x
=

−(x− 1)2

ex
. Cette dérivée étant toujours

négative, la fon
tion f est stri
tement dé
roissante sur R, ave
 une annulation de la dérivée pour x = 1. On

ne va pas s'embêter à dresser un tableau de variations qui serait i
i trivial. Essayons plut�t de déterminer la


onvexité. En é
rivant f(x) = −e−x(x−1)2, on 
al
ule f ′′(x) = e−x(x−1)2−e−x(2x−2) = e−x(x2−4x+3).
En
ore une fois, on tombe mira
uleusement sur une dérivée se
onde dont le signe s'étudie sans problème.

C'est 
elui de x2 − 4x + 3, trin�me de dis
riminant ∆ = 16 − 12 = 4 et admettant pour ra
ines x1 =
4− 2

2
= 1 et x2 =

4 + 2

2
= 3. La fon
tion f est don
 
onvexe sur ]−∞, 1[ et sur [3,+∞[ et 
on
ave sur

[1, 3], ave
 deux points d'in�exion aux abs
isses 1 et 3. On peut d'ailleurs 
al
uler f(1) =
2

e
≃ 0.74 et

f(3) =
10

e3
≃ 0.5. Les tangentes 
orrespondantes (qui vont don
 � traverser � la 
ourbe représentative de

f) ont pour pente respe
tive f ′(1) = 0 et f ′(3) = − 4

e3
≃ −0.2.
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Courbe :
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Étude de la fon
tion f : x 7→ sin(2x)− 2 sin(x)

Choix de l'intervalle d'étude :

Pour une fon
tion trigonométrique, les enjeux sont un peu di�érents. Bien sûr, on 
ommen
e tout de

même par pré
iser que Df = R, mais on 
her
he ensuite un intervalle auquel on restreindra l'étude de la

fon
tion en exploitant la régularité de la 
ourbe. Déjà, f est une fon
tion 2π-périodique, 
e qui permet de

se 
ontenter d'une étude sur un intervalle de largeur 2π. Mais f est également impaire (
'est évident dans

la mesure où la fon
tion sinus est impaire), 
e qui permet de réduire en
ore à une étude sur I = [0, π].
On obtiendra ensuite la 
ourbe sur l'intervalle [−π, 0] par symétrie (par rapport à O pour une fon
tion

impaire), et on disposera alors d'une période 
omplète, qu'il su�ra de répéter pour avoir la 
ourbe sur R.

Variations :

Il n'est pas traditionnel d'étudier la 
onvexité pour 
e genre de fon
tions (i
i, on y arriverait mais ça

donnerait des abs
isses inexploitables pour les points d'in�exion), on se 
ontentera don
 des variations. La

fon
tion f est dérivable et f ′(x) = 2 cos(2x)− 2 cos(x) = 2(2 cos2(x)− cos(x)− 1) en exploitant l'une des

formules de dupli
ation trigonométrique cos(2x) = 2 cos2(x) − 1. On pose X = cos(x), et on est ramenés

à l'étude du signe du trin�me 2X2 − X − 1, qui a pour dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9 et pour ra
ines

X1 =
1+ 3

4
= 1 et X2 =

1− 3

4
= −1

2
. Notre dérivée s'annule don
 lorsque cos(x) = 1 ou cos(x) = −1

2
,


'est-à-dire pour x = 0 et x =
2π

3
(en se restreignant aux valeurs appartenant à I). Elle est négative

lorsque cos(x) ∈
[

−1

2
, 1

]

, 
e qui donne le tableau suivant sur I :

x 0 2π
3

π

f ′(x) 0 − 0 +

f

0
❅
❅
❅❘− 3

√
3

2

�✒
�

�

0

Pour 
ompléter le tableau, on a 
al
ulé f(0) = 0, f(π) = 0 et f

(

2π

3

)

= sin

(

4π

3

)

− 2 sin

(

2π

3

)

=

−
√
3

2
−

√
3 = −3

√
3

2
≃ −2.5. On aurait pu e�e
tuer un tableau de variations sur [−π, π] en e�e
tuant la

symétrie � dans le tableau � mais on se 
ontentera de la réper
uter sur la 
ourbe.

Courbe :
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