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La vie n'est bonne qu'à étudier et à enseigner les mathématiques.

Blaise Pasal.

Le alul que vous trouvez si mauvais est pourtant elui de toutes les passions.

Des années entières de poursuite, pour la jouissane d'un moment.

Denis Diderot

Nous allons ontinuer à explorer un domaine assez théorique dans la première partie de e ha-

pitre, onsaré à la notion fondamentale d'appliation (qui orrespond à peu de hoses près à e

que vous appelez plus simplement une fontion). Le but de ette étude est notamment d'introduire

la notion de bijetion qui sera ensuite essentielle quand nous passerons à l'étude plus onrète des

fontions usuelles. Du onret, il y en aura toutefois déjà dans e deuxième hapitre puisque nous y

étudierons également les tehniques de alul lassiques à maîtriser dans R, notamment tout e qui

onerne les résolutions d'équations et manipulations d'inégalités.

Objetifs du hapitre :

• maîtriser les notions d'appliation injetive et surjetive, y ompris pour des appliations

autres que elles de R dans R.

• maîtrise des règles de alul sur les inégalités, sur les valeurs absolues, et onnaissane des

identités remarquables.

1 Appliations.

Vous avez l'habitude depuis quelques années déjà de manipuler en mathématiques e que vous

appelez des fontions, sortes de boîtes noires permettant de aluler à l'aide d'une formule une

valeur réelle dépendant d'une valaur initiale variable souvent notée x. Une appliation, 'est à peu

près exatement la même notion (ertains auteurs distinguent les deux notions de façon subtile, mais

e ne sera pas notre as ette année), mais étendue de façon à pouvoir s'appliquer à des ensembles

beauoup plus variés que R. Nous allons donner de es appliations une dé�tion assez abstraite, mais

en pratique, nous ontinuerons à manipuler les fontions réelles omme vous en avez l'habitude. Il

faudra par ontre prêter une attention partiulière à la rédation lorsqu'on utilise les fontions ou

les appliations, et en partiulier à ne pas ommettre l'erreur beauoup trop fréquente onsistant à

mélanger l'appliation f , et l'image f(x) d'un élément par ette appliation.
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1.1 Voabulaire.

Comme on vient de le dire, le prinipe d'une appliation est le même que elui d'une fontion :

faire orrespondre à haque élément x d'un ensemble E, un élément y d'un ensemble F , qu'on

appellera image de x et qu'on notera f(x).

Dé�nition 1. Soient E et F deux ensembles. Un graphe fontionnel du ouple (E,F ) est un

sous-ensemble G ⊂ E × F tel que ∀x ∈ E, ∀(y, y′) ∈ F 2
, ((x, y) ∈ G et (x, y′) ∈ G) ⇒ y′ = y.

Cette dé�nition peut paraître atroement ompliquée, mais elle orrespond en fait bel et bien au

graphe d'une fontion tel que vous avez l'habitude de le traer pour des fontions réelles. Il faut

simplement onsidérer que les ouples (x, y) appartenant au graphe G orrespondent à un ouple

image/antéédent pour une fontion. La ondition tehnique qui est ajoutée assure simplement qu'un

élément ne peut avoir qu'une seule image, e qui orrespond bien à la dé�nition habituelle d'une

fontion.

Dé�nition 2. Si G est un graphe fontionnel du ouple (E,F ), il dé�nit une appliation f :
{

Dg → F
x 7→ f(x)

. L'ensemble Df = {x ∈ E | ∃y ∈ F, (x, y) ∈ G} est appelé ensemble de

dé�nition (ou domaine de dé�nition) de l'appliation f . L'élément noté f(x) est l'unique élément

de F tel que (x, y) ∈ G, on l'appelle image de x par l'appliation f . Si y ∈ F , tous les éléments

x ∈ E véri�ant y = f(x) sont appelés antéédents de y par l'appliation f .

Exemples : Toutes les fontions usuelles sont des appliations. Ainsi,

{

R+ → R

x 7→ √
x

est une

appliation dont le domaine de dé�nition est R+
(si on onverse la même formule mais qu'on modi�e

l'ensemble de dé�nition, l'appliation n'est plus la même). Il existe aussi énormément d'appliations

dé�nies sur toutes sortes d'ensembles mathématiques, ou même d'ensembles qui n'ont pas grand

intérêt mathématique, omme

{

E → [[1, 15]]
x 7→ groupe de olles de x

qui est une appliation dé�nie sur

l'ensemble E des élèves de la lasse (la notation utilisée pour l'ensemble d'arrivée désigne les entiers

ompris entre 1 et 15, on pourrait mettre à la plae un ensemble d'arrivée égal à N, ça ne poserait

pas de problème, l'ensemble d'arrivée n'a auune raison d'être restreint à l'ensemble des valeurs

e�etivement prises par l'appliation).

Dé�nition 3. Si E et F sont deux ensembles, la notation FE
désigne l'ensemble de toutes les

appliations de E dans F .

Remarque 1. Attention 'est bien l'ensemble de départ qui est en exposant, et l'ensemble d'arrivée

à la base, dans ette notation. On peut par exemple noter (même si 'est assez peu employé) RN

l'ensemble des suites réelles dé�nies pour tout entier naturel.

Remarque 2. Il est essentiel de dé�nir orretement vos appliations (ou fontions) sur vos opies.

On ne parle pas par exemple de � la fontion ln(x) �, mais de la fontion ln, ou si on veut vraiment

être plus préis, de la fontion

{

R+∗ → R

x 7→ ln(x)
. De même, on n'érit pas sur une opie : � Soit f

la fontion f(x) = x2 − x+ 2 � mais : � Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = x2 − x+ 2 � ou

enore : � Soit f la fontion x 7→ x2 − x + 2 � (quand le domaine de dé�nition n'est pas expliite,

il est sous-entendu qu'on le prend le plus grand possible). On fait ensuite bien attention à ne pas

onfondre une fontion ave un élément de l'ensemble d'arrivée, par exemple on dit bien : � f est

roissante sur l'intervalle [0, 1] � mais jamais : � f(x) est roissant sur [0, 1] � (la quantité f(x) étant
un réel, ça n'aurait auun sens).

Dé�nition 4. Si E est un ensemble quelonque, l'appliation identité sur l'ensemble E est l'ap-

pliation

{

E → E
x 7→ x

. On la note idE, ou simplement id s'il n'y a pas d'ambiguïté possible sur

l'ensemble E.
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Dé�nition 5. Soient f : E → F et g : F → G deux appliations, la omposée de g par f est

l'appliation g ◦ f :

{

E → G
x 7→ g(f(x))

.

Remarque 3. Les appliations identité jouent e qu'on appelle un r�le d'élément neutre pour

l'opération de omposition : si f : E → F , alors f ◦ idE = f et idF ◦f = f (autrement dit, quand on

ompose par l'identité, il � ne se passe rien �, le même r�le est joué par le nombre 0 pour l'opération

d'addition, et par le nombre 1 pour elle de multipliation).

Proposition 1. La omposition est une opération assoiative : si f : E → F , g : F → G
et h : G → H sont trois appliations, alors h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

On notera don es omposées suessives sans utiliser de parenthèses (la propiété est omplète-

ment évidente). Notez bien que, par ontre, la omposition est une opération qui n'est pas du tout

ommutative : même quand les deux omposées existent, on n'a pas en général g ◦ f = f ◦ g.

Dé�nition 6. Soit f : E → F une appliation et E′
un sous-ensemble de E. L'appliation g :

{

E′ → F
x 7→ f(x)

est appelée restrition de f au sous-ensemble E′
et notée f|E′

.

Réiproquement, si E ⊂ G, tout appliation h :

{

H → F
x 7→ h(x)

telle que h(x) = f(x) pour tout

élément x ∈ E est un prolongement de f à E (il existe énormément de prolongements possibles,

mais la restrition est par onstrution unique).

Exemple : La fontion x → x lnx, dé�nie sur R+∗
, peut se prolonger en une unique fontion f̃

dé�nie et ontinue sur R+
en posant f̃(0) = 0 (et bien sûr f̃(x) = x ln(x) si x > 0). Ce prolongement

est appelé prolongement par ontinuité de f à R+
('est le fait d'imposer la onservation de la

propriété de ontinuité qui rend e prolongement unique et don remarquable).

Dé�nition 7. Soit A ⊂ E, la fontion aratéristique (ou fontion indiatrie) du sous-

ensemble A est l'appliation 1A : E → {0, 1} dé�nie par 1A(x) = 1 si x ∈ A et 1A(x) = 0 si

x /∈ A.

1.2 Injetions, surjetions, bijetions.

Dé�nition 8. Soit f : E → F une appliation.

• f est injetive si ∀(x, x′) ∈ E2
, f(x) = f(x′) ⇒ x = y (ou, de façon équivalente, si

∀(x, x′) ∈ E2
, f(x) 6= f(x′) ⇒ x 6= x′).

• f est surjetive si ∀y ∈ F,∃x ∈ E, f(x) = y.
• f est bijetive si elle est à la fois injetive et surjetive.

Remarque 4. Autrement dit, f est injetive si tout élément de F a au plus un antéédent par f ,
surjetive si tout élément de F a au moins un antéédent par f , et bijetive si tout élément de F a

exatement un antéédent par f .

Exemples : L'appliation x 7→ x2, qui va de R dans R+
, est surjetive (tout réel positif admet une

raine arrée) mais pas injetive ar par exemple 2 et −2 ont la même image par f . L'appliation
raine arrée est par ontre bijetive de R+

dans lui-même.
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L'appliation qui à tout élève de la lasse assoie son numéro de groupe de olles n'est pas injetive

(deux élèves di�érents appartenant au même trin�me auront la même image), elle est surjetive si

on limite l'ensemble d'arrivée à [[1, 15]], mais pas si l'ensemble d'arrivée est N tout entier. De façon

générale, on peut toujours rendre une appliation surjetive en modi�ant son ensemble d'arrivée.

Pour la rendre injetive, 'est beauoup plus déliat ar 'est dans e as l'ensemble de départ qu'il

faut restreindre.

On notera que, si E et F sont deux ensembles �nis, et f une appliation de E vers F , f ne peut

être injetive que si F ontient au moins autant d'éléments que E (mais e n'est bien sûr pas

une ondition su�sante !), et ne peut être surjetive que si E ontient au moins autant d'éléments

que F . En partiulier, s'il existe une bijetion entre deux ensembles �nis, alors es ensembles ont

néessairement le même nombre d'éléments.

Pour eux qui préfèrent des exemples ave des fontions, un graphe de fontion de R dans R injetive

mais pas surjetive à gauhe (on voit que les valeurs supérieures à 1 par exemple n'ont pas d'anté-

édent), et un de fontion surjetive mais pas injetive à droite (par exemple 0 a trois antéédents

par ette fontion) :

0 1 2−1−2

0

1

−1

0 1 2 3 4 5−1−2−3

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

Exemple : On souhaite prouver que la fontion f :







[−1, 1] → [−1, 1]

x 7→ 2x

x2 + 1

est bijetive. Pour ela,

on peut bien sûr faire une étude de la fontion f pour onnaitre ses variations, mais on va privilégier

ii une approhe faisant intervenir les dé�nitions que nous venons de voir, en prouvant séparément

injetivité et surjetivité :

• Supposons f(x) = f(x′), ave (x, x′) ∈ [−1, 1]2. On en déduit que 2x(x′2 + 1) = 2x′(x2 + 1),
don 2xx′2 + 2x − 2x′x2 − 2x′ = 0, soit enore 2(x′ − x)(xx′ − 1) = 0. Or, on a supposé

(x, x′) ∈ [−1, 1]2, don l'égalité xx′ = 1 ne peut être véri�ée que si x = x′ = ±1. Dans tous
les as, f(x) = f(x′) ⇒ x = x′, et l'appliation f est don injetive.
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• Prenons désormais y ∈ [−1, 1], et herhons un x tel que y = f(x) =
2x

x2 + 1
. On doit don

avoir x2y−2x+y = 0. Si y = 0, l'équation admet manifestement omme unique solution x = 0,
don 0 admet un antéédent par f dans [−1, 1]. Si y 6= 0, on est en présene d'une équation

du seond degré, de disriminant ∆ = 4 − 4y2 = 4(1 − y2) > 0 (rappelons que y ∈ [−1, 1]).

Cette équation admet don deux solutions réelles x1 =
2 + 2

√

1− y2

2y
=

1 +
√

1− y2

y
, et

x2 =
1−

√

1− y2

y
. Reste à prouver qu'une de es deux raines appartient bien à l'intervalle

[−1, 1]. Pour ela, supposons 0 < y 6 1 et montrons que 0 6 x2 6 1 (si −1 6 y < 0,
seul le signe de x2 hange). On a déjà

√

1− y2 ∈ [0, 1], don x2 > 0. De plus, x2 6 1 ⇔
1 −

√

1− y2 6 y ⇔ 1 − y 6
√

1− y2. On peut tout élever au arré ar nos deux membres

sont positifs, l'inégalité est don équivalente à 1− 2y + y2 6 1− y2, ou enore 2y2 − 2y 6 0,
e qui est bien le as si y ∈]0, 1]. On a don péniblement prouvé la surjetivité de f .

Proposition 2. Soient f : E → F et g : F → G deux appliations.

• si f et g sont injetives, alors g ◦ f est injetive.

• si g ◦ f est injetive, alors f est injetive (mais g ne l'est pas forément).

• si f et g sont surjetives, alors g ◦ f est surjetive.

• si g ◦ f est surjetive, alors g est surjetive (mais f ne l'est pas forément).

• si f et g sont bijetives, alors g ◦ f est bijetive.

Démonstration. Toutes es démonstrations sont formelles mais assez failes, les refaire (sans onsulter

le ours) est une bonne façon de véri�er que vous omprenez bien les notions manipulées.

• Supposons g et f injetives. Soient (x, x′) ∈ E2
tels que g(f(x)) = g(f(x′)). Par injetivité

de g, on a alors néessairement f(x) = f(x′), puis par injetivité de f , x = x′, e qui prouve

l'injetivité de g ◦ f .
• Le plus simple ii est de proéder par ontraposée : si on suppose que f n'est pas injetive, on

peut trouver deux éléments distints x et x′ dans l'ensemble E tels que f(x) = f(x′). Mais on

aura alors également g ◦ f(x) = g ◦ f(x′), e qui prouve que g ◦ f n'est pas non plus injetive.

• Supposons désormais g et f surjetives. Soit z ∈ G. Par surjetivité de g, ∃y ∈ F , z = g(y),
puis par surjetivité de f , ∃x ∈ E, y = f(x). Mais alors z = g ◦ f(x), don z a un antéédent

par g ◦ f , e qui prouve la surjetivité de ette appliation.

• Supposons ette fois g ◦ f surjetive. Tout élément z ∈ G admet don un antéédent x ∈ E
par l'appliation g ◦ f . En notant alors y = f(x), on aura g(y) = g ◦ f(x) = z, e qui prouve
que z admet également un antéédent par g, et don que g est surjetive.

• C'est évident en utilisant la propriété similaire pour l'injetivité et la surjetivité.

Remarque 5. La dernière de es propriétés n'admet auune réiproque (autre que � f est injetive et

g est surjetive �, en partiulier auune des deux appliations n'est néessairement bijetive), omme

le prouve l'exerie suivant :

• on dé�nit une première appliation f :

{

N → N

n 7→ 2n
.

• et une deuxième appliation g :

{

N → N

n 7→ Ent
(n

2

)

.

Le but de l'exerie est d'étudier l'injetivité et la surjetivité des quatre appliations f , g, f ◦ g et

g ◦ f .
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• l'appliation f est ertainement injetive (si 2n = 2n′
, alors n = n′

) mais pas surjetive (par

exemple 3 n'a pas d'antéédent entier par ette appliation).

• au ontraire, l'appliation g n'est pas injetive (on a par exemple g(3) = g(2) = 1), mais elle

est bien surjetive : quel que soit l'entier naturel p, l'entier 2p est un antéédent de p par g
de façon évidente.

• il est assez faile de omprendre que f ◦ g ne peut être ni injetive (3 ne peut pas avoir

d'antéédent entier par f ◦ g puisque g(n) est toujours un entier, dont le double ne peut don

pas être égal à 3), ni surjetive (omme pour g, on a f ◦ g(2) = f ◦ g(3)). C'est en fait une

onséquene des propriétés énonées i-dessus.

• au ontraire, g ◦ f est bijetive, puisqu'on a tout bêtement g ◦ f = idN.

Proposition 3. Une appliation f : E → F est bijetive si et seulement si il existe

g : F → E telle que g ◦ f = idE et f ◦ g = idF . L'appliation g est alors appelée bijetion

réiproque de f (ou réiproque tout ourt) et notée f−1
.

Remarque 6. Cette réiproque, bien que notée f−1
, n'a rien à voir ave la fontion inverse de f , que

pour ette raison nous noterons toujours

1

f
. Notons au passage que f−1

est e�etivement bijetive,

de réiproque f ('est évident une fois le théorème démontré).

Démonstration. Supposons f bijetive. Soit y ∈ F . Il existe un unique antéédent x de y par f , on
pose simplement g(y) = x. On a alors par onstrution f ◦ g(x) = x, don f ◦ g = idF . De plus, si

x ∈ E, g(f(x)) est un antéédent de f(x), mais omme il n'y en qu'un ça ne peut être que x, don
on a aussi g ◦ f = idE .

Réiproquement, si g ◦ f = idE et f ◦ g = idF , onsidérons x et x′ tels que f(x) = f(x′), on a alors

g ◦ f(x) = g ◦ f(x′), don x = x′, e qui prouve l'injetivité de f . Soit maintenant y ∈ F , alors g(y)
est un antéédent de y par f puisque f ◦ g(y) = y, don f est sujetive. L'appliation f est don

bijetive.

Proposition 4. Soient f : E → F et g : F → G deux appliations bijetives, alors

g ◦ f : E → G est une appliation bijetive et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1
.

Démonstration. La bijetivité a déjà été signalée plus haut. De plus, ∀x ∈ E, f−1 ◦ g−1 ◦ g ◦ f(x) =
f−1((g−1 ◦ g)(f(x))) = f−1(f(x)) = x et de même ∀x ∈ G, g ◦ f ◦ f−1 ◦ g−1(x) = x.

1.3 Images diretes et réiproques.

Dé�nition 9. Soit f : E → F une appliation et A ⊂ E. On appelle image (direte) de A l'ensemble

des images des éléments de A : f(A) = {y ∈ F | ∃x ∈ A, f(x) = y}.
Soit maintenant B ⊂ F , on appelle image réiproque de B par F l'ensemble des antéédents

d'élements de B : f−1(B) = {x ∈ E | f(x) ∈ B}.

Remarque 7. La deuxième notation n'a pas été hoisie de façon ontraditoire ave la dé�nition

d'appliation réiproque (enore heureux). Si f est bijetive, l'image réiproque d'une partie B de F
est onfondue ave son image direte par f−1

.

Exemple : Considérons l'appliation f : x 7→ x2 de R dans R, alors f([2, 5]) = [4, 25] ; f([−1, 3]) =
[0, 9] ; f−1([4, 9]) = [−3,−2] ∪ [2, 3].
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2 Relations binaires.

2.1 Généralités.

Dé�nition 10. Une relation binaire R sur un ensemble E est un sous-ensemble de E × E.

Cette dé�nition ressemble étrangement à elle d'une appliation, mais ii, il ne s'agit pas ii d'assoier

un élément d'un ensemble F à tout élément d'un ensemble E, mais de relier entre eux di�érents

éléments d'un même ensemble. La notation ne sera pas la même : on notera xRy si deux éléments

x et y de l'ensemble E sont en relation, 'est-à-dire si (x, y) ∈ R. Attention toutefois, l'ordre des

variables est important, x peut être en relation ave y sans que y soit en relation ave x.

Exemples : Vous onnaissez en fait déjà énormément de relations, la plupart étant matérialisées

par des symboles plus � onrets � que le R utilisé dans la dé�nition. Ainsi, l'égalité (matérialisée

par le symbole =), l'inégalité (matérialisée par < ou 6) sont des relations sur l'ensemble R. Plus

intéressant, le parallélisme (matérialisé par le symbole ‖) est une relation sur l'ensemble de toutes

les droites du plan (ou de l'espae).

Dé�nition 11. Une relation binaire sur un ensemble E est :

• ré�exive si ∀x ∈ E, xRx.
• symétrique si ∀(x, y) ∈ E2

, xRy ⇒ yRx.
• antisymétrique si ∀(x, y) ∈ E2

, (xRy et yRx) ⇒ y = x.
• transitive si ∀(x, y, z) ∈ E3

, (xRy et yRz) ⇒ xRz.
• totale si ∀(x, y) ∈ E2

, on a soit xRy, soit yRx.

Par exemple, la relation de parallélisme sur les droites du plan est ré�exive (une droite est parallèle

à elle-même), symétrique et transitive, mais pas antisymétrique ni totale (ertaines de es propriétés

sont de toute façon manifestement inompatibles entre elles.

2.2 Relations d'équivalene.

Dé�nition 12. Une relation d'équivalene R sur un ensemble E est une relation binaire sur E
qui est ré�exive, symétrique et transitive.

Exemple : La relation d'équivalene la plus simple possible sur un ensemble quelonque E est la

relation d'égalité. Plus généralement, toute relation faisant intervenir une égalité sera une relation

d'équivalene (par exemple, la relation R dé�nie sur l'ensemble des français par � deux individus

sont en relation s'ils ont la même taille � est une relation d'équivalene). Le but d'une relation est

en fait de séparer les éléments d'un ensemble en atégories d'éléments � similaires � (eux qui sont

en relation). Quelques exemples moins triviaux :

• la relation de ongruene modulo 2π sur R (qui onsiste à identi�er les réels orrespondant

au même point sur le erle trigonométrique).

• la relation de parallélisme sur l'ensemble de toutes les droites du plan déjà itée.

Dé�nition 13. Soit x ∈ E et R une relation d'équivalene sur E, la lasse d'équivalene de x
pour la relation R est l'ensemble Cx = {y ∈ E | xRy}.

Proposition 5. Si R est une relation d'équivalene sur E, l'ensemble de ses lasses d'équi-

valene forme une partition de l'ensemble E.
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Démonstration. En e�et, supposons que deux lasses Cx et Cy ne soient pas disjointes, il existe don

un z tel que xRz et zRy, e qui implique par transitivité que xRy. Les lasses d'équivalene de x
et de y sont alors les mêmes. Par ailleurs, tout élement de E appartient ertainement à une lasse

d'équivalene : la sienne !

Exemples : Pour la relation de parallélisme sur l'ensemble des droites du plan, la lasse d'équivalene

d'une droite donnée est onstituée de toutes les droites du plan qui lui sont parallèles. On l'appelle

diretion de la droite.

Pour la relation d'égalité (sur n'importe quel ensemble E), les lasses d'équivalene sont toutes

réduites à un seul élément, e qui prouve l'inintérêt total de ette relation. À l'inverse, si on dé�nit

une relation pour laquelle deux éléments de l'ensemble sont toujours en relation, il s'agira d'une

relation d'équivalene tout aussi idiote, pour laquelle on aura une seule lasse d'équivalene égale à

l'ensemble tout entier.

La relation dé�nie sur C par xRy si |x| = |y| est une relation d'équivalene, et ses lasses d'équivalene

sont, dans le plan omplexe, tous les erles onentriques entrés en l'origine du repère.

2.3 Relations d'ordre.

Les relations d'ordre sont un autre type partiulier de relations qui, omme leur nom l'indique,

ont pour but d'ordonner les éléments de l'ensemble, et non plus de les ranger par atégorie. Il

su�t de hanger une propriété par rapport aux relations d'équivalene pour obtenir ette nouvelle

signi�ation :

Dé�nition 14. Une relation d'ordre R sur un ensemble E est une relation binaire sur E qui est

ré�exive, antisymétrique et transitive.

On interprètera dans e as la relation xRy omme � x est plus petit que y � (ou plus grand, les

propriétés seraient les mêmes).

Exemples : L'exemple le plus évident de relation d'ordre est la relation 6 dans R. Notons que la

relation < n'est pas une relation d'ordre ar elle n'est pas ré�exive. De plus, la relation 6 est une

relation d'ordre totale, e qui a une onséquene très forte : on peut représenter l'ensemble des réels

de façon � ordonnée � omme points d'une droite, un réel situé à gauhe d'un autre étant plus petit

que e dernier. On pourra avoir le même type de représentation pour n'importe quel ensemble muni

d'une relation d'ordre, à ondition que elle-i soit totale.

Un exemple beauoup plus omplexe est la relation de divisibilité sur l'ensemble N des entiers naturels

non nuls. On dit qu'un entier p divise un autre entier q, et on note p | q, si ∃k ∈ N, q = kp. Il n'est
pas très di�ile de véri�er que ette relation est bien une relation d'ordre : tout entier se divise

lui-même, et un entier qui en divise un autre est néessairement plus petit que e dernier (sauf dans

le as partiulier où e dernier est égal à 0, mais 0 ne divisant personne, il ne pose pas de problème

pour l'antisymétrie), don p | q et q | p implique que p 6 q et q 6 p, don q = p. En�n si p | q et

q | r alors q = kp et r = k′q, ave (k, k′) ∈ N2
, don r = kk′p, e qui prouve que p divise r. Par

ontre, ette relation d'ordre n'est pas totale, puisque par exemple 2 et 3 ne sont pas omparables.

Si on essaye de plaer tous les entiers sur un shéma illustrant ette relation d'ordre, on va obtenir

quelque hose d'a�reusement plus ompliqué que la droite bien ordonnée des nombres réels (haque

�èhe représente une paire d'entiers reliés par la relation de divisibilité) :
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2

3

5

7

4

6

9

10

15

14

8 16

12

18

01

11

13

17

Dé�nition 15. Soit E un ensemble muni d'une relation d'ordre R, et A un sous-ensemble de E.

• L'élément M ∈ E est un majorant de A (ou A est majorée par M) si ∀x ∈ A, x 6 M .

• L'élément m est un minorant de A (ou A est minorée par m) si ∀x ∈ A, m 6 x.
• L'ensemble A admet un maximum s'il existe un élément de A qui majore A. Un tel élément

est alors noté max(A).
• L'ensemble A admet un minimum s'il existe un élément de A qui minore A. Un tel élément

est alors noté min(A).
• L'ensemble A est borné s'il admet à la fois (au moins) un majorant et un minorant.

Exemple : Si on reprend la relation de divisibilité sur N, le sous-ensemble A = {6, 12, 24, 36} est

minoré par 3 par 2 (ou même pas 1 ou par 6, qui est aussi un minorant de l'ensemble. Ce même

ensemble est majoré par 96, mais n'admet pas de maximum (s'il y avait un maximum e serait

néessairmeent 36, qui n'est pas divisible par 24). Remarquons que, pour ette relation, l'ensemble

N tout entier admet à la fois un minimum (égal à 1) et un maximum (égal à 0).

Remarque 8. Quand un sous-ensemble est minoré (ou majoré), il admet presque toujours plusieurs

majorants. Par ontre, s'il y a un minimum (ou un maximum), il est unique. En e�et, si on suppose

que deux éléments m et m′
sont simulatément des minima de A, on aura à la fois mRm′

(puisque m
minore A et m′ ∈ A) et symétriquement m′Rm. L'antisymétrie d'une relation d'ordre impose alors

que m = m′
.

3 Méthodes de alul sur les nombres réels.

3.1 Ordre et inégalités dans R.

Dé�nition 16. L'ordre naturel sur l'ensemble R est l'ordre donné par la relation d'ordre 6.

Remarque 9. Le fait que 6 est bien une relation d'ordre est � évident � si on aepte que notre

vision intuitive de l'ensemble R est mathématiquement orrete. En réalité, onstruire rigoureusement

9



l'ensemble des réels est une tâhe loin d'être aisée, que nous n'entreprendrons d'ailleurs pas ette

année.

Dé�nition 17. Un sous-ensemble A ∈ R admet une borne supérieure s'il est majoré et si l'en-

semble de ses majorants admet un minimum. Ce minimum est alors appelé borne supérieure de A
et noté sup(A).

La borne inférieure de l'ensemble A est dé�nie symétriquement omme le maximum de l'ensemble

de ses minorants, s'il existe.

Exemple : L'intervalle [2, 4[ admet pour borne inférieure 2 (qui est également le minimum de et

intervalle) et pour borne supérieure 4 (mais il n'admet pas de maximum). L'intervalle [2,+∞[ n'est
pas majoré, et n'a don pas non plus de maximum ni de borne supérieure.

Remarque 10. Si l'ensemble A admet un minimum (respetivement un maximum), alors il admet

une borne inférieure (resp. supérieure) égale à e minimum (resp. maximum).

Théorème 1. Caratérisation de la borne supérieure.

Soit A ⊂ R et M ∈ R, alors M = sup(A) si et seulement si :

• M est un majorant de A.
• ∀ε > 0, ∃x ∈ A, M − ε < x.

On dispose bien sûr d'une aratérisation symétrique de la borne inférieure.

Démonstration. Supposons pour ommener que M = sup(A), alors M majore A par dé�nition

de la borne supérieure. On proède ensuite par ontraposée : si la deuxième proposition de notre

aratérisation n'est pas véri�ée, on peut trouver un ε > 0 pour lequel x 6 M − ε pour tout élément

x appartenant à A. Autrement dit, M − ε serait un majorant de A, et M ne serait don pas le plus

petit majorant de A, e qui prouve que M 6= sup(A).

La réiproque est très similaire : si on suppose nos deux propriétés véri�ées et qu'on suppose de plus

que M n'est pas borne supérieure de A, il existe don un majorant M ′
de A stritement inférieure

à M . En notant ε = M −M ′
, on ne peut alors trouver auun élément x dans A véri�ant M − ε < x,

puisque ela signi�erait que M ′ < x, alors que M ′
est un majorant de A.

Théorème 2. Tout sous-ensemble non vide et majoré de R admet une borne supérieure.

Tout sous-ensemble non vide et minoré de R admet une borne inférieure.

Cette propriété est en fait une aratéristique absolument fondamentale de l'ensemble R, qui le

distingue par exemple de Q. Enore un théorème que nous ne pourrons pas démontrer faute de

onstrution laire de l'ensemble R.

10



Proposition 6. Règles de alul sur les inégalités dans R.

• On peut ajouter ou soustraire une même onstante à tous les membres d'une inéga-

lité ou d'un enadrement.

Exemple : si 1 6 x 6 3, on aura −2 6 x− 3 6 0.

• On peut multiplier ou diviser une inégalité par une onstante, en hangeant le sens

des inégalités si ette onstante est négative.

Exemple : si 1 6 x 6 3, alors −6 6 −2x 6 −2.

• On peut additionner membre à membre des inégalités ou des enadrements.

Exemple : si 1 6 x 6 3 et 2 6 y 6 5, alors 3 6 x+ y 6 8.

• On ne peut pas soustraire deux inégalités membre à membre.

Exemple : en reprenant l'exemple préédent, si on souhaite enadrer x − y, on
ommene par enadrer −y sous la forme −5 6 −y 6 −2, puis on additionne les

enadrements de x et de −y pour obtenir −4 6 x− y 6 1.

• On peut multiplier membre à membre deux inégalités seulement si leurs membres

sont tous positifs. Dans le as ontraire, il onvient de prendre soin de ré�éhir aux

bornes obtenues.

Exemple : ainsi, toujours ave les mêmes enadrements pour x et y, on obtient

2 6 xy 6 15.

• On peut inverser une inégalité à ondition que tous ses membres soient de même

signe (positifs ou négatifs, peu importe), en hangeant le sens des inégalités.

Exemple : ela déoule de la déroissane de la fontion inverse sur les intervalles

]−∞; 0[ et ]0;+∞[. Ii, on aura

1

3
6

1

x
6 1.

• Pour diviser deux inégalités, tout omme pour la soustration, on ommene par

enadrer un inverse avant de tenter une multipliation.

Exemple : ainsi, on aura ii

2

3
6

y

x
6 5.

• On peut appliquer à une inégalité toute fontion roissante sans en hanger le sens,

et toute fontion déroissante en en hangeant le sens. Par exemple, quand ela a

un sens, on peut mettre des raines arrées sur tous les membres d'une inégalité

sans problème.

Exemple : résolution d'inéquation à l'aide d'un tableau de signes. On souhaite résoudre l'inéquation

x2 + x− 2

x+ 2
> 2. pour ela, on ne multiplie surtout pas les deux membres par x + 2, ar son signe

dépend de x. À la plae, on fait tout passer à gauhe et on met au même dénominateur, pour obtenir

l'inéquation

x2 − x− 6

x+ 2
> 0. Le numérateur a pour disriminant ∆ = 1 + 24 = 25 et admet don

pour raines x1 =
1 + 5

2
= 3 et x2 =

1− 5

2
= −2. On peut alors dresser le tableau de signes suivant :

x −2 3

x2 − x− 6 + 0 − 0 +

x+ 2 − 0 + +
x2 − x− 6

x+ 2
− − 0 +
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Il ne reste plus qu'a onlure : S = [3,+∞[.

Exemple 2 : On souhaite résoudre dans R l'inéquation ex + 2e−x 6 3. La bonne méthode ii est

de proéder au hangement de variable X = ex pour transformer l'inégalité en X +
2

X
6 3, soit

X2−3X+2 6 0 (on peut tout multiplier par X sans se souier du fait qu'il y ait une inégalité puisque

par onstrution X > 0). Le trin�me du membre de gauhe a pour disriminant ∆ = 9 − 8 = 1 et

admet pour raines X1 =
3− 1

2
= 1 et X2 =

3 + 1

2
= 2. Le trin�me est don négatif lorsque

X ∈ [1, 2], 'est-àdire lorsque x ∈ [0, ln(2)]. Il ne reste plus qu'à onlure : S = [0, ln(2)].

3.2 Identités remarquables et polyn�mes.

Proposition 7. Identités remarquables. Soient (a, b) ∈ C2
, alors :

• (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

• (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

• (a+ b)(a− b) = a2 − b2

• (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

• (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

• (a− b)(a2 + ab+ b2) = a3 − b3

Remarque 11. La troisième identité remarquable est utilisée dans tous les aluls faisant intervenir

des quantités onjuguées. La quantité onjuguée d'une somme A+B est simplement la di�érene

A−B. Le fait de multiplier numérateur et dénominateur d'une fration par une quantité onjuguée

permet par exemple de faire disparaitre les raines arrées se trouvant au dénominateur. Ainsi,

2−
√
2

3− 2
√
2
=

(2−
√
2)(3 + 2

√
2)

(3−
√
2)(3 +

√
2)

=
6 + 4

√
2− 3

√
2− 4

9− 8
= 2 +

√
2.

Dé�nition 18. Un polyn�me à oe�ients réels est une expression de la forme a0+a1x+ . . . anx
n
,

n étant un entier naturel appelé degré du polyn�me et a0, a1, . . .an des nombres réels appelés

oe�ients du polyn�me.

Proposition 8. Résolution des équations du seond degré ax2 + bx+ c = 0.

En notant ∆ = b2 − 4ac le disriminant de l'équation, on a les as suivants :

• si ∆ > 0, l'équation admet deux solutions x1 =
−b−

√
∆

2a
et x2 =

−b+
√
∆

2a
.

• si ∆ = 0, l'équation admet une seule solution double x =
−b

2a
.

• si ∆ < 0, l'équation admet deux solutions omplexes onjuguées

x1 =
−b− i

√
−∆

2a
et x2 =

−b+ i
√
−∆

2a
.
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Proposition 9. Tableau de signe d'un polyn�me du seond degré.

Dans le as où le polyn�me admet deux raines réelles, le tableau de signe ressemble à

ei :

x x1 x2
ax2 + bx+ c signe de a 0 signe opposé à elui de a 0 signe de a

Si le disriminant du trin�me est négatif ou nul, le polyn�me est toujours du signe de a,

et s'annule uniquement en − b

2a
si ∆ = 0.

Remarque 12. Lorsqu'on e�etue le tableau de signe d'un polyn�me, quel que soit son degré, le signe

se trouvant à droite de la dernière raine est toujours elui de a (oe�ient du terme de plus haut

degré).

Proposition 10. Si un polyn�me s'annule en x = a, alors on peut le fatoriser par (x−a)
(et le deuxième fateur sera un polyn�me de degré un de moins que le polyn�me initial).

Exemple : On utilise e prinipe pour résoudre notamment des équations du troisième degré quand

on arrive à en trouver une raine dite � évidente � (il existe des méthodes générales pour résoudre

les équations du troisième et du quatrième degré, mais elles ne sont pas au programme et néessitent

de toute façon des onnaissanes sur les nombres omplexes).

Prenons l'équation x3 − x2 − x− 2 = 0 (on veut la résoudre uniquement dans R), qui a pour raine

évidente 2 (puisque 23 − 22 − 2 − 2 = 0). On peut don e�etuer une fatorisation sous la forme

x3 − x2 − x− 2 = (x− 2)(ax2 + bx+ c). Pour déterminer les oe�ients a, b et c et pouvoir �nir la
résolution, nous utiliserons le prinipe suivant :

Proposition 11. Prinipe d'identi�ation des oe�ients.

Deux polyn�mes sont égaux si et seulement si ils ont les mêmes oe�ients.

Ii, en développant le membre de droite, on obtient x3−x2−x−2 = ax3+(b−2a)x2+(c−2b)x−2c,
dont on déduit, en regardant oe�ient par oe�ient, les égalités a = 1, b− 2a = −1, c− 2b = −1
et −2c = −2, d'où a = b = c = 1 (le système a une solution unique). On a don x3 − x2 − x− 2 =
(x− 2)(x2 + x+1). Le deuxième fateur ayant un disriminant négatif, il n'a pas de raine réelle, et

x = 2 est don l'unique solution de l'équation initiale.

Une autre tehnique est possible pour déterminer la fatorisation, elle de la division eulidienne. Le

prinipe est exatement le même que elui de la division eulidienne sur les entiers, que vous avez

apprise au primaire. Ii, on peut présenter le alul de la façon suivante :

X3 − X2 − X − 2 X − 2

− (X3 − 2X2) X2 +X + 1
X2 − X − 2

− (X2 − 2X)
X − 2

− (X − 2)
0

Conlusion : x3 − x2 − x− 2 = (x− 2)(x2 + x+ 1). La �n de la résolution se fait omme i-dessus.
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3.3 Valeurs absolues.

Dé�nition 19. La valeur absolue d'un réel x est sa distane à 0. Ainsi, une valeur absolue est

toujours positive. On peut généraliser e résultat en remarquant que, pour tous réels x et y, |x− y|
représente la distane entre x et y.

Exemple : Pour résoudre l'équation |x − 2| = 5, on peut la traduire sous la forme � La distane

entre x et 2 est égale à 5 �. Il existe alors deux possibilités pour x : soit x est à distane 5 à droite de

2, autrement dit x = 2+5 = 7, soit x est à distane 5 à gauhe de 2, autrement dit x = 2− 5 = −3.

2 7−3

+5−5

Autre méthode de résolution par le alul pur : les deux nombres ayant pour valeur absolue 5 sont 5
et −5, don on a x− 2 = 5 ou x− 2 = −5, e qui donne évidemment les deux mêmes solutions que

e-dessus.

Exemple : Pour résoudre l'inéquation |x − 1| > 3, les deux mêmes méthodes sont disponibles. En

revenant à la notion de distane, on veut que la distane de x à 1 soit au moins égale à 3, e qui

donne deux zones de solutions possibles, l'une à gauhe de −2, l'autre à droite de 4. Autrement dit,

S =]−∞;−2] ∪ [4;+∞[.

Par le alul, il faut faire attention à bien érire les deux inégalités possibles : x−1 > 3 ou x−1 6 −3,
e qui donne là-aussi les mêmes solutions.

Proposition 12. Deux nombres réels ont la même valeur absolue si et seulement si ils

sont égaux ou opposés.

Exemple : Pour résoudre une équation du type |x2−4x+5| = |x−1|, il su�t de onsidérer les deux

équations x2−4x+5 = x−1 et x2−4x+5 = 1−x et de les résoudre séparément. La première équation

x2 − 5x + 6 a pour disriminant ∆ = 25 − 24 = 1, et admet don deux raines x1 =
5 + 1

2
= 3, et

x2 =
5− 1

2
= 2. La deuxième équation x2− 3x+4 a pour disriminant ∆ = 9− 16 = −7 et n'admet

don pas de solutions. Finalement, l'équation initiale a don pour solutions 2 et 3.

Proposition 13. Quelques autres propriétés des valeurs absolues qui peuvent être utiles

pour les aluls :

• ∀x ∈ R, | − x| = |x|
• ∀(x, y) ∈ R2

, |xy| = |x| × |y|
• ∀x ∈ R, ∀y ∈ R∗

,

∣

∣

∣

x
y

∣

∣

∣
= |x|

|y|

• Inégalité triangulaire ∀(x, y) ∈ R2
, |x+ y| 6 |x|+ |y|

Exemple : Certaines équations faisant intervenir � trop � de valeurs absolues et ne pouvant être

résolues par les méthodes déjà dérites néessiteront l'emploi d'une tehnique prohe du tableau
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de signes, qui onsiste, omme pour un vrai tableau de signes, à distinguer plusieurs as suivant

les valeurs de x, et à essayer d'exprimer l'équation sans valeur absolue dans haun de es as.

Considérons par exemple l'équation |x + 2| + |2x − 1| + |x − 3| = 8. Nous pouvons faire le tableau

suivant :

x −∞ −2 1

2
3 +∞

|x+ 2| −x− 2 0 x+ 2 x+ 2 x+ 2

|2x− 1| 1− 2x 1− 2x 0 2x− 1 2x− 1

|x− 3| 3− x 3− x 3− x 0 x− 3

|x+ 2|+ |2x− 1|+ |x− 3| 2− 4x 6− 2x 2x+ 4 4x− 2

Il reste ensuite à résoudre l'équation sur haque intervalle (don à résoudre quatre équations), et

surtout à véri�er si haune des solutions obtenues appartient au bon intervalle. Ii,

• sur ] −∞;−2], 2 − 4x = 8 donne x = −3

2
, solution non valable ar stritement supérieure à

−2.

• sur

[

−2;
1

2

]

, 6− 2x = 8 donne x = −1, solution valable.

• sur

[

1

2
; 3

]

, 2x+ 4 = 8 donne x = 2, solution valable.

• sur [3;+∞[, 4x− 2 = 8 donne x =
5

2
, solution non valable.

Conlusion : S = {−1; 2}.

Dé�nition 20. La fontion valeur absolue est notée x 7→ |x|. Elle est dé�nie sur R par |x| = x si

x > 0 et |x| = −x si x 6 0. La fontion valeur absolue est paire.

Voii la ourbe représentative de la fontion valeur absolue, qui est en fait onstituée de par sa

dé�nition de deux demi-droites :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

Exemple : On veut étudier la fontion g dé�nie par l'équation g(x) = |x2−4x+3|. Le plus simple est

de ommener par ne pas se préoupper des valeurs absolues et étudier la fontion h : x 7→ x2−4x+3.
On étudiera les variations et le signe de h pour déduire les variations de g. En e�et, l'ajout de la

valeur absolue est assez simple à gérer : sur les intervalles où h sera positive, elle ne hange rien ; et

sur eux où h est négative, son signe et ses variations seront opposées (graphiquement, on e�etue

une symétrie par rapport à l'axe des absisses des moreaux de la ourbe de h situés en-dessous de

et axe). On peut faire le gros tableau suivant (je vous épargne le alul de h′ et elui des solutions
de l'équation h(x) = 0) :
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x −∞ 1 2 3 +∞

h

+∞❍❍❍❥0
❍❍❍❥−1

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

g

+∞
❅
❅
❅❘
0

✟✯✟✟

1
❍❍❍❥0

�✒
�

�

+∞

Et voii les deux ourbes, en bleu elle de g et en rouge pointillés elle de h :

0 1 2 3 4 5 6−1−2

0

1

2

3

4

5

−1

Remarque 13. Dans le as d'une étude de fontion où la valeur absolue n'englobe pas l'expression

entière de f(x) omme dans le as préédent, le plus simple et prudent est d'exprimer f sans utiliser

de valeur absolue, en distinguant plusieurs intervalles, et de faire une étude séparée sur haque

intervalle (en dérivant don plusieurs expressions di�érentes si besoin).
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