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Exerie 1 (12 points)

1. (a) On alule don lim
x→+∞

(fn(x) − nx + 2) =
−2ex

1 + ex
+ nx − nx + 2 =

2

1 + ex
. Plus de forme

indéterminée, on obtient diretement lim
x→+∞

fn(x) − nx + 2 = 0, e qui prouve que la droite

d'équation y = nx− 2 (attention au signe de l'ordonnée à l'origine) est asymptote oblique à la

ourbe Cn en +∞.

(b) De l'autre �té, on a plus simplement lim
x→−∞

−2ex

1 + ex
= 0, don lim

x→−∞

fn(x) − nx = 0. Cette

fois-i, 'est la droite d'équation y = nx qui est asymptote à la ourbe Cn en −∞.

2. (a) Comme son dénominateur ne s'annule jamais, fn est dé�nie et dérivable sur R, et f ′(x) =
−2ex(1 + ex) + 2ex × ex

(1 + ex)2
+ n =

−2ex

(1 + ex)2
+ n.

(b) Tout étant positif, l'inégalité demandée est équivalente à 4ex 6 (1+ex)2, soit 4ex 6 1+2ex+e2x,

ou enore e2x− 2ex+1 > 0. On reonnaît dans le membre de gauhe une identité remarquable :

(ex − 1)2 est toujours positif, e prouve le résultat demandé.

() On déduit de l'inégalité démontrée à la question préédente que

−2ex

(1 + ex)2
> −

1

2
(il su�t de

tout multiplier par −
1

2
en pensant évidemment à hanger le sens de l'inégalité). Pour tout entier

n > 1, on aura don

−2ex

(1 + ex)2
+n > n−

1

2
> 0, e qui prouve que fn sera stritement roissante

sur R. Si n = 0, 'est enore plus simple,

−2ex

(1 + ex)2
< 0 don la fontion f0 est stritement

déroissante sur R.

3. (a) On alule fn(0) =
−2

1 + 1
+ 0 = −1, et f ′

n
(0) =

−2

(1 + 1)2
+ n = n−

1

2
. La tangente a don pour

équation y =

(

n−
1

2

)

x− 1.

(b) La fontion fn est dérivable une deuxième fois, et f ′′

n
(x) =

−2ex(1 + ex)2 + 2ex × 2(1 + ex)

(1 + ex)4
=

4ex − 2ex(1 + ex)

(1 + ex)3
=

2ex(1− ex)

(1 + ex)3
. Cette dérivée seonde est du signe de 1 − ex (tous les autres

fateurs sont positifs) don elle s'annule e�etivement en hangeant de signe en 0, et nulle part
ailleurs.

4. Le alul des asymptotes e�etué plus haut donne la valeur des limites pour nos deux fontions

(limites �nies égales à 0 et −2 pour f0). On in�que bien sûr sur nos ourbes es asymptotes, ainsi

que les tangentes alulées à la question préédente. La ourbe rouge est elle de f0, la ourbe bleue

elle de f2 :
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5. (a) Il s'agit en fait de aluler l'intégrale A(t) =

∫

t

0

fn(x)− (nx− 2) dx =

∫

t

0

−2ex

1 + ex
+ 2 dx (il est

ii nettement préférable de ne pas mettre au même dénominateur omme on l'avait fait pour le

alul de limite de la première question). Au fateur −2 près situé au numérateur, on reonnaît

dans le premier moreau un quotient de la forme

u′

u
, don A(t) = [−2 ln(1 + ex) + 2x]t0 =

−2 ln(1 + ex) + 2x+ 2 ln(2).

(b) Le plus simple est de faire apparaître un ln là où il n'y en a pas pour pouvoir simpli�er :

2x = 2 ln(ex), don A(t) = −2 ln(1+ex)+2 ln(ex)+2 ln(2) = 2 ln(2)−2 ln

(

1 + ex

ex

)

= 2 ln(2)−

2 ln(1 + e−x). Plus de forme indéterminée sous ette forme, on obtient lim
t→+∞

A(t) = 2 ln(2).

Partie II

1. (a) La fontion f0 est stritement déroissante, don la fontion g : x 7→ f0(x) − x l'est égale-

ment (pour eux pour qui ça ne semble pas évident, sa dérivée sera égale à f ′

0(x) − 1, qui
est ertainement négatif si f ′

0(x) l'est déjà). De plus, g est ontinue et lim
x→−∞

g(x) = +∞ et

lim
x→+∞

g(x) = −∞ (ela déoule immédiatement des limites �nies alulées pour f0). La fontion

g est don bijetive de R dans R, et en partiulier 0 admet un unique antéédent par g. Il existe

don un unique réel véri�ant f0(x) − x = 0, ou f0(x) = x.

(b) On a déjà vu dans la première partie que −
1

2
6

−2ex

(1 + ex)2
6 0, don l'inégalité demandée

déoule immédiatement.

2. (a) Il su�t d'appliquer l'inégalité admise en posant z = un et y = un. Comme f0(un) = un+1 (par

dé�nition), et f0(α) = α ('est également sa dé�nition !), ela donne e�etivement |un+1 −α| 6
1

2
|un − α|.

(b) On va démontrer ette nouvelle inégalité par réurrene. Pour n = 0, elle est évidente puisqu'elle
a�rme que |0−α| 6 |α|. Supposons désormais l'inégalité véri�ée au rang n, alors, en exploitant
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l'inégalité de la question préédente puis l'hypothèse de réurrene, |un+1 − α| 6
1

2
|un − α| 6

1

2
×

1

2n
|α| 6

1

2n+1
|α|, e qui est exatement la formule souhaitée au rang n+1. La propriété est

initialisée et héréditaire, d'après le prinipe de réurrene, elle est don vraie pour tout entier

naturel n.

() Une valeur absolue étant toujours positive, 0 6 |un − α| 6
1

2n
|α|. Comme le membre de droite

de ette inégalité tend vers 0 (suite géométrique), le théorème des gendarmes permet d'a�rmer

que lim
n→+∞

|un − α| = 0, 'est-à-dire que lim
n→+∞

un = α.

Partie III

1. (a) C'est une onséquene immédiate du fait que fn est bijetive de R dans R si n > 1 (don a

fortiori si n > 2).

(b) On sait que fn(0) = −1 < 0 et fn(1) =
−2e

1 + e
+ n > 0 en exploitant la donnée de l'énoné.

La fontion fn est don ontinue et hange de signe sur l'intervalle [0, 1]. D'après le théorème

des valeurs intermédiaires, elle s'annule don sur l'intervalle ]0, 1[. Comme xn est l'absisse de

l'unique point d'annulation de fn, on a don bien 0 < xn < 1.

2. (a) Par dé�nition, fn(xn) = 0. Or, fn+1(x) =
−2ex

1 + ex
+ (n + 1)x = fn(x) + x. On en déduit que

fn+1(xn) = xn > 0.

(b) Toujours par dé�nition, fn+1(xn+1) = 0. Le résultat de la question préédente prouve don que

fn+1(xn) > fn+1(xn+1). Comme la fontion fn+1 est stritement roissante, on en déduit que

xn > xn+1, e qui signi�e bien que la suite (xn) est stritement déroissante.

() La suite est déroissante et minorée par 0, elle onverge don (théorème de onvergene mono-

tone).

3. (a) Par dé�nition, fn(xn) = 0, don
−2exn

1 + exn

+ nxn = 0. Autrement dit, nxn = −f0(xn). Or, la

fontion f0 est stritement déroissante, et on a déjà prouvé que 0 < xn < 1. On peut don

a�rmer que f0(1) < f0(xn) < f0(0), soit −
2e

1 + e
< f0(xn) < −1. En dédoule l'enadrement

1 < nxn <
2e

1 + e
, puis elui demandé en divisant simplement tout par n.

(b) Le théorème des gendarmes permet diretement de onlure que lim
n→+∞

xn = 0. La ontinuité de

la fontion f0 entraîne alors que lim
n→+∞

f0(xn) = f0(0) = −1. Le fait que nxn = −f0(xn) donne

alors lim
n→+∞

nxn = 1.

4. (a) C'est évident puisque la suite est déroissante.

(b) On déduit du résultat préédent que (xn)
n 6 (x2)

n
. Or, x2 ∈]0, 1[, don lim

n→+∞

xn

2 = 0. Comme

par ailleurs xn

n
est évidemment stritement positif, une dernière appliation du théorème des

gendarmes donne lim
n→+∞

xn

n
= 0.

Exerie 2

1. (a) Il manquait bien sûr un z derrière le oe�ient (a + b + c) dans l'énoné. On peut aluler

un disriminant pour résoudre des équations du seond degré même quand les oe�ients sont

omplexes, mais omme ça ne doit pas (enore) faire partie de vos habitudes, ontentons-nous

plut�t de remarquer qu'il y a deux solutions évidentes à ette équation : z = c onvient, et

z = a+ b également. En fait, l'équation peut se fatoriser sous la forme (z − c)(z − a− b) = 0,
et les deux solutions évidentes sont les seules.

(b) Une astue lassique pour aluler la forme exponentielle d'une somme (ou d'une di�érene) de

deux exponentielles omplexes est la fatorisation par l'angle moitié. Ii, a + b = ei
π

2 + ei
π

3 =
ei

6π

12 + ei
4π

12 = ei
5π

12 (ei
π

12 + e−i
π

12 ). On peut maintenant exploiter les formules d'Euler pour

simpli�er la parenthèse : ei
π

12 + e−i
π

12 = 2 cos
( π

12

)

, qui est don le module de notre nombre

omplexe a+b, qui a pour argument

5π

12
. Pour les plus motivés, on peut même aluler la valeur
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exate de cos
( π

12

)

à l'aide de formules de trigonométrie, mais on réservera e genre de aluls

pour le hapitre qu'on ne tardera pas à onsarer entièrement à la trigonométrie.

Même prinipe pour aluler a−b = ei
5π

12 (ei
π

12 −e−i
π

12 ) = ei
5π

12 ×2i sin
( π

12

)

. Il reste ette fois-i

à se débarasser du fateur i en l'érivant sous la forme ei
π

2
pour l'intégrer à l'exponentielle :

a− b = 2 sin
( π

12

)

ei
11π

12
, e qui donne la formule exponentielle souhaitée.

2. On onsidère les trois points A, B et C d'a�xes respetives a, b et c dans un repère orthonormé

diret. On suppose que es trois points ne sont pas alignés. On note P (et p l'a�xe orrespondante)

le entre de la rotation d'angle

π

2
qui tranforme B et A, et Q (a�xe q) le entre de la rotation

d'angle −
π

2
qui transforme C en A. En�n, on note D (a�xe d) le milieu de [BC].

(a) Si A est l'image de B par un quart de tour entré en P , alors b − p = i(a − p) (si ça ne vous

semble pas lair, ré�ehissez à l'e�et que peut avoir une multipliation par i sur un nombre

omplexe). On en déduit que b − ia = p(1 − i), ou enore, en multipliant tout par 1 + i,

2p = (1+ i)(b− ia) = b− ia+ ib+a, e qui est bien la première formule demandée. La deuxième

s'obtient quasiment de la même façon, en faisant simplement attention au hangement de signe

de l'angle de la rotation : a− q = −i(c− q), don a+ ic = q(1 + i). On multiplie ette fois par

1− i : 2q = (a+ ic)(1− i) = a+ c+ ic− ia.

(b) Puisque D est le milieu de [BC], on a d =
b+ c

2
puis, quitte à tout multiplier par 2 en haut

et en bas,

p− d

q − d
=

2p− b− c

2q − b− c
. On exploite les résultats de la question préédente pour obtenir

p− d

q − d
=

a− c+ (a− b)i

a− b+ (c− a)i
=

i(a− b) + i2(c− a)

a− b+ i(c− a)
= i.

() Le alul préédent nous donne deux informations de nature géométrique : d'une part,

∣

∣

∣

∣

p− d

q − d

∣

∣

∣

∣

=

|i| = 1. Or, un module de quotient est égal au quotient des modules, et surtout on peut in-

terpréter les modules de di�érenes omme des distanes : |p − d| = PD et |q − d| = QD. Le

quotient ayant pour module 1, on en déduit que PD = QD, 'est-à-dire que le triangle PDQ

est isoèle en D. D'autre part, le quotient

p− d

q − d
a également pour argument

π

2
, e qui se traduit

exatement par le fait que l'angle P̂DQ est un angle droit. Le triangle PDQ est don isoèle

retangle en D.

3. (a) Si E est symétrique de B par rapport à P , en gardant les mêmes notations pour les a�xes que

pour les points préédents, on a e−p = p−b, ou enore e = 2p−b. De même, f = 2q−c. En�n,K

en tant que milieu de [EF ] véri�e k =
e+ f

2
= p+q−

b+ c

2
. On reprend les résultats préédents

pour exprimer p et q en fontion de a, b et c : k =
a+ b

2
+ i

a− b

2
+

a+ c

2
+ i

c− a

2
−

b+ c

2
=

a+ i
c− b

2
. C'est exatement e qu'on devait obtenir.

(b) Vous n'avez a priori pas vu les outils pour traiter failement e genre de question. Il suf-

�t en fait de aluler, de manière très similaire à e qu'on a fait préédemment,

p− k

q − k
=

a+ b+ i(a− b)− 2a− (c− b)i

a+ c+ (c− a)i− 2a− (c− b)i
=

b− a+ i(a− c)

c− a+ i(b− a)
= −i. On en déduit, exatement omme on

a fait plus haut, que le triangle PKQ est lui aussi isoèle retangle en K. Les quatre point

appartiennent alors de façon évidente au erle de diamètre [PQ]. En fait, on peut même en

déduire que PKQD est un arré.

Exerie 3

1. (a) Une question faile pour ommener : 47× 11− 43× 12 = 517− 516 = 1.

(b) C'est un résultat lassique pour e genre d'équations : les solutions seront tous les ouples de

la forme (11 + 43k, 12 + 47k), ave k ∈ Z. En e�et, si (p, q) est solution de l'équation, en lui

soustrayant le as partiulier qu'on vient d'obtenir, on a 47(p − 11) − 43(q − 12) = 0. On a

don 47(p − 11) qui est divisible par 43, et omme 43 et 47 sont des entiers premiers entre
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eux (on vient d'obtenir une identité de Bezout pour es deux entiers), le théorème de Gauss

permet d'a�rmer que 43 divise p− 11, don que p est de la forme 43k. En reportant dans notre

équation, on en déduit diretement que q = 12 + 47k. Réiproquement, de tels ouples sont

solution : 47(11 + 43k)− 43(12 + 47k) = 47× 11− 43× 12 = 1.

2. (a) Si x et 43 ne sont pas premiers entre eux, alors x est un multiple de 43, qui est un nombre premier.

Mais dans e as, x41
est aussi mutliple de 43, e qui ontredit évidemment grossièrement le fait

que x soit solution de l'équation. Le fait que x42 ≡ 1[43] est alors donné par le petit théorème

de Fermat (normalement à votre programme de maths expertes de Terminale).

(b) Puisque x41 ≡ 4[43], on a x42 ≡ 4x[43] don (en exploitant la �n de la question préédente)

4x ≡ 1[43]. Or 4×11 ≡ 1[43], don 4(x−11) est un multiple de 43. Comme 43 et 4 sont premiers

entre eux, x− 11 est néessairement multiple de 43.

() On a prouvé que es solutions sont néessairement ongrues à 11 modulo 43, reste à prouver la

réiproque. Si x ≡ 11[43], alors x42 ≡ 1142[43] ≡ 1[43] (toujours le petit theorème de Fermat).

En notant a = 1141, on a don 11a ≡ 1[43] ≡ 11 × 4[43], e qui prouve que 11(a − 4) est un
multiple de 43, et a − 4 également (puisque, bien entendu, 11 et 43 sont premiers entre eux).

On en déduit que 1141 ≡ 4[43], et don x41 ≡ 4[43], e qui prouve que x est bien solution de

l'équation.

3. (a) On a déjà prouvé préédemment que la première équation est véri�ée par x. La deuxième est

une onséquene direte du petit théorème de Fermat : x46 ≡ 1[47], don x47 ≡ x[47].

(b) On remarque bien entendu que 527 n'a pas été hoisi au hasard, puisque 527 = 43× 12 + 11 =
47 × 11 + 10. Notre dernier système est don équivalent aux deux équations x ≡ 527[43] et
x ≡ 527[47]. Le nombre x−527 est don un mutliple ommun à 43 et 47, don également multiple

de leur produit 2 021, puisque e sont deux nombres premiers. On a don bien x ≡ 527[2 021].

() La réiproque étant immédiate, les solutions sont tous les entiers x de la forme 527 + 2 021k.
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