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1. Le dénominateur de la fraction se factorise sous la forme X3+ X2+ X = X(X2+ X +1) = X.

~1+iV3

Le deuxiéme facteur a pour discriminant A =1 — 4 = —3 et pour racines X; = 5
o —1—1iv3 27 -
eiF = j, et Xo = 2\f — % = j. La décomposition en éléments simples dans
a b b . . .
C(X) sera donc de la forme FF = — + + — (pas de partie entiére puisque le

X X-7 X-—j
numérateur de F' est de degré 2 et son dénominateur de degré 3, et les numérateurs des
parties polaires complexes sont conjugués puisque F' est & coefficients réels). On calcule les
deux coefficients a et b de facon classique : en multipliant par X puis en évaluant pour

-1
X =0,ona T =% donc ¢ = —1. En multipliant par X — j avant d’évaluer pour X = j,

252 — 1 252 — 1 -
on trouve ‘77, = b, soit b = ‘,727, puisque 77 = |j|> = 1. On sait par ailleurs que
3 =) =177 B
—-25—3 274+ 3)(5 +2 245+3(j+3)+6 54+
1+j+42=0,donc b= j :(‘.]—F )(—j+ )= +j+.(]i_])+ =2%J puisque
—j=2  (+2)(+2) 1+2(j+7)+4 3
_ o 1 94iv/3  9—-iV3
j +j = —1. La décomposition de F' dans C(X) est donc F = —— + — + —.
G0 X 6(X—j) 6(X-7)
On regroupe les deux derniers termes pour obtenir la décomposition dans R(X) : F' = X +
O+iVHX D+ O-WB(X—f) 1 3N+l
6(X2+X+1) X X2+ X+
2. 1l faut cette fois-ci commencer par une division euclidienne :
x> + x4 -1 X3 - X
(X5 - X3 X2+ X +1
Xt + X3 -1
_ (X4 _ X2)
X3+ Xx? -1
- - X)
X2 + X -1
X2+ X -1

On peut donc écrire F = X2+ X +1+ . Le dénominateur de la fraction restante

X3 _
se factorise immédiatement en X (X — 1)(X + 1), il peut donc se décomposer sous la forme
X2+ X -1 a b c

X3 —-X X X-1 X+1
vue en cours de « dérivation du dénominateur » pour trouver les trois constantes. On évalue

X2+ X -1 1
donc la fraction ﬁ en 0 pour obtenir @ = 1, en 1 pour obtenir b = 5 et en —1 pour
1 1

1 1
obtenir ¢ = —3 Il est temps de conclure : F:X2+X+1+}+ 20X - 1) 2(X+1)

3. Ne surtout pas se lancer dans des calculs pénibles on pose simplement ¥ = X — 1, donc X =

On peut par exemple appliquer la méthode classique




Y+ = (Y +1)2+1 Y4 4Y3+6Y2+4Y +1-Y2 -2V —1+1

Y+1:F = Vi = y4 -
Y4 4+4Y3 +5Y242Y +1 4 5 2 1
+ +Y4 + Tl 1+ % + vz + V3 + i 1l ne reste plus qu’a conclure : F' =
4 5 2 1
1+ + + +

X-1 (X-12 (X-13 X-1%
. Dans le cas des poles doubles, le plus rapide est d’appliquer la méthode vue en cours. On com-

X -2 X+1)2—2(X+1)(X -2
mence par poser G = (X —1)2F = m, et calculer G’ = (X+1) (X(+ 1—;—4 ) ) =
X+1-2(X-2 —-X+5 1 1

+(X +(1)3 ) = X ++1)3. Comme G(1) = ~1 et G'(1) = 3= o la partie polaire asso-
1 1
ciée au pole 1 dans la décomposition en éléments simples de F' sera (X = 1) — (X =12 On
procéde de méme pour 'autre pole, en posant H = (X +1)2F = ﬁ et en dérivant : H' =
X-1)2-2X-1)(X-2) -X+3 3 1
( ) (X(+ Ty I ) = X _+1)3. Comme H(—1) = 1 et H'(—1) = 3 la deuxieéme
ti laire de notre dé iti L 3 Pas d tie entiére & cal
rti ir notr mposition ser — . rtie entiér -
partie polaire de notre décompositio sea2(X+1) (X 1) as de partie entiére a ca
1 t direct t 1 F L L L 3
culer, on peut directement conclure : F' = — — — :
On P 29X —1) 44X 12 2(X+1) 4X+1)2
. ) . a b c d e
. Ici, la décomposition sera de la forme F = — 4+ — + — + + On calcule

X X2 X3 X-1 X+1
facilement les coefficients d et e (on peut méme n’en calculer qu'un seul en exploitant la parité

1
si on est motivé) : en multipliant par X — 1 avant d’évaluer en 1, on a d = 37 et en multipliant

> 1 : 1 1
par X +1 avant d’évalueren —1, e = 3 1l suffit ensuite de calculer F'— (X = 1) — X 1)
2-X3(X+1)-X3(X-1)  2-2Xx*  (1+X)(1-X%*) -X?-1 1
2X3(X —1)(X +1) To2Xx3(X2-1)  X3(x2-1) X3 T X
< On peut conclure : F' = —% — % + 2(X1— 0 + X1 1)
. On va se contenter ici de divisions euclidiennes successives :
X1 - 2X X2 - X+2
- (X* - X3 4 2X?) X2+ X -1
X3 - 2Xx? - 2X
- (X3 - X% 4+ 2X)
- X? - 4x
+ (X2 - X + 2
- 5X + 2

Une deuxiéme division suffira & achever le travail, et celle-ci n’a méme pas vraiment besoin
d’étre posée : X2+ X —1=1x (X? -~ X +2)+2X — 3. On peut donc conclure facilement :

Fﬁ(X2—X+2)2+(2X—3)(X2—X+2)—5X+27 1 N 2X -3 N
B (X2 - X +2)3 X2 X422 (X2-X+2)2
—5X +2
(X2 - X +2)3



