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Énoncé :

1. ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, |un − l| ≤ ε

2. Sn =
∑

1≤i,j≤n

(i + j)2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

i2 + 2ij + j2 =

n∑
i=1

ni2 + n(n + 1)i +
n(n + 1)(2n + 1)

6
=

n2(n + 1)(2n + 1)

6
+

n2(n + 1)2

2
+

n2(n + 1)(2n + 1)

6
=

n2(n + 1)

6
(2n+1+3n+3+2n+1) =

n2(n + 1)(7n + 5)

6
.

3. On va utiliser un pivot de Gauss, mais en éliminant d'abord l'inconnue z qui a des coe�cients

plus sympathiques :
2x − 3y + 2z = 1
3x + y − z = 6 L2 ← 2L2 + L1

−4x + y − 2z = −2 L3 ← L3 + L1

⇔


2x − 3y + 2z = 1
8x − y = 13
−2x − 2y = −1 L3 ← L3 − 2L2

⇔


2x − 3y + 2z = 1
8x − y = 13
−18x = −27

Il ne reste plus qu'à remonter le système triangulaire obtenu : x =
27

18
=

3

2
, puis y = 8x−13 =

−1 et en�n z =
1

2
(1 + 3y − 2x) = −5

2
, soit S =

{(
3

2
,−1,−5

2

)}
.

4. Il s'agit bien sûr d'une suite arithmético-géométrique, dont l'équation de point �xe x =
1

2
x+3

a pour solution x = 6. On dé�nit donc une suite auxiliaire par vn = un−6 et on véri�e qu'elle

est géométrique : vn+1 = un+1 − 6 =
1

2
un + 3 − 6 =

1

2
(un − 6) =

1

2
vn. La suite (vn)

est géométrique de raison
1

2
et de premier terme v0 = u0 − 6 = −2, donc on a, ∀n ∈ N,

vn = −2 × 1

2n
= − 1

2n−1
, puis un = vn + 6 = 6 − 1

2n−1
. On peut donc calculer

n∑
k=0

uk =

n∑
k=0

6− 2

2k
= 6(n + 1)− 2×

1− 1
2n+1

1− 1
2

= 6(n + 1)− 4

(
1− 1

2n+1

)
= 6n + 2 +

1

2n−1
.

5. On reconnait une suite récurrente linéaire d'ordre 2. Son équation caractéristique 2x2−5x+2 =

0 a pour discriminant ∆ = 25 − 16 = 9 et admet deux racines réelles : r1 =
5 + 3

4
= 2 et

r2 =
5− 3

4
=

1

2
. Il existe donc deux réels A et B tels que ∀n ∈ N, un = A × 2n +

B

2n
. En

particulier, pour n = 0, on a A + B = u0 = −1 et pour n = 1, on a 2A +
1

2
B = u1 = 1. En

1



multipliant par 2 la deuxième équation et en soustrayant la première, 3A = 3 donc A = 1,

dont on déduit B = −2. Finalement, un = 2n − 1

2n−1
.

6. On va bien sûr procéder par décomposition en éléments simples puis télescopage :

• k3 + 4k2 + 3k = k(k2 + 4k+ 3) = k(k+ 1)(k+ 3) (on peut calculer un discriminant si c'est

vraiment nécessaire)

• il existe donc trois réels a, b et c tels que
2

k3 + 4k2 + 3k
=

a

k
+

b

k + 1
+

c

k + 3
. En multipliant

par k avant de poser k = 0, on trouve a =
2

3
; en multipliant par k + 1 puis en posant

k = −1, on a b = −1 ; en�n, en multipliant par k + 3 avant de poser k = −3, c =
1

3
. On

conclut :
2

k3 + 4k2 + 3k
=

2

3k
− 1

k + 1
+

1

3(k + 3)
.

• on termine le calcul à coups de décalages d'indices : Sn =
2

3

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k + 1
+

1

3

n∑
k=1

1

k + 3
=

2

3

n∑
k=1

1

k
−

n+1∑
k=2

1

k
+

1

3

n+3∑
k=4

1

k
=

2

3

(
1 +

1

2
+

1

3

)
+

2

3

n∑
k=4

1

k
− 1

2
− 1

3
− 1

n + 1
−

n∑
k=4

1

k
+

1

3

(
1

n + 1
+

1

n + 2
+

1

n + 3

)
+

1

3

n∑
k=4

1

k
=

2

3
× 11

6
− 5

6
− 2

3(n + 1)
+

1

3(n + 2)
+

1

3(n + 3)
=

7

18
− 2

3(n + 1)
+

1

3(n + 2)
+

1

3(n + 3)
.

2


