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Exer
i
e 1

1. On est i
i en présen
e d'un s
héma de Bernoulli (dépla
ements indépendants, probabilité

p 
onstante d'aller vers la droite, et on répète n fois l'expérien
e en 
omptant le nombre de

dépla
ements vers la droite), don
 Xn ∼ B(n, p). En parti
ulier, E(Xn) = np et V(Xn) = npq.

Puisque la parti
ule part de la position n0 et qu'elle e�e
tue en moyenne np dépla
ements vers

la droite et nq dépla
ements vers la gau
he, elle sera en moyenne après 
es dépla
ements en

position n0+n(p− q). Par exemple, si p = q =
1

2
, la position moyenne après les dépla
ements

sera la même que la position initiale, 
e qui est logique.

2. Dans 
e 
as, X4 ∼ B

(

4,
2

3

)

, et la parti
ule se retrouve en position 0 après quatre dépla
e-

ments si et seulement si elle a e�e
tué deux dépla
ements vers la droite et deux vers la gau
he.

Autrement dit, la probabilité re
her
hée vaut P(X4 = 2) =

(

4

2

)(

2

3

)2(1

3

)2

= 6×
4

9
×

1

9
=

8

27
.

Sur les six possiblités formées de deux dépla
ements à droite et deux à gau
he, il y en a

quatre qui font passer la parti
ule par la position −1 : GGDD (deux pas à gau
he puis deux

pas à droite), GDGD, GDDG, DGGD (les deux derniers, DDGG et DGDG, ne 
onviennent

pas). Cha
une des six possibilités ayant la même probabilité, la probabilité 
onditionnelle

demandée vaut

4

6
=

2

3
.

3. (a) Par hypothèse, si la parti
ule démarre en position 0, elle ne bougera jamais et s'arrêtera

don
 en position 0 ave
 probabilité 1, sans faire le moindre dépla
ement. De même, si elle

part de la position N , elle ne bougera pas non plus, et ne rejoindra don
 jamais la position

0.

(b) Puisqu'on a supposé k 6= 0 et k 6= N , la parti
ule fera au moins un dépla
ement. Dis-

tinguons deux 
as selon le premier dépla
ement e�e
tué : si elle part initialement vers la

droite (probabilité p), elle se retrouve en position k+1 et a désormais une probabilité ak+1

de �nir sa 
ourse en position 0 (on peut � oublier � le premier dépla
ement puisque tout

est indépendant). On a don
 une probabilité pak+1 que la parti
ule termine en position 0
en ayant fait un premier pas à droite. De même, on aura une probabilité qak−1 de �nir en

0 en faisant un permier pas vers la gau
he. Les deux 
as traités étant les seuls possibles

(et in
ompatibles), ak = pak+1 + qak−1.

(
) La suite (ak) est ré
urrente linéaire d'ordre 2 (le fait qu'elle ne soit pas dé�nie pour k > N

ne 
hange rien), d'équation 
ara
téristique

1

2
x2 − x +

1

2
= 0 dans le 
as où p = q =

1

2
(attention à ne pas se laisser piéger par les indi
es k + 1 et k − 1 utilisés dans l'énon
é).

Cette équation a pour dis
riminant ∆ = 1 − 1 = 0, et admet pour ra
ine double r0 = 1

(à un fa
teur

1

2
près, 
'est en fait une identité remarquable bien 
onnue). Il existe don


deux réels A et B tels que ak = A + Bk. Or, a0 = 1, don
 A = 1, et aN = 0, don
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0 = 1 + BN , soit B = −
1

N
. Finalement, ak = 1 −

k

N
pour tout entier k ∈ {0, . . . , N}.

Par exemple, pour N = 4, on obtient a0 = 1, a1 =
3

4
, a2 =

1

2
, a3 =

1

4
et a4 = 0, soit une

suite arithmétique. La probabilité de en position 0 est alors dire
tement proportionnelle

à la distan
e initiale de la parti
ule de la 
ase 4. Le fait que la suite soit dé
roissante est

logique, tout 
omme le fait qu'elle soit � symétrique � (a1 et a3 sont 
omplémentaires par

rapport à 1), puisque par exemple la probabilité de �nir en position 0 en partant de la

position 1 est la même que 
elle de �nir en position 4 en partant de la position 3.

(d) On a toujours une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2, don
 l'équation 
ara
téristique est

px2−x+q = 0. Son dis
riminant vaut∆ = 1−4pq = 1−4p(1−p) = 1−4p+4p2 = (1−2p)2,

et il y a don
 deux ra
ines distin
tes (puisque p 6=
1

2
) r1 =

1 + 1− 2p

2p
=

1

p
− 1 =

q

p
et

r2 =
1− 1 + 2p

2p
= 1. Il existe don
 deux 
onstantes A et B telles que ak = A+B

(

q

p

)k

.

La 
ondition a0 = 1 impose A+B = 1, la 
ondition aN = 0 impose A+B ×
qN

pN
= 0. En

soustrayant les deux équations, B

(

1−
qN

pN

)

= 1, don
 B =
pN

pN − qN
, puis A = 1−B =

−
qN

pN − qN
. Finalement, ak =

−qN + pN−kqk

pN − qN
=

qk(pN−k − qN−k)

pN − qN
.

(e) Pas vraiment besoin de refaire les 
al
uls, si on é
hange les valeurs de p et de q, la probabi-

lité bk sera la même que la probabilité aN−k 
al
ulée à la question pré
édente (la situation

est identique par symétrie du problème). Autrement dit, on 
al
ule bn en remplaçant p

par q et k par N − k dans le 
al
ul pré
édent : bk =
pN−k(qk − pk)

qN − pN
.

(f) Cal
ulons : ak+bk =
qk(pN−k − qN−k)

pN − qN
+
pN−k(qk − pk)

qN − pN
=

qkpN−k − qN − pN−kqk + pN

pN − qN
=

1. On en déduit que la probabilité que la parti
ule 
ontinue à se dépla
er sans jamais at-

teindre la position ou la position N pour se stabiliser est nulle, quelle que soit sa position

initiale.

Exer
i
e 2

A. Étude d'un endomorphisme.

1. Commençons par prouver que f est une appli
ation linéaire : si P1 et P2 sont deux polyn�mes

de E, et λ ∈ R, alors f(λP1 + P2) = (2X + 1)(λP1 + P2) − (X2 − 1)(λP1 + P2)
′ = λ(2X +

1)P1 + (2X + 1)P2 − λ(X2 − 1)P1 − (X2 − 1)P2 = λf(P1) + f(P2) en exploitant la linéarité

de la dérivation, 
e qui prouve que f est linéaire. De plus, si P = aX2 + bX + c, alors

f(P ) = (2X + 1)(aX2 + bX + c)− (X2 − 1)(2aX + b) = 2aX3 + 2bX2 + 2cX + aX2 + bX +
c − 2aX3 − bX2 + 2aX + b = (a + b)X2 + (2a + b+ 2c)X + b + c ∈ E, 
e qui prouve que f

est bien un endomorphisme.

2. Le 
al
ul général e�e
tué à la question pré
édente permet d'obtenir les images suivantes pour

les polyn�mes de la base 
anonique : f(1) = 2X+1, f(X) = X2+X+1 et f(X2) = X2+2X.

On en déduit dire
tement la matri
e demandée (en faisant attention à bien respe
ter l'ordre

des polyn�mes) : A =





1 1 0
2 1 2
0 1 1





.

3. Histoire de ne pas trop se fatiguer i
i, on peut dire
tement développer par rapport à la

première ligne : det(A) =

∣

∣

∣

∣

1 2
1 1

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

2 2
0 1

∣

∣

∣

∣

= −1− 2 = −3. Puisque 
e déterminant est non
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nul, la matri
e A est inversible, et l'appli
ation f est don
 bije
tive (
'est un automorphisme

de E).

4. L'équation proposée n'est autre que l'équation f(P ) = 0 é
rite légèrement di�éremment. Non

seulement 
ette équation n'a qu'une seule solution d'après la bije
tivité de f , mais on sait

même que 
ette unique solution est le polyn�me nul.

5. (a) On peut exploiter la matri
e A − I3 de l'endomorphisme g ou dire
tement poser P =
aX2 + bX + c pour obtenir que P ∈ ker(g) si (a, b, c) sont solutions du système







a + b = a

2a + b + 2c = b

b + c = c

. Un système parti
ulièrement di�
ile à résoudre i
i : b = 0

et c = −a, don
 ker(g) = Vect(X2 − 1) est un sous-espa
e ve
toriel de dimension 1 de

l'espa
e E. Le théorème du rang nous assure alors que dim(Im(g)) = 2. Or, g(1) = 2X
et g(X) = X2 + 1 ne sont pas proportionnels, ils su�sent don
 à engendrer l'image, et

Im(g) = Vect(X,X2 +1) (tant qu'à faire, on peut se débarasser de l'inutile fa
teur 2 dans

l'image de 1).

(b) Puisque les dimensions des deux espa
es ont une somme égale à 3, il su�t de prouver que

leur interse
tion est réduite au polyn�me nul. Or, X2−1, qui engendre ker(g), n'appartient
pas à Im(g) (
'est 
omplètement évident vu la base qu'on vient d'en donner), don
 ker(g)∩
Im(g) = {0} et E = ker(g) ⊕ Im(g).

(
) On 
al
ule par exemple (A− I3)
2 =





0 1 0
2 0 2
0 1 0





2

=





2 0 2
0 4 0
2 0 2



 6= A− I3. On a don


g2 6= g, et g n'est absolument pas un proje
teur.

B. Diagonalisation de f par une méthode originale.

1. Un réel λ est valeur propre de l'endomorphisme f s'il existe un ve
teur non nul u ∈ E tel que

f(u) = λu. Ce ve
teur est alors appelé ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λ. I
i, un

ve
teur propre est don
 un polyn�me véri�ant f(P ) = λP , soit (2X+1)P −(X2−1)P ′ = λP ,

ou en
ore (2X + 1− λ)P = (X2 − 1)P ′
, 
e qui est bien l'équation di�érentielle (Eλ).

2. Il s'agit d'une équation linéaire homogène du premier ordre, qu'on peut linéariser sous la forme

y′−
2x+ 1− λ

x2 − 1
y = 0 (équation bien dé�nie sur tout l'intervalle ]1,+∞[). Il reste don
 à trouver

une primitive de la fon
tion 
ontinue x 7→
2x+ 1− λ

x2 − 1
=

2x

x2 − 1
+

1− λ

x2 − 1
. Il faut e�e
tuer

une dé
omposition en éléments simples de la deuxième fra
tion, qu'on peut é
rire sous la

forme

1− λ

x2 − 1
=

a

x+ 1
+

b

x− 1
. Par la méthode 
lassique (on multiplie puis on rempla
e),

on trouve a =
λ− 1

2
et b =

1− λ

2
. Autrement dit, il faut intégrer la fon
tion x 7→

2x

x2 − 1
+

1− λ

2

(

1

x− 1
−

1

x+ 1

)

. Une primitive en est x 7→ ln(x2 − 1) +
1− λ

2
(ln(x− 1)− ln(x+ 1)),

don
 les solutions de (Eλ) sont les fon
tions y : x 7→ Keln(x
2
−1)+ 1−λ

2
(ln(x−1)+ln(x+1)) = K(x2−

1)

(

x− 1

x+ 1

)
1−λ

2

= K(x+ 1)
1+λ

2 (x− 1)
3−λ

2
, ave
 K ∈ R.

3. Pour que λ soit valeur propre, il faut que les solutions obtenues à la question pré
édente soient

des polyn�mes de degré au maximum 2. Pour 
ela, il faut déjà que les deux exposants

1 + λ

2

et

3− λ

2
soient des entiers naturels (positifs don
), 
e qui impose que λ soit un entier impair


ompris entre −1 (sinon le premier exposant est négatif) et 3 (sinon 
'est le deuxième qui

devient négatif). Il y a don
 trois 
andidats, reste à véri�er que ça donne bien un degré 
orre
t
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pour les poly�mes : pour λ = −1, on trouve (au fa
teur K près) (x+ 1)0(x− 1)2 = (x− 1)2,
on valide. Pour λ = 1, on trouve (x − 1)1(x + 1)1 = x2 − 1, on valide aussi, surtout que ça


orrespond à 
e qu'on a obtenu dans la première partie (
al
ul du noyau de g). En�n, pour

λ = 3, on a (x+ 1)2(x− 1)0 = (x+ 1)2, on valide à nouveau.

4. En fait, on les 
onnait déjà si on a fait 
orre
tement les 
al
uls de la question pré
édente.

Vé��ons quand même en revenant au 
al
ul expli
ite de f(P ) e�e
tué en début d'exer
i
e :

on a f(P ) = −P si (a+b)X2+(2a+b+2c)X+b+c = −aX2−bX−c, 
e qui donne le système







2a + b = 0
2a + 2b + 2c = 0

b + 2c = 0
. Les deux équations extrêments imposent b = −2a = −2c, et

don
 c = a. En reportant dans la deuxième équation, 2a− 4a+2a = 0 est toujours vrai, don


ker(f + id) = Vect(X2−2X+1) = Vect((X−1)2) 
omme prévu. De même, f(P ) = 3P si les


oe�
ients a, b et c sont solutions du système







−2a + b = 0
2a − 2b + 2c = 0

b − 2c = 0
. La résolution

est presque identique à la pré
édente : b = 2a = 2c don
 c = a, et la dernière équation est

toujours vraie, don
 ker(f − 3 id) = Vect(X2 + 2X + 1) = Vect((X + 1)2), là en
ore 
'est

normal.

5. On note don
 B = (X2 − 1,X2 − 2X + 1,X2 + 2X + 1). Puisqu'elle est 
onstituée de trois

polyn�mes dans un espa
e E de dimension 3, il su�t de véri�er qu'elle est libre pour prouver

que 
'est une base. Supposons a(X2−1)+b(X2−2X+1)+c(X2+2X+1) = 0, 
ela donne le
système a+ b+ c = 2c−2b = b+ c−a = 0. La deuxième équation donne c = b, en remplaçant

on trouve a+ 2b = −a + 2b = 0, 
e qui induit b = a = c = 0. La famille est bien libre, 
'est

une base de E.

6. Ave
 notre 
hoix de base B, Q =





−1 1 1
0 −2 2
1 1 1





. On va inverser la matri
e en résolvant

le système







−a + b + c = x

−2b + 2c = y

a + b + c = z

. La di�éren
e des équations extrêmes donne a =

−
1

2
x+

1

2
z, l'opération 2L3 + L2 permet alors de trouver 2a+ 4c = 2z + y, don
 c = −

1

2
a+

1

4
y +

1

2
z =

1

4
x +

1

4
y +

1

4
z, et en�n b = z − a − c =

1

4
x −

1

4
y +

1

4
z. La matri
e Q est don


inversible et Q−1 =
1

4





−2 0 2
1 −1 1
1 1 1





.

7. Les trois ve
teurs étant des ve
teurs propres, on a simplement D =





1 0 0
0 −1 0
0 0 3





. On sait

par ailleurs que D = Q−1AQ.

8. Ré
urren
e 
lassique pour la première partie : pour n = 0, QD0Q−1 = QQ−1 = I3 = A0
. De

plus, A = QDQ−1
, don
 en supposant la formule vraie au rang n, alors An+1 = A × An =

QDQ−1QDnQ−1 = QDn+1Q−1
. Il ne reste plus qu'à 
al
uler : Dn =





1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 3n





,

puis QDn =





−1 (−1)n 3n

0 2(−1)n+1 2× 3n

1 (−1)n 3n





et en�n

An =
1

4





3n + (−1)n + 2 3n + (−1)n+1 3n + (−1)n − 2
2.3n + 2(−1)n+1 2.3n + 2(−1)n 2.3n + 2(−1)n+1

3n + (−1)n − 2 3n + (−1)n+1 3n + (−1)n + 2





.
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Exer
i
e 3

I. Généralités.

1. L'équation y′ + 2xy = 0 admet pour solutions les fon
tions de la forme yh : x 7→ Ke−x2

,

ave
 K ∈ R. Tentons don
 la variation de la 
onstante en posant y(x) = K(x)e−x2

. On


al
ule y′(x) = K ′(x)e−x2

− 2xK(x)e−x2

, et la fon
tion y est solution parti
ulière de (E) si
K ′(x)e−x2

− 2xK(x)e−x2

+ 2xK(x)e−x2

= 1, don
 si K ′(x) = ex
2

. Le gros problème, 
'est

qu'on ne 
onnait pas de primitive simple de la fon
tion x 7→ ex
2

, et pour 
ause, puisqu'il n'en

existe au
une exprimable à l'aide des fon
tions usuelles !

2. La fon
tion x 7→

∫ x

0
et

2

est une primitive de la fon
tion x 7→ ex
2

, qui est elle-même de 
lasse

C∞
sur R, et elle est don
 C∞

. Son produit par une exponentielle qui est également de 
lasse

C∞
restera de 
lasse C∞

. De plus, g est de la forme K(x)e−x2

, ave
 K une primitive de la

fon
tion x 7→ ex
2

. Le 
al
ul de variation de la 
onstante de la question pré
édente montre que

g est solution de (E).

3. Posons h(x) =

∫ x

0
et

2

dt. Par parité de l'exponentielle intégrée,

∫ 0

−x

et
2

dt =

∫ x

0
et

2

dt, 
e qui

prouve que −h(−x) = h(x) (attention au mauvais sens des bornes 
�té négatif), et don
 que

h est impair. Son produit par une exponentielle paire donne don
 une fon
tion g impaire.

4. On applique simplement le théorème 
lassique du 
ours : les solutions sont les fon
tions de la

forme y : x 7→ g(x) +Ke−x2

, ave
 K ∈ R.

5. On 
al
ule fa
ilement ex
2

= 1 + x2 +
1

2
x4 + o(x4). Puisque h est une primitive de 
ette

fon
tion et qu'elle s'annule en 0, on peut intégrer le développement limité pré
édent : h(x) =

x+
1

3
x3+o(x4) (même pas besoin du troisième terme �nalement). Comme par ailleurs e−x2

=

1−x2+
1

2
x4+o(x4), on e�e
tue le produit pour obtenir g(x) =

(

1− x2 +
1

2
x4
)(

x+
1

3
x3
)

+

o(x4) = x +
1

3
x3 − x3 + o(x3) = x −

2

3
x3 + o(x3). La fon
tion g admet une tangente en 0

d'équation y = x, et puisque g(x) − x ∼ −
2

3
x3, la 
ourbe de g sera lo
alement au-dessus de


ette tangente à gau
he de 0 et en-dessous à droite de 0. Une allure lo
ale possible :
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6. Si la fon
tion h est 
onstamment nulle, elle admet un maximum égal à 0 atteint partout.

Oublions don
 
e 
as et supposons que h prenne au moins une valeur stri
tement positive :

h(a) = α > 0. Puisque h tend vers 0 en +∞, en revenant à la dé�nition de la limite, il existe

un réel b > a tel que −
α

2
6 f(x) 6

α

2
sur l'intervalle [b,+∞[. De plus, h étant 
ontinue sur le

segment [0, b], elle y admet un maximum (théorème du maximum) né
essairement supérieur

ou égal à α puisque a ∈ [0, b] et h(a) = α. Ce maximum est don
 un maximum pour h sur

tout l'intervalle [0,+∞[, 
e qui prouve le résultat demandé.

II. Développement limité des solutions de (E).

1. Une fon
tion solution de l'équation (E) est né
essairement au moins dérivable. Prouvons par

ré
urren
e qu'elle est en fait de 
lasse Dn+1
pour tout entier n. C'est le 
as pour n = 0


omme on vient de le signaler. Supposons désormais f dérivable n+1 fois, et 
onstatons que

l'équation (E) peut se mettre sous la forme y′ = 1−2xy. Ave
 l'hypothèse que f est de 
lasse

Dn+1
, le membre de droite de 
ette équation est Dn+1

, 
e qui prouve que f ′
est Dn+1

et don


que f est en fait Dn+2
. La fon
tion f est don
 dérivable � à l'in�ni � et de 
lasse C∞

.

2. On rempla
e brillamment x par 0 dans l'équation : f ′(0) = 1.

3. Une fon
tion C∞
admet des développements limités à tout ordre donnés par la formule de

Taylor, don
 ak =
f (k)(0)

k!
.

4. En dérivant n+1 fois l'équation (E) (
e qu'on a le droit de faire puisque tout est de 
lasse C∞
,

et en appliquant la formule de Leibniz pour dériver le produit xy (la formule ne 
ontiendra

que deux termes puisque toutes les dérivées du fa
teur x à partir de la deuxième sont nulles),

on obtient dire
tement y(n+2) + 2xy(n+1) + 2
(

n+1
1

)

y(n) = 0, 
'està-dire exa
tement le relation

demandée. En remplaçant x par 0 dans 
ette équation, et en exploitant la formule rappelée

pour ak à la question pré
édente, on a (n+ 2)!an+2 + 2(n+ 1)× n!an = 0, soit en fa
torisant

le tout par (n + 1)!, la relation (n+ 2)an+2 + 2an = 0.

5. On va e�e
tuer une ré
urren
e. Au rang p = 0, la formule a�rme que a1 =
(−1)0400!

1!
= 1.

Or, on sait que a1 = f ′(0) = 1, don
 la formule est véri�ée. Supposons-là désormais au rang

6



p, et exploitons le fait que (2p + 3)a2p+3 = −2a2p+1 (relation de la question pré
édente pour

n = 2p + 1) pour en déduire a2p+3 = −
2

2p+ 3
×

(−1)p4pp!

(2p+ 1)!
=

(−1)p+12× 4p(2p + 2)

(2p+ 3)(2p + 2)(2p + 1)!
=

(−1)p+14p+1(p + 1)!

(2p+ 3)!
, soit la formule souhaitée au rang suivant, 
e qui a
hève notre ré
urren
e.

6. Si f(0) = 1, on a don
 a0 = 1, puis a2 =
−1× 4× 1

2!
= −2, et a1 = 1 puis a3 =

−4

3!
= −

2

3
.

Autrement dit, f(x) = 1 + x − 2x2 −
2

3
x3 + o(x3). En parti
ulier, la solution f admet alors

une tanegente en 0 d'équation y = 1 + x, et 
omme f(x) − (1 + x) ∼ −2x2 < 0, la 
ourbe

sera en-dessous de 
ette tangente au voisinage de 0.

III. Étude de la fon
tion g.

1. La fon
tion t 7→ et
2

étant 
roissante sur l'intervalle [0, x] (
omposée de fon
tions 
roissantes),

on peut é
rire l'en
adrement e0
2

= 1 6 et
2

6 ex
2

, valable sur tout l'intervalle. Il su�t alors

d'intégrer 
et en
adrement entre 0 et x pour en déduire que x 6

∫ x

0
et

2

dt 6 xex
2

. Un simple

produit par la quantité positive e−x2

donne alors l'en
adrement demandé par l'énon
é.

2. Une inspiration soudaine m'in
ite à faire une IPP en posant u(t) =
1

t
, et don
 u′(t) = −

1

t2
,

et v′(t) = tet
2

qui a le bon goût d'être la dérivée de v(t) =
1

2
et

2

. Toutes 
es fon
tions sont

de 
lasse C1
sur tout intervalle ne 
ontenant pas 0, don


∫ x

1
et

2

dt =

[

et
2

2t

]x

1

+

∫ x

1

et
2

2t2
dt =

ex
2

2x
−

e

2
+

1

2

∫ x

1

et
2

t2
dt.

3. On refait une IPP sur l'intégrale de droite, en posant 
ette fois-
i u(t) =
1

t3
et don
 u′(t) =

−
3

t4
, et toujours v′(t) = tet

2

et v(t) =
1

2
et

2

. On obtient 
ette fois-
i

∫ x

1

et
2

t2
dt =

[

et
2

2t3

]x

1

+

∫ x

1

3et
2

2t4
dt =

ex
2

2x3
−

e

2
+

3

2

∫ x

1

et
2

t4
dt. Il n'y a plus qu'à multiplier par

1

2
et réintroduire tout

ça dans la relation pré
édente pour obtenir la formule de l'énon
é.

4. (a) La fon
tion h est dérivable sur [1,+∞[ et h′(t) =
2t3et

2

− 2tet
2

t4
=

2tet
2

(t2 − 1)

t4
, quantité

positive sur l'intervalle 
onsidéré. La fon
tion h est don
 
roissante.

(b) On é
rit simplement

∫ x

1

et
2

t4
dt =

∫ x

1
h(t)×

1

t2
dt 6

∫ x

1
h(x)×

1

t2
dt. Comme

∫ x

1

1

t2
dt =

[

−
1

t

]x

1

= −
1

x
+ 1 ∼

x→+∞

1,

∫ x

1

et
2

t4
dt ∼ h(x). Or, h(x) =

1

x
×

ex
2

x
= o

(

ex
2

x

)

, 
e qui

donne le résultat souhaité.

(
) Dans l'expression obtenue à la question 3, tous les termes sont négligeables par rapport au

premier y 
ompris le terme 
onstant, bien sûr, puisque la 
roissan
e 
omparée assure que

le premier terme a une limite in�nie en +∞). On a don


∫ x

1
et

2

dt ∼
ex

2

2x
, et un simple

produit permet de 
on
lure : g(x) ∼
1

2x
.

5. C'est une appli
ation dire
te du résultat te
hnique prouvé en �n de première partie : lim
x→+∞

g(x) =

0 d'après l'équivalent obtenu à la question pré
édente, g(0) = 0 et g est 
ontinue et positive

sur [0,+∞[, don
 elle admet un maximum (non nul bien entendu, puisque g n'est pas la
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fon
tion nulle). Comme on sait par ailleurs que g est solution de l'équation (E), tout point

en lequel est atteint un maximum véri�e g′(b)+ 2bg(b) = 1, don
 g(b) =
1

2b
puisque g′(b) = 0

(
'est un maximum !). Ce
i prouve au passage que le maximum est unique (s'il était atteint à

deux endroits di�érents, les images seraient di�érentes d'après le 
al
ul qu'on vient de faire).

6. On n'oublie pas que la fon
tion est impaire et qu'on a étudié lo
alement g au voisinage de

0 dans la première partie. On peut de plus faire �gurer la 
ourbe d'équation y =
1

2x
(en

pointillés verts sur mon s
héma) qui sera asymptote à la 
ourbe de g en ±∞ et sur laquelle

se situe le maximum :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1
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