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Exer
i
e 1

On s'intéresse dans 
et exer
i
e à la fra
tion rationnelle F =
X2 − 2

X4 + 2X3 +X2
.

1. Pré
iser le degré de F , ainsi que ses ra
ines et ses p�les (ave
 leur multipli
ité éventuelle).

2. Cal
uler la dé
omposition en éléments simples de la fra
tion F .

3. En déduire la valeur de l'intégrale I =

∫

2

1

x2 − 2

x4 + 2x3 + x2
dx.

4. Pour tout entier naturel n > 1, on note Sn =
n
∑

k=1

k2 − 2

k4 + 2k3 + k2
, et Tn =

n
∑

k=1

1

k2
.

(a) Cal
uler expli
itement les valeurs de S1, S2 et S3. Que peut-on 
onje
turer sur le 
ompor-

tement de la suite (Sn) quand n tend vers +∞ ?

(b) Exprimer Sn en fon
tion de n, de Tn et de Tn+1.

(
) On rappelle que lim
n→+∞

Tn =
π2

6
. Déterminer lim

n→+∞

Sn. Quel est le signe de 
ette limite ?

Exer
i
e 2

Pour tout entier naturel n, on pose In =

∫

1

0

xne−x dx.

1. Cal
uler les valeurs de I0, I1 et I2.

2. Étudier la monotonie de la suite (In), en déduire sa 
onvergen
e.

3. Étudier les variations de la fon
tion dé�nie sur [0,+∞[ par fn(x) = xne−x
(on dressera un

tableau de variations 
omplet, limites in
luses). En déduire que, ∀x ∈ [0, 1], fn(x) 6
1

e
.

4. Montrer à l'aide de la question pré
édente que, ∀n ∈ N, I2n 6
1

(n+ 1)e
. En déduire la limite

de la suite (In).

5. Déterminer une relation de ré
urren
e entre les intégrales In et In+1. Déterminer à l'aide de


ette relation un équivalent (le plus simple possible) de In quand n tend vers +∞.

6. Déduire de la relation obtenue à la question pré
édente que, ∀n ∈ N,
In

n!
= 1− 1

e

(

n
∑

k=0

1

k!

)

.

7. En déduire la valeur de lim
n→+∞

n
∑

k=0

1

k!
.
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Exer
i
e 3

Dans l'espa
e ve
toriel E = R
3
, on s'intéresse aux ve
teurs suivants : u = (1, 2, 1), v = (1, 0,−1)

et w = (−2, 1, 1). On notera par ailleurs F = Vect(u) et G = Vect(v,w).

1. Montrer que la famille (u, v, w) est une base de R3
. Que peut-on en déduire sur les sous-espa
es

F et G ?

2. Cal
uler les 
oordonnées du ve
teur (1, 1, 1) dans 
ette base.

3. On note p la proje
tion sur G parallèlement à F . Déterminer une expression expli
ite de

p(x, y, z).

4. On note s la symétrie sur F parallèlement à G. Donner une relation entre s et p, en déduire

l'expression expli
ite de s.

5. On note en�n f l'appli
ation dé�nie par f = 3 id−s. Exprimer f en fon
tion de p et id, puis

montrer que f est une appli
ation bije
tive, et pré
iser sa ré
iproque (on se 
ontentera d'une

expression théorique en fon
tion de p et de id).

6. Déterminer f2
et f3

en fon
tion de p et id. Conje
turer une formule pour fn
(qu'on ne

demande pas de démontrer). Cette formule reste-t-elle vraie pour n = −1 ?

Exer
i
e 4

Aglaé et Bernardo se donnent rendez-vous dans un 
omplexe 
onstitué de 
inq sites notés S1, S2,

S3, S4 et S5, disposés en pentagone et reliés entre eux par des routes 
omme illustré 
i-dessous. Ils

arrivent tous les deux au même moment au rendez-vous (
e moment sera noté � instant 0 � pour la

suite), mais suite à un malentendu, Aglaé se trouve sur le site S1 alors que Bernardo est en S2. Ils

partent alors à la re
her
he l'un de l'autre, en respe
tant les règles suivantes :

• si elle se trouve sur un site à l'instant n, la personne (que 
e soit Aglaé ou Bernardo) se

dépla
era à l'instant n+1 vers l'un des deux sites adja
ents au site en question, ave
 probabilité

1

2
pour 
haque. Par exemple, à l'instant 1, Bernardo se retrouve don
 sur le site S1 ave


probabilité

1

2
et sur le site S3 ave
 probabilité

1

2
.

• les deux 
ompères se dépla
ent à 
haque instant, simultanément et sans se 
roiser. Par 
ontre,

s'ils atterrissent sur le même site à l'instant n, ils ne bougent plus.

S1

S2

S3

S4

S5
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On notera, pour tout entier naturel n, les événements suivants : An est véri�é si Aglaé et Bernardo

sont sur le même site à l'instant n ; Bn est véri�é si Aglaé et Bernardo sont sur des sites voisins à

l'instant n ; et Cn est véri�é si Aglaé et Bernardo sont sur des sites distants de deux routes à l'instant

n. On notera an, bn et cn les probabilités 
orrespondantes.

1. Donner (ou 
al
uler) les probabilités des évènements Ai, Bi et Ci pour i 6 2.

2. Cal
uler la probabilité qu'Aglaé et Bernardo se soient retrouvés avant l'instant 3 (in
lus).

3. Cal
uler PA3
(B1).

4. Justi�er rigoureusement que les évènements An, Bn et Cn forment un système 
omplet d'évè-

nements.

5. Montrer que PCn
(An+1) =

1

4
et PCn

(Cn+1) =
1

2
.

6. Donner sans justi�
ation les valeurs des autres probabilités 
onditionnelles analogues (en

parti
ulier 
elles supposant An ou Bn réalisés).

7. Montrer que les suites (an), (bn) et (cn) satisfont les relations de ré
urren
e suivantes :























an+1 = an +
1

4
cn

bn+1 =
3

4
bn +

1

4
cn

cn+1 =
1

4
bn +

1

2
cn

.

8. Déterminer une relation de ré
urren
e linéaire d'ordre deux véri�ée par la suite (bn).

9. Cal
uler expli
itement bn en fon
tion de n. La formule obtenue devrait faire intervenir les

puissan
es des nombres α =
5−

√
5

8
et β =

5 +
√
5

8
.

10. En exprimant cn en fon
tion de bn+1 et bn, en déduire la valeur de cn.

11. Que vaut an + bn + cn ? En déduire an.

12. Déterminer les limites des suites (an), (bn) et (cn), et interpréter le résultat obtenu.

13. Cal
uler la probabilité qu'Aglaé et Bernardo se retrouvent exa
tement à l'instant n.
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