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Exer
i
e 1

1. Pour F , 
'est un sous-espa
e ve
toriel par dé�nition. La famille ((1, 1, 0, 2), (1, 1, 1, 1)) en est

une famille génératri
e, et ses deux ve
teurs n'étant pas proportionnels, elle est également

libre, don
 forme une base de F . En parti
ulier, dim(F ) = 2. Pour obtenir une famille géné-

ratri
e de G (et prouver qu'il s'agit d'un sous-espa
e ve
toriel), on résout le système, 
e qui

est i
i immédiat : x = y + z et t = y − z, don
 G = {(y + z, y, z, y − z) | (y, z) ∈ R
2} =

Vect((1, 1, 0, 1), (1, 0, 1,−1)). La famille obtenue est libre (ve
teurs non proportionnels) et

forme don
 une base de G, qui est de dimension 2.

2. On sait déjà que dim(F ) + dim(G) = 2 + 2 = 4 = dim(R4). Intéressons-nous don
 à l'inter-

se
tion des deux sous-espa
es : si u(x, y, z, t) ∈ F ∩ G, alors u = a(1, 1, 0, 2) + b(1, 1, 1, 1) =
(a + b, a + b, b, 2a + b), et u = c(1, 1, 0, 1) + d(1, 0, 1,−1) = (c + d, c, d, c − d). L'égalité des

formules pour les deux 
oordonnées 
entrales impose c = a + b et d = b. On rempla
e alors

dans les deux autres équations : a+ b = a+2b et 2a+ b = a, 
e qui implique fa
ilement b = 0
(première équation) puis a = 0, don
 u = 0. On a don
 prouvé que F ∩ G = {0}. Ave
 la


ondition sur les dimensions, 
ela su�t à démontrer que F ⊕G = R
4
.

3. Supposons qu'une 
ombinaison linéaire de 
es trois ve
teurs s'annule : a(1, 0, 1,−1)+b(1, 1, 0, 1)+

c(0,−1, 1,−2) = 0. On résout le système 
orrespondant :















a + b = 0
b − c = 0

a + c = 0
−a + b − 2c = 0

. La

deuxième équation donne b = c, la troisième a = −c. La première équation a + b = 0 est

alors automatiquement véri�ée, et la dernière devient c+ c− 2c = 0 qui est également vraie.

Le système n'est don
 pas un système de Cramer. Par exemple, a = −1, b = 1 et c = 1 en

est une solution non triviale, et la famille n'est don
 pas libre. ON peut par exemple é
rire

(0,−1, 1,−2) = (1, 0, 1,−1) − (1, 1, 0, 1).

4. Puisque notre troisième ve
teur est 
ombinaison linéaire des deux premiers de la famille,

Vect(F) = Vect((1, 0, 1,−1), (1, 1, 0, 1)) = G.

5. En reprenant les notations utilisées dans la deuxièmes question, on peut é
rire uF = (a +
b, a + b, b, 2a + b) et uG = (c + d, c, d, c − d), 
e qui nous donne à résoudre le système















a + b + c + d = 1
a + b + c = 2

b + d = 3
2a + b + c − d = 4

. La di�éren
e des deux premières équations impose d =

−1, puis la troisième équation donne b = 3−d = 4. Il reste alors les deux équations a+c = −2
et 2a + c = −1. On soustrait pour obtenir a = 1, puis on en déduit c = −3. Notre sys-

tème a don
 
omme prévu une solution unique (1, 4,−3,−1), et on 
al
ule ensuite aisément

uF = (5, 5, 4, 6) et uG = (−4,−3,−1,−2).
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Exer
i
e 2

1. Un 
al
ul rapide donne A2 =

(

22 6
9 7

)

. Les 
oe�
ients en-dehors de la diagonale ont don


été multipliés par 3 lors du passage de A à A2
, et on en déduit rapidement que A2 = 3A+10I2.

2. C'est une ré
urren
e déjà faite des dizaines de fois : pour n = 0, on peut 
hoisir a0 = 0
et b0 = 1 pour obtenir A0 = I2 (inutile de véri�er pour n = 1 puisqu'on ne nous demande

pas le 
al
ul des 
oe�
ients ensuite), et si on suppose la formule vraie au rang n, alors

An+1 = A×An = A(anA+bnI2) = anA
2+bnA = an(3A+10I2)+bnA = (3an+bn)A+10anI2,


e qui prouve l'hérédité en posant an+1 = 3an + bn et bn+1 = 10an.

3. On pose brutalement M =

(

x y

z t

)

, et on 
al
ule AM =

(

4x+ 2z 4y + 2t
3x− z 3y − t

)

, et MA =
(

4x+ 3y 2x− y

4z + 3t 2z − t

)

. On en déduit le système suivant (on a tout passé à gau
he dans 
haque

équation) :















3y − 2z = 0
2x − 5y − 2t = 0
−3x + 5z + 3t = 0

−3y + 2z = 0

. Les deux équations extrêmes sont ma-

nifestement équivalentes : z =
3

2
y. Si on rempla
e dans la troisième équation, on trouve

alors −3x +
15

2
z + 3t = 0, 
e qui est la même équation que la deuxième à un fa
teur −3

2
près. On peut don
 simplement exprimer une deuxième in
onnue en fon
tion des autres,

par exemple t = x − 5

2
y. Les matri
es solutions sont de la forme

(

x y
3

2
y x− 5

2
y

)

, soit

F = Vect

((

1 0
0 1

)

,

(

0 1
3

2
−5

2

))

. Les deux matri
es de la famille obtenues ne sont pas

proportionnelles, don
 forment une base de F , et dim(F ) = 2.

4. La famille proposée n'est sûrement pas libre puisqu'on sait déjà que A2 = 3A+10I2. D'ailleurs,
A3

aussi est 
ombinaison linéaire de A et de I2 (question 2), don
 Vect(I2, A,A
2, A3) =

Vect(I2, A). Les deux matri
es restantes n'étant pas proportionnelles, elles forment une base

de notre espa
e, qui est don
 de dimension 2.

5. (a) Bien entendu, I2 ∈ G et A ∈ G, don
 Vect(I2, A) ⊂ G. Mais d'après la question 2,
toutes les puissan
es de A sont 
ombinaisons linéaires de I2 et de A, don
 appartiennent à

Vect(I2, A). C'est don
 aussi le 
as de toute matri
e de la forme P (A) qui est une simple


ombinaison linéaire des pré
édentes, 
e qui prouve l'in
lusion ré
iproque G ⊂ Vect(I2, A),
et don
 l'égalité entre 
es deux espa
es.

(b) Une 
ombinaison linéaire de I2 et de A 
ommute né
essairement ave
 A, don
 G ⊂ F .

Comme 
es deux espa
es sont de dimension 2, ils sont don
 né
essairement égaux.

6. Si on reprend la forme obtenue pour les matri
es de l'ensemble F , elles appartiennent éga-

lement à H si et seulement si x + x − 5

2
y = 0, soit x =

5

4
y. Autrement dit, F ∩ H =

{(

5

4
y y

3

2
y −5

4
y

)

| y ∈ R

}

= Vect

(

5 4
6 −5

)

(on a tout multiplié par 4 pour éviter les fra
-

tions).

7. Le 
al
ul pré
édent montre que dim(F ∩H) = 1. Or, dim(F ) = 2, et dim(H) = 3 (si on n'en

est pas 
onvain
u, on é
rit une base de H fa
ilement), don
 la formule de Grassmann donne

dim(F +H) = 2 + 3− 1 = 4, 
e qui prouve que F +H = M2(R).
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Exer
i
e 3

1. La fon
tion g est évidemment dérivable sur R, et g′(x) = 3x2 − 2x − 6 = 3(x2 − x − 2). Ce
trinome a pour ra
ines évidentes −1 et 2 (oui on peut 
al
uler un dis
riminant si on y tient

vraiment). On obtient don
 le tableau de variations suivant pour la fon
tion g, auquel on 
olle


elui de f qui sera le même puisque la fon
tion ra
ine 
ubique est stri
tement 
roissante sur R

(la seule subtilité étant que f ne sera pas dérivable sur R, on reviendra dessus au moment de

tra
er la 
ourbe). Pré
isons en passant les valeurs intéressantes : g(−1) = −1− 3

2
+6− 7

2
= 0

(don
 f(−1) = 0 également), et g(2) = 8− 6− 12 − 7

2
= −27

2
, don
 f(2) = − 3

3
√
2
. Le 
al
ul

des limites ne pose au
un problème.

x −∞ −1 2 +∞
g′(x) + 0 − 0 +

g

−∞
✟✯✟✟

0
❍❍❍❥−27

2

�✒
�

�

+∞

f

−∞
✟✯✟✟

0
❍❍❍❥− 3

3
√
2

�✒
�

�

+∞

2. Comme on l'a déjà signalé dans le tableau de variations, lim
x→+∞

g(x) = +∞, don
 lim
x→+∞

f(x) =

+∞. De plus, g(x) ∼
x→+∞

x3, et on a le droit de 
omposer des équivalents par des puissan
es,

don
 f(x) ∼
x→+∞

x.

3. C'est du 
ours : (1+u)
1

3 = 1+
1

3
u+

1

2
× 1

3
×
(

1

3
− 1

)

u2+
1

6
× 1

3
×
(

1

3
− 1

)

×
(

1

3
− 2

)

u3+

o(u3) = 1 +
1

3
u− 1

9
u2 +

5

81
u3 + o(u3).

4. On 
ommen
e par é
rire f(x) = 3

√

x3
(

1− 3

2x
− 6

x2
− 7

2x3

)

= x
3

√

1− 3

2x
− 6

x2
− 7

2x3
. On

peut e�e
tuer le 
hangement de variable X =
1

x
(ave
 X qui aura une limite nulle quand x

tend vers +∞) puis appliquer le développement limité rappelé à la question pré
édente, mais

en se 
ontentant de l'ordre 2 : f(x) =
1

X

(

1− 3

2
X − 6X2 + o(X2)

)
1

3

=
1

X

(

1− 1

2
X − 2X2 − 1

4
X2 + o(X2)

)

=
1

X
− 1

2
− 9

4
X + o(X). Autrement dit, f(x) =

x→+∞

x− 1

2
− 9

4x
+ o

(

1

x

)

. En parti
ulier, f(x)−
(

x− 1

2

)

∼
x→+∞

− 9

4x
, 
e qui permet d'une part

d'a�rmer que la droite d'équation y = x− 1

2
est asymptote oblique à la 
ourbe de f en +∞

(puisque l'équivalent a une limite nulle), et d'autre part que la 
ourbe sera au-dessus de son

asymptote au voisinage de +∞ (équivalent négatif).

5. Tout le 
al
ul e�e
tué 
i-dessus (y 
ompris la fa
torisation du

3
√
x3 sous la forme x) reste

valable en −∞. La même droite reste don
 asymptote oblique de l'autre 
�té, mais 
ette fois-


i la 
ourbe sera lo
alement au-dessus de son asymptote puisque − 9

4x
est positif au voisinage

de −∞.
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6. Ave
 la valeur donnée par l'énon
é, le minimum de f est environ égal à −12

5
= −2.4. Les 
al-


uls e�e
tués aux deux questions pré
édentes permettent évidemment de faire �gurer l'asymp-

tote sur notre graphique, mais il y a un détail à ne pas oublier si on veut une 
ourbe 
orre
te :

la fon
tion ra
ine 
ubique n'est pas dérivable en 0 (
omme la ra
ine 
arrée), 
e qui fait que f

ne sera notamment pas dérivable en −1 (il n'y a don
 absolument pas de tangente horizontale

au maximum lo
al atteint en 
ette valeur, mais bel et bien une tangente verti
ale !). Au vu des

variations de g, il y a une autre valeur d'annulation où la 
ourbe de f admettra une tangente

verti
ale. On peut la 
al
uler en fa
torisant g par (x + 1), et même par (x + 1)2 puisque −1
est à la fois ra
ine de g et de g′ d'après les 
al
uls e�e
tués à la première question. Comme

le produit des trois ra
ines de g (en 
omptant deux fois la ra
ine double −1) doit être égal

à

7

2
(relations 
oe�
ients-ra
ines), on déduit sans réel 
al
ul que g(x) = (x + 1)2

(

x− 7

2

)

,

et don
 que f

(

7

2

)

= 0, ave
 une tangente verti
ale à la 
ourbe en 
e point. La 
ourbe de f

donne don
 l'allure assez spé
iale qui suit :

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

6

−1

−2

−3

−4

−5

7. L'équation ne peut avoir de solution sur l'intervalle ] − ∞,−2[ où la fon
tion g est néga-

tive. Ensuite, g est 
ontinue et monotone sur [2,+∞[, don
 bije
tive de 
et intervalle vers

]

−27

2
,+∞

[

, 
e qui assure qu'elle y prend exa
tement une fois 
haque valeur entière non

nulle.

8. En notant h la ré
iproque de g (restreinte à l'intervalle donné dans la question pré
édente), on

aura don
 un = h(n). Or, h a les mêmes variations que g, et véri�e en parti
ulier lim
x→+∞

h(x) =

+∞. On en déduit que limun = +∞. On peut alors a�rmer que g(un) = u3n−
3

2
u2n−6un−

7

2
∼

u3n. Comme par ailleurs g(un) = n, on a don
 u3n ∼ n, puis un ∼ n
1

3
.

9. On sait que u3n − 3

2
u2n − 6un − 7

2
= n, don
 u3n

(

1− 3

2un
− 6

u2n
− 7

2u3n

)

= n, ou en
ore
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un

n
1

3

=

(

1− 3

2un
− 6

u2n
− 7

2u3n

)− 1

3

. Ave
 l'équivalent déjà obtenu à la question pré
édente, on

peut é
rire le membre de droite de 
ette égalité sous la forme

(

1− 3

2
n− 1

3 + o(n− 1

3 )

)− 1

3

=

1 +
1

2
n− 1

3 + o(n− 1

3 ) (même si on avait gardé les termes suivants à l'étape pré
édente, on

n'aurait pas eu de quoi pousser le développement limité plus loin, il faudrait refaire les 
al
uls

pour obtenir quelque 
hose de plus pré
is). On peut don
 
on
lure : un = n
1

3 +
1

2
+ o(1).
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