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Exer
i
e 1

Les deux questions de 
e premier exer
i
e sont 
omplètement indépendantes.

1. Fa
toriser 
omplètement dans C[X ] et dans R[X ] le polyn�me P = X4 − 5X3 + 7X2 − 5X + 6 en

exploitant le fait que i est ra
ine de P .

2. Montrer que la fon
tion f : x 7→ − ln(1+2x) est 
onvexe sur son intervalle de dé�nition. En déduire

que, si x et y sont deux réels supérieurs ou égaux à −
1

2
,

√

(1 + 2x)(1 + 2y) 6 1 + x+ y.

Exer
i
e 2

Une variante étrange du jeu d'é
he
s 
onsiste à pla
er dans les 
ases d'un é
hiquier ne 
ontenant que

quatre lignes et quatre 
olonnes des piè
es de trois types : des pions (P), des 
avaliers (C) et des tours

(T). Une 
ase de l'é
hiquier ne peut pas 
ontenir deux piè
es simultanément (mais elle peut être vide). La

�gure 
i-dessous indique une position possible ave
 trois pions, deux 
avaliers et une tour (oui, je sais, de

vrais symboles de piè
es d'é
he
s auraient été plus jolis, mais j'ai é
houé à importer un pa
kage LaTeX

qui fasse ça bien) :

P

P

P

C

C

T

1. On suppose pour l'instant qu'un seul joueur joue à 
e jeu, et qu'il dispose d'autant de pions, 
avaliers

et tours de 
ouleur blan
he qu'il le souhaite. Il n'y a a priori au
une 
ontrainte sur la position des

piè
es sur l'é
hiquier. Les appli
ations numériques ne sont absolument pas demandées. Par 
ontre,

les formules proposées devront être justi�ées.

(a) Combien de positions di�érentes peut-on 
réer au total ?

1



(b) Combien de positions si on n'utilise que des pions, et don
 ni tours, ni 
avaliers ?

(
) Combien de positions ave
 au moins un 
avalier sur l'é
hiquier ?

(d) Combien de positions ave
 exa
tement quatre pions, quatre tours, et quatre 
avaliers ?

(e) Combien de positions ave
 la moitié (exa
tement) des 
ases o

upées par une piè
e ?

(f) Combien de positions ave
 exa
tement une piè
e de 
haque type sur 
haque ligne de l'é
hiquier ?

(g) Combien de positions ave
 le même nombre de pions, de tours et de 
avaliers (
e nombre n'étant

pas imposé) ?

2. On suppose désormais que deux joueurs ayant des piè
es de 
ouleurs di�érentes (l'un a des piè
es

blan
hes, l'autre des noires) posent 
ha
un à tour de r�le une piè
e sur l'é
hiquier. Une partie


onsiste en une suite de 
oups où un des joueurs pose une piè
e sur l'é
hiquier (au
un dépla
ement

ultérieur des piè
es).

(a) Combien y a-t-il de parties possibles si on 
onsidère que les joueurs ne posent que des pions

(au
une tour, au
un 
avalier) jusqu'à remplir entièrement l'é
hiquier ?

(b) Combien y a-t-il de positions �nales di�érentes possibles ave
 les mêmes hypothèses qu'à la

question pré
édente ?

(
) Combien y a-t-il de parties possibles si les joueurs posent une piè
e de leur 
hoix à 
haque tour

(pion, 
avalier ou tour), en supposant toujours qu'on remplit 
omplètement l'é
hiquier ?

Exer
i
e 3

Une fon
tion f : R → R est mid-
onvexe si elle véri�e la propriété suivante : ∀(x, y) ∈ R2
,

f

(

x+ y

2

)

6
f(x) + f(y)

2
.

1. Montrer qu'une fon
tion 
onvexe est for
ément mid-
onvexe.

2. Soit z ∈ R, montrer que la suite (un) dé�nie par un =
⌊2nz⌋

2n

onverge vers z.

3. On suppose dans 
ette question que f est une fon
tion 
ontinue et mid-
onvexe. On note alors Pn

la propriété : ∀(x, y) ∈ R2
, ∀k ∈ {0, 1, . . . , 2n}, f

(

k

2n
x+

(

1−
k

2n

)

y

)

6
k

2n
f(x)+

(

1−
k

2n

)

f(y).

On veut prouver par ré
urren
e la propriété Pn.

(a) Montrer que la propriété P1 est vraie.

(b) En supposant Pn vraie, montrer que, si k ∈ {0, . . . , 2n+1}, alors f

(

k

2n+1
x+

(

1−
k

2n+1

)

y

)

6

1

2

[

f

(

k

2n
x+

(

1−
k

2n

)

y

)

+ f(y)

]

.

(
) En déduire la propriété Pn+1.

4. Montrer à l'aide des deux questions pré
édentes que toute fon
tion 
ontinue et mid-
onvexe est en

fait 
onvexe.

5. Donner un exemple de fon
tion mid-
onvexe mais pas 
ontinue qui n'est pas 
onvexe (un dessin


orre
tement expliqué su�ra).

Problème

Les deux parties du problème sont 
omplètement indépendantes, elle ont uniquement en 
ommun de

faire intervenir des objets étudiés par un même mathémati
ien.

A. Étude des polyn�mes d'Hermite.

Cette première partie de problème est 
onsa
ré à l'étude des polyn�mes d'Hermite

1

. Ces polyn�mes

sont dé�nis de la façon suivante : H0 = 1 et ∀n ∈ N, Hn+1 = XHn −H ′
n.

1. Pré
iser l'expression des polyn�mes Hi, pour i ∈ {1, 2, 3, 4}.

2. Montrer que Hn est toujours un polyn�me unitaire de degré n.

1. ainsi nommés en hommage au mathémati
ien français du 19ème siè
le Charles Hermite (pas net)
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3. Montrer que, ∀n ∈ N, H ′
n+1 = (n+ 1)Hn.

4. En notant a, b, c et d les quatre ra
ines du polyn�me H4, 
al
uler a
2 + b2+ c2+ d2, puis

ab

cd
+

ac

bd
+

ad

bc
+

bc

ad
+

bd

ac
+

cd

ab
. On e�e
tuera 
es 
al
uls sans 
her
her à déterminer les valeurs de a, b, c et d.

5. On souhaite démontrer que les quatre polyn�mes H0, H1, H2 et H3 forment une base de l'espa
e

ve
toriel R3[X ]. Comme vous ne savez bien entendu pas en
ore 
e que signi�ent 
es termes, le

raisonnement sera i
i 
omplètement guidé.

(a) Rappeler la dé�nition de l'ensemble R3[X ].

(b) Montrer que, si quatre réels a0, a1, a2 et a3 sont tels que

3
∑

i=0

aiHi = 0, alors né
essairement

a0 = a1 = a2 = a3 = 0.

(
) Montrer qu'on peut é
rire 
ha
un des quatre polyn�mes 1, X , X2
et X3


omme 
ombinaison

linéaire des quatre polyn�mes H0, H1, H2 et H3 (autrement dit sous la forme a0H0 + a1H1 +
a2H2 + a3H3).

(d) En déduire que, ∀P ∈ R3[X ], ∃!(a0, a1, a2, a3) ∈ R
4
, P =

3
∑

i=0

aiHi.

(e) Montrer que, ave
 les notations de la question pré
édente, ai =
bi

i!
, où bi est le 
oe�
ient

apparaissant devant le polyn�me H0 dans la dé
omposition du polyn�me P (i)
.

(f) Appliquer les résultats qu'on vient d'obtenir pour dé
omposer P = X3 +X2 +X + 1 
omme


ombinaison linéaire de H0, H1, H2 et H3.

B. Interpolation d'Hermite.

On 
onsidère désormais une famille de réels distin
ts (xi), ave
 i ∈ {1, . . . , n}, ainsi que deux autres

familles de réels (pas né
essairement distin
ts) (ai) et (bi) (mêmes indi
es que pour la première famille).

Le but de 
ette partie est d'étudier l'existen
e de polyn�mes P véri�ant ∀i ∈ {1, . . . , n}, P (xi) = ai et

P ′(xi) = bi, et de déterminer le plus petit degré d'un polyn�me solution d'un tel problème. On suppose

les trois familles �xées et on note H l'ensemble des polyn�mes solutions du problème.

1. Dans le 
as parti
ulier où n = 1, montrer qu'il existe toujours un unique polyn�me de degré 1
solution du problème.

2. Dans le 
as général, on pose Qi =
∏

j 6=i

(

X − xj

xi − xj

)2

.

(a) Cal
uler les valeurs de Qi(xk), pour tous les entiers k ∈ {1, . . . , n}.

(b) Cal
uler les valeurs de Q′
i(xk), pour tous les entiers k ∈ {1, . . . , n}.

(
) Montrer que le polyn�me P0 =
n
∑

i=1

[(1−Q′
i(xi)(X − xi))ai + (X − xi)bi]Qi appartient à H .

3. Montrer que, si P1 et P2 sont deux polyn�mes de H , alors P2 − P1 est un multiple du polyn�me

T =

n
∏

i=1

(X − xi)
2
.

4. Montrer que P0 est le polyn�me de plus petit degré de H , et qu'il est l'unique polyn�me dans

H ∩ R2n−1[X ].

5. Déterminer le polyn�me P0 dans le 
as où n = 2, x1 = −1, x2 = 1, a1 = 1, a2 = 0, b1 = −1 et

b2 = −2.
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