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Exer
i
e 1

1. Les matri
es A et I3 étant toutes les deux triangulaires inférieures, on peut se 
ontenter de


her
her P et Q sous la même forme, 
e qui va (un peu) limiter le nombre de variables et

d'in
onnues à é
rire. Posons don
 P =





a 0 0
b c 0
d e f





et Q =





α 0 0
β γ 0
δ ε ζ





(vivent les lettres

gre
ques). En regardant indépendamment 
ha
un des six 
oe�
ients 
orrespondants dans les

deux égalités imposées, on obtient six systèmes de deux équations à deux in
onnues qui se

résovent fa
ilement. Commençons en haut à gau
he : a+ α = 1 et 4a+ 9α = 4 donne a = 1
et α = 0 (je ne détaille pas tous les systèmes sinon ça va prendre des pages). Le système

est le même en bas à droite, on aura don
 f = 1 et ζ = 0. A
hevons la diagonale ave
 le


oe�
ient 
entral : c+ γ = 1 et 4c+9γ = 9 est véri�é pour c = 0 et γ = 1. Passons aux deux

derniers 
oe�
ients de la première 
olonne, qui véri�ent les mêmes systèmes : b + β = 0 et

4b + 9β = −5 implique b = 1 et β = −1, don
 on a aussi d = 1 et δ = −1. En�n, on obtient

les valeurs opposées pour le dernier système : e = −1 et ε = 1. Bref, on peut en�n 
on
lure :

P =





1 0 0
1 0 0
1 −1 1





et Q =





0 0 0
−1 1 0
−1 1 0





.

2. Détaillons au moins un 
al
ul pour faire 
roire au 
orre
teur qu'on a tout véri�é intégralement :

PQ =





0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0
0 + 1− 1 0− 1 + 1 0 + 0 + 0



 = 0. On obtient de même QP = 0, et sans plus

de di�
ulté P 2 = P et Q2 = Q.

3. On va bien sûr pro
éder par ré
urren
e, en exploitant les 
al
uls de la question pré
édente pour

simpli�er le développement dans l'hérédité : pour k = 0, 40P +90Q = P +Q = I3. Au rang 1
(utile pour l'hérédité), 4P +9Q = A par 
onstru
tion. Supposons la formule vraie au rang k,

alors Ak+1 = A×Ak = (4P +9Q)(4kP +9kQ) = 4k+1P 2+4×9kPQ+9×4kQP +9k+1Q2 =
4k+1P + 9k+1Q, 
e qui prouve l'hérédité.

4. Résolvons un système, il sera dire
tement triangulaire, ça va aller vite :







4x = a

−5x + 9y = b

−5x + 5y + 4z = c

. On obtient dire
tement x =
1

4
a, puis 9y = b+5x =

5

4
a+ b,

don
 y =
5

36
a +

1

9
b, et en�n 4z = c + 5x − 5y = c +

5

4
a − 25

36
a − 5

9
b =

5

9
a − 5

9
b + c,

don
 z =
5

36
a − 5

36
b +

1

4
c. La matri
e A est don
 inversible (on le savait depuis le départ

puisqu'elle ne 
ontenait pas de 0 sur la diagonale), et A−1 =





1

4
0 0

5

36

1

9
0

5

36
− 5

36

1

4





. La formule

prétend que 
ette inverse devrait être égale à

1

4
P +

1

9
Q. C'est bien le 
as : 
'est 
lair pour les
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oe�
ients de la diagonale (et en
ore plus 
eux au-dessus de la diagonale), et pour les autres

on a

1

4
− 1

9
=

9

36
− 4

36
=

5

36
, 
e qui donne les valeurs souhaitées pour les trois 
oe�
ients

restants.

5. Inutile de faire des 
al
uls 
ompliqués, il su�t de 
onstater que (4−kP +9−kQ)(4kP +9kQ) =

P 2 +

(

9

4

)k

PQ+

(

4

9

)k

QP +Q2 = P +Q = I3 pour montrer que Ak = 4kP + 9kQ est une

matri
e inversible, et que son inverse A−k
peut s'é
rire sous la forme A−k = 4−kP + 9−kQ.

6. Puisqu'il s'agit de trouver une ra
ine 
arrée, on a bien envie de tenter la formule pré
édente

ave
 k =
1

2
. Cal
ulons don
 B = 2P + 3Q =





2 0 0
−1 3 0
−1 1 2





, et on 
onstate alors que

B2





4 0 0
−5 9 0
−5 5 4



 = A.

7. Il est évident que −B = −2P − 3Q va aussi fon
tionner puisque (−B)2 = B2 = A. Mais

on peut aussi s'en sortir ave
 la matri
e C = 2P − 3Q, qui a bien pour 
arré (2P − 3Q)2 =
4P 2 + 9Q2 = 4P + 9Q = A en exploitant les 
al
uls de la deuxième question, et bien sûr son

opposé −C = −2P + 3Q.

Exer
i
e 2

1. On pose don
 f1(x) = ex+x2−3. La fon
tion f1 est dérivable autant de fois qu'on le souhaite

sur R, et f ′
1(x) = ex + 2x, puis f ′′

1 (x) = ex + 2. Cette dérivée se
onde est manifestement

stri
tement positive sur R, 
e qui prouve que f ′
1 est 
roissante sur R. Comme lim

x→−∞
f ′
1(x) =

−∞ et lim
x→+∞

f ′
1(x) = +∞ (au
une forme indéterminée), la fon
tion f ′

1 est bije
tive de R

dans R et s'annule exa
tement une fois. On 
onstate fa
ilement que f ′
1(0) = 1 > 0, alors

que f ′
1(−1) =

1

e
− 2 < 0, la valeur d'annulation se trouve don
 entre −1 et 0. Soyons plus

pré
is : f ′
1

(

−1

2

)

= e−
1

2 − 1 =
1√
e
− 1 < 0, don
 f ′

1 s'annule sur

[

−1

2
, 0

]

. En notant β


etta valeur d'annulation, f1 est dé
roissante sur ] − ∞, β] et 
roissante sur [β,+∞[. De
plus, lim

x→±∞
f1(x) = +∞ (toujours au
une forme indéterminée), et il n'y a bien sûr pas de

droite asymptote oblique en −∞ 
ontrairement à 
e que sous-entendait l'énon
é. On peut

simplement dire que lim
x→−∞

f1(x)− (x2 − 3) = lim
x→−∞

ex = 0, don
 la 
ourbe de f1 se rappro
he

de 
elle de la parabole d'équation y = x2 − 3 du 
�té de −∞. Sur la 
ourbe 
i-dessous, on

a indiqué 
ette parabole en pointillés. Pour l'ordonnée du minimum, on le pla
e légèrement

en-dessous de f1(0) = −2 :
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

2. La fon
tion fn est une somme de fon
tions 
roissantes, don
 
roissante sur R
+
.

3. Puisque fn(0) = −2, et f ′
n(x) = ex + 2nx véri�e f ′

n(0) = 1, la tangente en 0 a pour équation

y = x− 2 (elle est 
ommune à toutes les 
ourbes fn). De même, on 
al
ule fn(1) = e+ n− 3,
et f ′

n(1) = e+ 2n, don
 la tangente en 1 a pour équation y = (e+ 2n)(x − 1) + e+ n− 3 =
(e+ 2n)x− 3− n.

4. Les tangentes en 1 ont respe
tivement pour équations y = ex − 3, y = (e + 2)x − 4 et

y = (e+4)x− 5, elles sont bien sûr de plus en plus pentues, mais 
elle de f0 a déjà une pente

e ≃ 2.7. Voi
i l'allure demandée :

0 1 2

0

1

2

3

4

5

−1

−2

u0u1u2
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5. Puisque fn(0) = −2 et lim
x→+∞

fn(x) = +∞, les fon
tions fn sont toutes bije
tives de [0,+∞[

vers [−2,+∞[ et s'annulent don
 exa
tement une fois sur R
+
. Le graphique semble suggérer

que la suite (un) est dé
roissante (et peut-être qu'elle tend vers 0, mais 
'est moins 
lair).

6. Le terme u0 est solution de l'équation ex = 3, on a don
 u0 = ln(3). Le fait que un soit

stri
tement positif est trivial. De plus, fn(1) = e + n − 3 devient stri
tement positif dès que

n > 1, 
e qui prouve que un < 1 en exploitant la 
roissan
e de la fon
tion fn.

7. Par dé�nition, fn+1(un+1) = 0, don
 eun+1 = 3− (n+ 1)u2n+1. On en déduit que fn(un+1) =
eun+1 + nu2n+1 − 3 = −u2n+1 < 0. Comme fn(un) = 0, on a don
 fn(un+1) < fn(un), 
e qui

implique, toujours par 
roissan
e de la fon
tion fn, que un+1 < un. Autrement dit, la suite

est dé
roissante 
omme prévu. Étant minorée par 0, elle 
onverge don
.

8. Notons l la limite de la suite, qui est né
essairement positive. Si l 6= 0, alors n
n→+∞

u2n = +∞.

Or, eun = 3 − nu2n aurait alors une limite égale à −∞, 
e qui est très embêtant pour une

exponentielle. C'est absurde, don
 l = 0.

9. Toujours en reprenant l'équation dé�nissant un, on a nu2n = 3−eun
. Comme on sait désormais

que (un) 
onverge vers 0, on a don
 lim
n→+∞

nu2n
2

=
3− e0

2
= 1. Tout étant positif, on peut

tranquillement prendre la ra
ine 
arrée pour en déduire la limite demandée.

Exer
i
e 3

1. On 
al
ule don
 A2 =





12 −11 −8
8 −7 −8
−5 5 9





. Si on avait une relation de la forme A2 = aA+bI3,

les 
oe�
ients en-dehors de la diagonale de la matri
e A2
seraient proportionnels à 
eux de A,


e qui n'est pas le 
as (les deux derniers de a première ligne sont déjà in
ohérents puisqu'ils

imposent a =
11

3
et a = 4). Une telle relation n'existe don
 pas.

2. Cal
ulons :B = (A−I3)(A−2I3) =





3 −3 −2
2 −2 −2
−1 1 2



×





2 −3 −2
2 −3 −2
−1 1 1



 =





2 −2 −2
2 −2 −2
−2 2 2





,

puis B(A− 3I3) =





2 −2 −2
2 −2 −2
−2 2 2



×





1 −3 −2
2 −4 −2
−1 1 0



 = 0.

3. En développant brutalement le 
al
ul pré
édent, on a prouvé que A3 − 6A2 + 11A− 6I3 = 0,

soit A

(

1

6
A2 −A+

11

6
I3

)

= I3. La matri
e A est don
 inversible, et A−1 =
1

6
A2 −A+

11

6
I3.

4. On va pro
éder à l'aide d'une résolution de système :







x +y + z = a

x + z = b

y − z = c

. La dif-

féren
e des deux premières équations donne y = a− b, il su�t de rempla
er dans la dernière

équation pour trouver z = y− c = a− b− c, puis dans la première pour avoir x = a− y− z =

−a+ 2b+ c. Finalement, la matri
e P est inversible, et P−1 =





−1 2 1
1 −1 0
1 −1 −1





.

5. Pour 
hanger, 
al
ulons AP =





1 2 3
1 0 3
0 2 −3





, puis D = P−1AP =





1 0 0
0 2 0
0 0 3





. Ouf, la

matri
e est diagonale, je ne suis pas obligé de re
ommen
er mon 
al
ul.

6. Par dé�nition, D = P−1AP . En multipliant 
ette égalité à gau
he par P et à droite par P−1
,

on en déduit que A = PDP−1
. On prouve ensuite par ré
urren
e que, ∀n ∈ N, An = P−1DnP .
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C'est vrai au rang 0 puisque P−1D0P = P−1P = I3 = A0
, et si on suppose la formule véri�ée

pour un 
ertain entier n, alors An+1 = A×An = PDP−1PDnP−1 = PDn+1P−1
, exa
tement


e qu'on voulait prouver.

7. On a bien sûr Dn =





1 0 0
0 2n 0
0 0 3n





, don
 PDn =





1 2n 3n

1 0 3n

0 2n −3n





, et en�n An =

PDnP−1 =





2n + 3n − 1 2− 2n − 3n 1− 3n

3n − 1 2− 3n 1− 3n

2n − 3n 3n − 2n 3n





. Si on a peur de s'être égaré en 
ours

de 
al
ul, on véri�e que la matri
e A2

al
ulée en début d'exer
i
e 
orrespond à 
ette formule.

8. La formule donne un inverse qui serait égal à





1

2
+ 1

3
− 1 2− 1

2
− 1

3
1− 1

3
1

3
− 1 2− 1

3
1− 1

3
1

2
− 1

3

1

3
− 1

2

1

3



 =





−1

6

7

6

2

3

−2

3

5

3

2

3
1

6
−1

6

1

3





.

Eh bien, quand on multiplie 
ette matri
e par la matri
e A, on obtient bel et bien l'identité.

Alternativement, on 
al
ule A2 − 6A+ 11I3 =





−1 7 4
−4 10 4
1 −1 2





et on exploite le résultat de

la question 3. Dans les deux 
as, on 
onstate que la formule fon
tionne bel et bien.

Exer
i
e 4

1. Commençons par la fon
tion f , qui est dé�nie et 
ontinue sur [0,+∞[ mais dérivable (et

deux fois dérivable) a priori seulement sur ]0,+∞[. Sur 
et intervalle, f ′(x) = −√
x+

1− x

2
√
x

=

1− 3x

2
√
x

, qui s'annule en

1

3
, et f ′′(x) =

−6
√
x− 1−3x√

x

4x
=

−1− 3x

4x
√
x

, qui est négative sur ]0,+∞[.

Reste à étudier 
e qui se passe aux bords de l'intervalle de dé�nition : lim
x→+∞

f(x) = −∞,

f(0) = 0 et lim
x→0

f ′(x) = +∞, 
e qui prouve la présen
e d'une tangente verti
ale à la 
ourbe à

l'origine. On résume toutes 
es informations dans le tableau suivant :

x 0 1

3
+∞

f ′(x) + 0 −

f 0

✟✯✟✟

2

3
√
3

❅
❅
❅❘−∞

f ′′(x) − −

Et la 
ourbe 
orrespondante (on note bien sûr que f s'annule pour x = 1) :
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0 1 2 3 4

0

1

−1

−2

−3

−4

−5

Passons à l'étude de la fon
tion g, qui est dé�nie et de 
lasse C∞
sur ]0,+∞[. On a lim

x→+∞
g(x) =

−∞ et lim
x→0

g(x) = 0 (
roissan
e 
omparée). On peut don
 prolonger g en une fon
tion 
ontinue

sur R
+
en posant g(0) = 0. On peut alors 
al
uler τ0,g(h) =

g(h)

h
= − ln(h), qui tend vers +∞

quand h tend vers 0. Il y aura don
 une tangente verti
ale à la 
ourbe représentative de g à

l'origine du repère. Passons aux variations et à la 
onvexité : g′(x) = − ln(x)−1, qui s'annule

pour x =
1

e
, et g′′(x) = −1

x
est toujours négative. On 
al
ule g

(

1

e

)

= −1

e
× (−1) =

1

e
et on

peut dresser le tableau suivant :

x 0 1

e
+∞

g′(x) + 0 −

g 0

✟✯✟✟

1

e

�✒
�

� −∞
f ′′(x) − −

On a
hève ave
 la deuxième 
ourbe (
ette fon
tion aussi s'annule en x = 1) :
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0 1 2 3 4

0

1

−1

−2

−3

−4

−5

2. La fon
tion h est dérivable, et h(x) =
1− x√

x
+ ln(x), don
 h′(x) =

−√
x− 1−x

2
√
x

x
+

1

x
=

−1− x

2x
√
x

+
1

x
=

−1− x+ 2
√
x

2x
√
x

= −(
√
x− 1)2

2x
√
x

.

3. La fon
tion h est dé
roissante sur tout l'intervalle ]0,+∞[. Comme h(1) = 0, elle est don


positive sur ]0, 1] et négative sur [1,+∞[. On en déduit que Cf est au-dessus de Cg sur ]0, 1[,
puis en-dessous sur ]1,+∞[.

4. L'équation ne peut pas avoir de solution sur [0, 1], où g prend des valeurs positives. Sur

[1,+∞[, g est 
ontinue et dé
roissante, don
 bije
tive vers l'intervalle ]−∞, 0]. En parti
ulier,

elle prend exa
tement une fois la valeur −24.

5. Puisque g est dé
roissante, il su�t de 
al
uler g(9) = −9 ln(9) = −18 ln(3) > −24 puisque

ln(3) <
4

3
, et g(12) = −12 ln(12) = −12 ln(4 × 3) = −24 ln(2) − 12 ln(3) < −12 − 12 = −24.

La fon
tion g prend don
 bien la valeur −24 sur l'intervalle [9, 12] (théorème des valeurs

intermédiaires si on tient à 
iter un résultat justi�
atif).

6. La fon
tion k est dé
roissante sur [9, 12] puisque la fon
tion ln est 
roissante (et ne s'y annule

pas). Or, k(9) =
24

2 ln(3)
=

12

ln(3)
< 12, et k(12) =

24

2 ln(2) + ln(3)
>

24

2.5
> 9. La dérivée k′ est

dé�nie par k′(x) =
−24

x ln2(x)
, elle est négative et 
roissante sur [9, 12] (son dénominateur étant

positif et stri
tement 
roissant sur 
et intervalle de façon évidente), don
 ∀x ∈ [9, 12], |k′(x)| 6
−k′(9) =

24

9 ln2(9)
=

24

36 ln2(3)
=

2

3 ln2(3)
.

7. (a) C'est la ré
urren
e ultra 
lassique vue quelques fois en 
ours 
ette semaine : au rang 0, il
faut prouver que |u0 −α| 6 9, 
e qui est vrai 
ar α ∈ [9, 12]. Supposons ensuite l'inégalité

orre
te au rang n, alors en appliquant le résultat donné par l'énon
é puis l'hypothèse de

ré
urren
e, on e�e
tue la majoration |un+1 − α| 6 K|un − α| 6 K × 3Kn = 3Kn+1
.
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(b) Comme on a bien sûr 0 6 |un − α|, et que par ailleurs 3 ln2(3) ≃ 3.6 > 2, le thorème des

gendarmes permet d'a�rmer que lim
n→+∞

|un − α| = 0, et don
 que lim
n→+∞

un = α.

(
) On aura ave
 
ertitude |un − α| 6 10−3
si 3Kn 6 10−3

, don
 si ln(3) + n ln(K) 6

−3 ln(10), ou en
ore (en 
hangeant le sens de l'inégalité 
ar on divise par un fa
teur

négatif) n >
−3 ln(10) − ln(3)

ln(K)
=

3 ln(10) + ln(3)

ln(3) + ln(ln2(3)) − ln(2)
. Pour information, 
ela donne

n = 14 
omme plus petite valeur entière 
onvenable.
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