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Exer
i
e 1

1. Notons I = 42Z, et véri�ons tout 
e qu'il y a à véri�er :

• la somme de deux éléments de I appartient bien à I : si x = 42k et y = 42k′, ave
 k et k′

entiers, alors x+ y = 42(k + k′) est toujours un multiple de 42.
• 0 est un multiple de 42 don
 appartient à I.
• si x = 42k est un multiple de 42, alors −x = 42 × (−k) appartient aussi à I, on a don


déjà prouvé que I était un sous-groupe de Z.

• en�n, si x est un entier quel
onque et y = 42k ∈ I, alors xy = 42 × (xk) est bien un

élément de I, don
 I est un idéal de Z (tout sous-ensemble de la forme kZ ave
 k entier le

serait évidemment aussi pour les mêmes raisons ; en fait les idéaux de Z 
oïn
ident ave


ses sous-groupes additifs).

Il s'agit de façon évidente d'un anneau prin
ipal, puisque par dé�nition 42Z = {42×k | k ∈ Z}.
Il est don
 engendré par 42, mais aussi par −42. Il ne peut pas y avoir d'autres éléments

engendrant I que 
es deux-là : si |y| < 42, 
'est un élément qui n'appartient pas à I, et si

|y| > 42, alors 42 ne peut pas s'é
rire sous la forme y × k, ave
 k ∈ Z.

2. B ne risque pas d'être un idéal puisqu'il ne s'agit absolument pas d'un sous-groupe additif

de Z : il ne 
ontient pas 0, et n'est a

essoirement stable ni par passage à l'opposé (tous ses

éléments sont positifs), ni par somme (4 + 2 n'est pas une puissan
e de 2, par exemple). Si I
est un idéal 
ontenant B, alors ∀x ∈ B, ∀y ∈ Z, xy ∈ I. Or 1 ∈ B, 
e qui su�t à prouver que

Z ⊂ I. Il n'y a don
 que l'anneau tout entier qui soit un idéal 
ontenant B.

3. (a) Le fait que I ⊂
√
I est évident (il su�t de prendre n = 1 pour tous les éléments appar-

tenant déjà à I pour qu'ils satisfassent la dé�nition de

√
I. En parti
ulier, 0 ∈ I, don


0 ∈
√
I. La stabilité par passage à l'opposé n'est pas très 
ompliqué : si xn ∈ I, x2n ∈ I

(puisqu'il s'é
rit xn ×xn, ave
 le deuxième xn qui est 
ertainement un élément de A). Or,

(−x)2n = x2n, don
 −x a une puissan
e appartenant à I, il est bien dans

√
I. La stabilité

par produit par un élément de A est également fa
ile : si x ∈ A et y ∈
√
I, il existe un

entier n tel que yn ∈ I, et alors (xy)n = xnyn ∈ I 
omme produit d'un élément de A par

un élément de I, don
 xy ∈
√
I. Notez quand même que la relation (xy), = xnyn né
essite

que A soit un anneau 
ommutatif, 
e qui était fort heureusement supposé dans l'énon
é.

Reste le plus pénible : la stabilité par somme. Supposons que x et y sont deux éléments

véri�ant xn ∈ I et yk ∈ I, et 
onstatons déjà qu'on aura automatiquement xk ∈ I pour

toutes les puissan
es véri�ant k > n, puisque xk = xn×xk−n
est le produit d'un élément

de I et d'un élément de A (attention, il est important i
i que k − n soit positif, x n'a

au
une raison d'être inversible). De même, yk ∈ I si k > p. Armé de 
es 
onstatations, on


al
ule alors, à l'aide de la formule du bin�me de Newton (tout 
ommute), (x+ y)n+p =
n+p
∑

k=0

(

n

k

)

xkyn+p−k
. Pour toutes les valeurs de k supérieures ou égales à n, 
omme on vient

de le dire, xk ∈ I. Et si k < n, alors n + p − k > p, don
 yn+p−k ∈ I (les plus tatillons
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le feront remarquer que la puissan
e n + p − 1 fon
tionnait déjà, 
e qui est vrai). On a

don
 pour 
ha
un des termes de la somme xkyn+p−k ∈ I (un des deux fa
teurs est dans

I, l'autre dans A). Comme I est un sous-groupe additif de A, les produits par

(

n

k

)

et les

sommes d'éléments de I restent des éléments de I, don
 (x+ y)n+p ∈ I, 
e qui prouve que
x+ y ∈

√
I, et a
hève la preuve que

√
I est un idéal de A.

(b) On 
her
he don
 des éléments x ∈ Z qui ont une puissan
e multiple de 42. Or, 42 = 2×3×7.
Si x n'est pas pair, au
une de ses puissan
es ne le sera, don
 x /∈

√
42Z. De même, si x

n'est pas un multiple de 3, au
une de ses puissan
es ne le sera, et si x n'est pas multiple de

7, on aura un problème similaire. Les éléments de

√
42Z sont don
 multiples à la fois de 2,

de 3 et de 7, et don
 de 42 (on reverra 
e genre de propriété dans le 
hapître d'arithmétique

qu'on ne va pas tarder à 
ommen
er). Autrement dit,

√
42Z = 42Z.

(
) Cette fois-
i 
'est di�érent, 
ar 36 = 22 × 32. Un entier qui n'est pas pair ou multiple de

3 n'a don
 au
une 
han
e d'appartenir à

√
36Z. Par 
ontre, un entier qui est simplement

pair et multiple de 3, don
 multiple de 6, sera toujours dans 
e radi
al puisque son 
arré

sera un multiple de 36. Autrement dit,

√
36Z = 6Z. On 
omprend un peu mieux sur 
et

exemple la notation utilisée pour le radi
al, même si 
'est bien sûr un peu plus 
ompliqué

qu'une simple � ra
ine �.

Exer
i
e 2

1. La seule valeur interdite pour f est z = −i, pour lequel on aura z = i et le dénominateur

s'annulera don
. Autrement dit, Df = C\{−i}.

2. On pose don
 z = a + ib et on 
al
ule simplement f(z) =
1

a− ib− i
=

a+ i(b+ 1)

a2 + (b+ 1)2
=

a

a2 + (b+ 1)2
+

b+ 1

a2 + (b+ 1)2
i.

3. Le 
al
ul pré
édent montre que f(z) ∈ R si b + 1 = 0, don
 b = −1. Il s'agit de l'équation

d'une droite � horizontale � dans le plan 
omplexe (
f dessin après la question 4). Pour être
tout à fait rigoureux, il faut supprimer de 
ette droite le point d'a�xe −i 
orrespondant à la

valeur interdite.

4. On veut désormais |f(z)| = 1. Plut�t que de repartir de la forme algébrique, il est plus simple

de remonter à la dé�nition de f pour obtenir la 
ondition |z−i| = 1, soit |z + i| = 1. Comme le

module d'un 
omplexe et 
elui de son 
onjugué sont égaux, on peut dire de façon équivalente

que |z+ i| = 1, et on re
onnait simplement la dé�nition du 
er
le dont le 
entre a pour a�xe

−i et de rayon 1.

0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1

−2

−3
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5. Cal
ulons don
 f(tan(θ)) =
1

tan(θ)− i
=

tan(θ) + i

tan2(θ) + 1
. On sait tous que 1+tan2(θ) =

1

cos2(θ)
,

don
 f(tan(θ)) = cos2(θ)(tan(θ) + i) = sin(θ) cos(θ) + i cos2(θ). Or,

i

2
(1 + e−2iθ) =

i

2
(1 +

cos(2θ)−i sin(2θ)) =
1

2
sin(2θ)+

i

2
(1+cos(2θ)). Si on n'a pas 
omplètement oublié ses formules

de dupli
ation, on se souvient que sin(2θ) = 2 sin(θ) cos(θ) et cos(2θ) = 2 cos2(θ)− 1, 
e qui

donne exa
tement l'égalité souhaitée.

6. D'après le 
al
ul pré
édent, f(tan(θ))− i

2
=

i

2
e−2iθ

, don


∣

∣

∣

∣

f(tan(θ))− i

2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

ie−2iθ)

2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2
(le

numérateur étant le produit de deux nombres 
omplexes de module 1), 
e qui su�t à prouver

l'appartenan
e de f(tan(θ)) au 
er
le demandé.

7. Il faut don
 résoudre l'équation

1

z − i
= z, soit zz − iz = 1, ou en
ore iz = |z|2 − 1. Comme

|z|2 − 1 est un nombre réel, on doit don
 avoir iz ∈ R, 
e qui ne peut se produire que

si z ∈ iR. Posons don
 z = ib, ave
 b ∈ R, l'équation devient alors −b = b2 − 1, don

b2 + b − 1 = 0, équation du se
ond degré de dis
riminant ∆ = 1 + 4 = 5 et admettant pour

ra
ines b1 =
−1−

√
5

2
et b2 =

−1 +
√
5

2
. Les deux points �xes de la fon
tion f sont don
 les

nombres 
omplexes z1+ = b1i et z2 = b2i.

Exer
i
e 3

A. Cas où α = 0.

1. La suite 
onstante véri�ant wn = 1 
onvient. En e�et, on aura bien 1 =
1 + 1 + 1

3
.

2. On 
al
ule don
 u2 =
3 + 2 + 1

3
= 2, puis u3 =

2 + 2 + 1

3
=

5

3
, u4 =

2 + 5
3 + 1

3
=

14

9
et

en�n u5 =
5
3 + 14

9 + 1

3
=

38

27
. On peut soupçonner que la suite va être dé
roissante, et don



onvergente puisqu'elle est trivialement minorée par 0. Ave
 pas mal de mauvaise foi, on peut

éventuellement deviner que 
ette limite sera égale à 1.

3. La suite (vn) est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2− 1

3
x− 1

3
= 0, ou

si on préfère ne pas avoir de fra
tions 3x2 − x − 1 = 0. Cette équation a pour dis
riminant

∆ = 1 + 12 = 13 et admet don
 deux ra
ines réelles : r1 =
1 +

√
13

6
et r2 =

1−
√
13

6
.On

peut alors a�rmer qu'il existe deux 
onstantes réelles A et B pour lesquelles on aura, ∀n ∈ N,

vn = Arn1 +Brn2 .

4. Puisque 3 6
√
13 6 4, on peut en
adrer les deux ra
ines de la façon suivante :

2

3
6 r1 6

5

6
,

et −1

2
6 r2 6 −1

3
. Comme 
es deux raisons appartiennent à ] − 1, 1[, on en déduit que

lim
n→+∞

rn1 = lim
n→+∞

rn1 = 0, et don
 que lim
n→+∞

vn = 0.

5. Supposons don
 que un+2 =
un + un+1 + 1

3
, on sait par ailleurs que wn+2 =

wn + wn+1 + 1

3
. Il

su�t de soustraire les deux équations pour en déduire un+2−wn+2 =
un − wn + un+1 − wn+1

3
.

Le résultat de la question 3 prouve alors que un−1 = Arn1+rn2 , et don
 que un = 1+Arn1+Brn2 .
En parti
ulier, lim

n→+∞
un = 1.
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B. Cas où α =
1

2
.

1. Pour que (un) soit bien dé�nie, il faut qu'on ait toujours unun+1 > 0, 
e qui sera le 
as si tous

les termes de la suite sont positifs. Or, 
ette propriété se prouve par une ré
urren
e double

triviale : 
'est vrai par hypothèse pour u0 et u1 (initialisation double), et en supposant un > 0
et un+1 > 0, la relation dé�nissant un+2 prouve immédiatement que un+2 > 0.

2. La suite sera 
onstante égale à u0. Là en
ore, on le prouve par ré
urren
e double triviale :

l'initialisation est donnée par les hypothèses faites, et si on suppose un = un+1 = u0, alors

un+2 =
u0 + u0 +

√

u20
3

=
3u0
3

= u0 (bien sûr, la positivité de u0 est essentielle pour avoir

√

u20 = u0).

3. (a) En reprenant la relation dé�nissant la suite, un+2 − un =
un+1 − 2un +

√
unun+1

3
. Or,

(
√
un+1 −

√
un)(

√
un+1 + 2

√
un) = un+1 + 2

√
un+1un −√

unun+1 − 2un = un+1 − 2un +√
unun+1, 
e qui prouve la relation souhaitée. Comme

√
un+1+2

√
un est positif, un+2−un

est du signe de

√
un+1−

√
un, qui a lui-même le même signe que un+1−un par 
roissan
e

de la ra
ine 
arrée sur R
+
.

(b) On sait déjà (hypothèse initiale) que u0 6 u1. La question pré
édente, appliquée pour

n = 0, nous informe que u2 −u0 et u1 −u0 ont le même signe, don
 que u2 > u0. De plus,

u2 =
u0 + u1 +

√
u0u1

3
6

u1 + u1 +
√

u21
3

= u1 puisque u0 6 u1. De même, si on applique

la question pré
édente pour n = 1, u3 − u1 a le même signe que u2 − u1, i
i négatif, don


u3 6 u1. Il ne reste don
 plus qu'à prouver que u2 6 u3. Or, u3 =
u1 + u2 +

√
u1u2

3
>

u2 + u2 +
√

u22
3

= u2. On a bien obtenu toutes les inégalités souhaitées.

(
) On pro
ède par ré
urren
e simple, la propriété à prouver au rang n étant l'en
haînement

d'inégalités vn 6 vn+1 6 wn+1 6 wn, don
 u2n 6 u2n+2 6 u2n+3 6 u2n+1. L'initialisation

au rang n = 0 
orrespond exa
tement à 
e qui a été démontré à la question pré
édente.

Supposons alors les inégalités vraies au rang n, on doit en déduire que u2n+2 6 u2n+4 6

u2n+5 6 u2n+3. L'inégalité u2n+2 6 u2n+3 est déjà in
luse dans l'hypothèse de ré
urren
e,

et les autres se démontrent exa
tement de la même façon qu'à la question pré
édente :

u2n+4 − u2n+2 est du signe de u2n+3 − u2n+2, don
 positif, 
e qui prouve que u2n+2 6

u2n+4 ; de plus, u2n+4 =
u2n+2 + un+3 +

√
u2n+2u2n+3

3
6 u2n+3 en exploitant l'hypothèse

u2n+2 6 u2n+3 ; u2n+5 − u2n+3 est du signe de u2n+4 − u2n+3 don
 négatif, 
e qui prouve

que u2n+5 6 u2n+3 ; et on démontre u2n+5 > u2n+4 par une simple minoration dire
te

similaire aux 
al
uls pré
édents.

(d) La suite (vn) est don
 
roissante, la suite (wn) dé
roissante, et (vn) est majorée par tous

les termes de la suite (wn), en parti
ulier par w0, alors que (wn) est minorée par 0 (ou par

v0 si on veut vraiment un argument symétrique). Le théorème de 
onvergen
e monotone

assure alors la 
onvergen
e des deux suites.

(e) Appliquons 
ette formule pour un entier pair de la forme 2n : u2n+2−un+2 =
1

3
(
√
u2n+1−√

u2n)(
√
u2n+1 + 2

√
u2n). Notons l la limite de la suite (vn) et l′ 
elle de la suite (wn).

Puisque le membre de gau
he de notre égalité est la di�éren
e de deux termes d'indi
es

pairs de la suite (un), il 
onverge vers l − l = 0. Le membre de droite, lui, 
onverge vers

1

3
(
√
l′−

√
l)(

√
l′+2

√
l). Si on suppose l′ > l (on sait déjà que l′ > l puisque tous les termes

de la suite (wn) sont plus grands que tous 
eux de la suite (vn)), alors
√
l′ + 2

√
l > 0, et

la seule possibilité pour que notre limite de droite soit nulle est don
 que

√
l′ −

√
l = 0,


'est-à-dire que l = l′. On a don
 né
essirement deux limites égales, 
e qui permet d'en

déduire que la suite (un) 
onverge elle-même vers 
ette limite 
ommune. On peut d'ailleurs
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noter que 
ette limite 
ommune est né
essairement stri
tement positive, sauf dans le 
as

où u0 = u1 = 0, puisqu'on aura alors u2 6 l et u2 > 0.

(f) On 
al
ule, de façon similaire à 
e qui a été fait en début d'exer
i
e, un+2 − un+1 =
un + un+1 +

√
unun+1

3
−un+1 =

un − 2un+1 +
√
unun+1

3
=

(
√
un −√

un+1)(
√
un + 2

√
un+1)

3
(on a juste inversé le r�le de un et de un+1 par rapport au 
al
ul de la question a). Or,

un+1−un = (
√
un+

√
un+1)(

√
un+1−

√
un). On peut don
 simpli�er : zn = −

√
un + 2

√
un+1

3(
√
un +

√
un+1)

,

et il ne reste plus qu'à passer à la limite (plus de forme indéterminée) : lim
n→+∞

zn =

− 3
√
l

3× 2
√
l
= −1

2
.

Exer
i
e 4

1. Il faut don
 résoudre l'équation z2 − (1+ i)z− 4i = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = (1+ i)2+
16i = 1 + 2i − 1 + 16i = 18i. Ex
eptionnellement, je vais passer par la forme exponentielle

pour trouver une ra
ine 
arrée de 
e dis
riminant : ∆ = 18ei
π

2
, don
 on peut prendre δ =

√
18ei

π

4 = 3
√
2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)

= 3 + 3i, qui véri�e manifestement δ2 = ∆. On en déduit

les ra
ines z1 =
1 + i+ 3 + 3i

2
= 2 + 2i et z2 =

1 + i− 3− 3i

2
= −1 − i. Une illustration

parti
ulièrement passionnante :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

−4

−5

M1

M2

P

Q

2. Cal
ulons : ∆ = 4p2 − 4q = 4p2
(

1− q

p2

)

.

3. Relations 
lassiques, surtout quand le 
oe�
ient dominant vaut 1 : z1 + z2 = −(−2p) = 2p,
et z1z2 = q.

4. Il faut et il su�t que le dis
riminant de l'équation soit égal à 0, don
 que q = p2.

5. Puisque

z1 + z2
2

= p, le milieu de [M1M2] est le point P .

6. Les points sont alignés si et seulement si arg

(

z2 − 0

z1 − 0

)

≡ 0[π], don
 si z1 et z2 ont le même

argument modulo π. En notant θ l'argument de l'un des deux, on peut alors é
rire z1 = r1e
iθ

et z2 = r2e
iθ
, ave
 (r1, r2) ∈ R

2
mais éventuellement l'un des deux �modules � négatif puisque

l'égalité des arguments ne se fait que modulo π. On 
al
ule alors, en reprenant les relations

5



vues pré
édemment,

q

p2
=

4z1z2
(z1 + z2)2

=
4r1r2e

2iθ

(r1 + r2)2e2iθ
=

4r1r2
(r1 + r2)2

, qui est 
ertainement un

nombre réel. De plus, il est plus petit que 1 si et seulement si 4r1r2 6 (r1+r2)
2 = r21+2r1r2+r22,

don
 si r21+r22−2r1r2 = (r1−r2)
2 > 0, 
e qui est toujours vrai. On a don
 prouvé l'impli
ation

� points alignés ⇒ q

p2
réel et inférieur à 1 �.

Reste bien sûr à traiter la ré
iproque. Supposons don
 que

q

p2
∈]−∞, 1], alors 1− q

p2
est un réel

positif, qu'on peut é
rire sous la forme a2, ave
 a ∈ R. On a alors ∆ = 4p2a2, qui admet pour

ra
ine 
arrée δ = 2pa. On en déduit que z1 =
2p+ 2pa

2
= p(1+a) et z2 =

2p− 2pa

2
= p(1−a).

Les nombres z1 et z2 sont don
 des produits du même nombre 
omplexe p par des réels (1+a
et 1− a), 
e qui prouve que arg(z1) ≡ arg(z2) ≡ arg(p)[π]. Les points O, M1 et M2 sont alors

bien alignés.

Pour l'équation de la question 1, on a

q

p2
=

−4i
1
4(1 + i)2

=
−16i

2i
= −8 qui est bien un réel

inférieur à 1.

7. C'est le même prin
ipe que dans la question pré
édente, mais ave
 la 
ondition supplémentaire

qu'on doit avoir r2 > 0. Dans 
e 
as le quotient

q

p2
=

4r1r2
(r1 + r2)2

reste bien sûr un réel inférieur

à 1, mais il est aussi 
lairement positif, don


q

p2
∈ [0, 1].

Supposons ré
iproquement que

q

p2
∈ [0, 1]. En reprenant à nouveau les 
al
uls de la question

pré
édente, on aura a2 6 1, don
 a ∈ [0, 1] (quitte à le 
hoisir positif). Les fa
teurs 1 + a et

1− a sont alors tous deux positifs, 
e qui prouvent que z1 et z2 ont le même argument que p,

mais modulo 2π et non plus modulo π. La 
ondition

q

p2
est don
 né
essaire et su�sante.

8. On veut 
ette fois-
i avoir |z1| = |z2|, don
 z2 = z1e
iθ
, ave
 θ ∈ R. Dans 
e 
as, on peut


al
uler

q

p2
=

4z1z2
(z1 + z2)2

=
4z21e

iθ

z21(1 + eiθ)2
. Quitte à fa
toriser par l'angle moitié à l'intérieur

de la parenthèse du dénominateur,

q

p2
=

4eiθ

(ei
θ

2 (e−i θ
2 + ei

θ

2 ))2
=

4

(2 cos(θ2))
2
=

1

cos2(θ2)
, qui est

bien réel, mais aussi supérieur ou égal à 1 puisque cos2
(

θ

2

)

∈]0, 1] (on ne peut pas avoir un


osinus nul, sinon on aurait p = 0, 
e qui est ex
lu par l'énon
é).

Ré
iproquement, si

q

p2
∈ [1,+∞[, on a 1− q

p2
6 0, posons alors b =

√

q

p2
− 1, qui sera don


un réel positif. On peut alors poser δ = 2pib de façon à avoir δ2 = ∆ (ça mar
he même dans

le 
as parti
ulier où le dis
riminant est nul). On en déduit que z1 =
2p+ 2pib

2
= p(1+ ib), et

de même z2 = p(1− ib). Les nombres 1 + ib et 1− ib ayant même module (on rappelle que b

est réel i
i !), 
e sera aussi le 
as pour z1 et z2. La 
ondition

q

p2
∈ [1,+∞[ est don
 né
essaire

et su�sante pour avoir |z1| = |z2|.
9. Pour avoir un triangle re
tangle iso
èle en O, on doit avoir |z1| = |z2| mais aussi arg(z2) ≡

arg(z1)±
π

2
[2π]. Cela revient en fait à dire que z2 = ±iz1. Si z2 = iz1, alors

q

p2
=

4z1z2
(z1 + z2)2

=

4iz21
z21(1 + i)2

=
4i

2i
= 2. Un 
al
ul quasi identique dans le 
as où z2 = −iz1 donne également

q

p2
= 2. Ré
iproquement, si

q

p2
= 2, ∆ = −4p2, don
 on peut poser δ = 2pi, et on a

6



z1 =
2p+ 2pi

2
= p(1 + i), et z2 = p(1 − i). 
omme i(1 − i) = 1 + i, on a bien z1 = iz2, et le

triangle est iso
èle re
tangle. La 
ondition

q

p2
= 2 est don
 né
essaire et su�sante.

10. On veut 
ette fois-
i avoir |z1| = |z2| et arg(z2) ≡ arg(z1) ±
π

3
[2π]. Autrement dit, quitte

à renuméroter les ra
ines, z2 = ei
π

3 z1. On 
al
ule alors

q

p2
=

4z1z2
(z1 + z2)2

=
4z21e

iπ
3

z21(1 + ei
π

3 )2
. Le


al
ul e�e
tué en question 8 s'applique alors :

q

p2
=

1

cos2(π6 )
=

1

(
√
3
2 )2

=
4

3
. Ré
iproquement,

si le quotient est égal à

4

3
, alors ∆ = −4

3
p2, on peut don
 poser δ =

2√
3
ip, puis on obtient z1 =

p

(

1 +
1√
3
i

)

et z2 = p

(

1− 1√
3
i

)

. On véri�e alors que ei
π

3 ×
(

1− 1√
3
i

)

=

(

1

2
+

√
3

2
i

)

×
(

1− 1√
3
i

)

=
1

2
+

√
3

2
i − 1

2
√
3
i +

1

2
= 1 +

3− 1

2
√
3
i = 1 +

1

2
√
3
i. On a don
 ei

π

3 z2 = z1, et le

triangle est bien équilatéral. En
ore une fois, la 
ondition obtenue est né
essaire et su�sante.
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