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Exer
i
e 1

1. Si on pose y(x) = xk, alors y′(x) = kxk−1
et y′′(x) = k(k − 1)xk−2

. La fon
tion y est don


solution de (E) si k(k− 1)xk +3kxk+xk = 0, don
 si (k2− k+3k+1)xk = 0. Pour que 
ette
égalité soit vraie indépendamment de la valeur de x, on doit imposer k2 + 2k + 1 = 0, don

(k + 1)2 = 0. La seule valeur de k 
onvenable est don
 k = −1. Autrement dit, la fon
tion

inverse est solution de (E).

2. (a) Posons plut�t y(x) =
z(x)

x
, et dérivons deux fois : y′(x) = − 1

x2
z(x) +

z′(x)

x
, puis y′′(x) =

2

x3
z(x)− 2

x2
z′(x) +

z′′(x)

x
. En eportant dans l'équation (E), on obtient

2

x
z(x)− 2z′(x) +

xz′′(x) − 3

x
z(x) + 3z′(x) +

1

x
z(x) = 0, soit après simpli�
ation xz′′(x) + z′(x) = 0. En

notant v(x) = z′(x), on a xv′(x) + v(x) = 0, 
e qui est bien une équation linéaire d'ordre

1.

(b) Sur l'intervalle donné, on peut normaliser : v′(x)+
1

x
v(x) = 0. La fon
tion inverse admet-

tant pour primitive la fon
tion ln sur notre intervalle de résolution, les solutions de 
ette

équation (qui est homogène !) sont les fon
tions v : x 7→ Ke− ln(x) =
K

x
, ave
 K ∈ R.

(
) Les fon
tions z sont primitives des solutions v de la question pré
édente, soit z(x) =
K ln(x) + L, ave
 (K,L) ∈ R

2
(attention à bien ajouter une deuxième 
onstante i
i, on

veut toutes les solutions de l'équation), 
e qui nous donne don
 des solutions de (E) de la

forme y(x) =
K ln(x) + L

x
, ave
 (K,L) ∈ R

2
. Pas besoin de véri�
ation i
i, on a pro
édé

par équivalen
e tout au long du 
al
ul.

(d) Si on impose K 6= 0 dans l'expresssion de y, le numérateur de la fra
tion aura une limite

in�nie en 0 (dépendant du signe de K), et y également. Il faudrait don
 avoir K = 0, mais

si L 6= 0, on aura toujours une limite in�nie quand x tend vers 0 (dont le signe dépendra


ette fois-
i de 
elui de L). La seule solution étant prolongeable est don
 
elle obtenue

pour K = L = 0, 
'est-à-dire la solution nulle.

3. (a) Cal
ul 
lassique : y′(x) =
1

x
w′(ln(x)), puis y′′(x) = − 1

x2
w′(ln(x)) +

1

x2
w′′(ln(x)). On

reporte dans l'équation (E) pour obtenir l'équation équivalente −w′(ln(x)) +w′′(ln(x)) +
3w′(ln(x)) + w(ln(x)) = 0, soit w′′(t) + 2w′(t) + w(t) = 0.

(b) L'équation étant déjà homogène, ça va aller très vite : l'équation 
ara
téristique r2 +
2r + 1 = 0 admet pour ra
ine double r = −1, don
 les solutions sont les fon
tions w :
t 7→ (A + Bt)e−t

, ave
 (A,B) ∈ R. On remonte ensuite le 
hangement de variable :

y(x) = w(ln(x)) = (A+B ln(x))e− ln(x) =
A+B ln(x)

x
, 
e qui 
orrespond bien entendu à

la formule trouvée par la première méthode de résolution.

4. En reprenant la formule initiale (ave
 des 
onstantes K et L), on a y(1) = L, don
 y(1) = 1

impose L = 1. De plus, y′(x) =
K −K ln(x)− L

x2
, don
 y′(1) = K − L, et y′(1) = 1 impose

1



K = L+ 1 = 2. La solution re
her
hée est don
 dé�nie par g(x) =
2 ln(x) + 1

x
.

5. La fon
tion g est bien sûr dé�nie, dérivable et même de 
lasse C∞
sur ]0,+∞[. Comme

g(x) =
2 ln(x)

x
+

1

x
, la 
roissan
e 
omparée permet d'a�rmer que lim

x→+∞
g(x) = 0. Au
un

problème en 0 où on a lim
x→0+

g(x) = −∞. De plus, g′(x) =
2− 2 ln(x)− 1

x2
=

1− 2 ln(x)

x2
.

Cette dérivée est du signe de 1− 2 ln(x), elle s'annule en parti
ulier pour x =
√
e, et g admet

en 
e point un maximum de valeur g(
√
e) =

1 + 1√
e

=
2√
e
. On rappelle que

√
e ≃ 1.65, don


2√
e
≃ 1.2. On peut déjà dresser le tableau de variations suivant :

x 0
√
e +∞

g

−∞

�✒
�

�

2√
e❍❍❍❥ 0

Passons à l'étude de 
onvexité : g′′(x) =
−2x− 2x+ 4x ln(x)

x4
=

4(ln(x)− 1)

x3
, qui est sim-

plement du signe de ln(x) − 1. La fon
tion g est don
 
on
ave sur ] − ∞, e] et 
onvexe sur

[e,+∞[. Cal
ulons tout de même g(e) =
3

e
pour pla
er 
orre
tement le point d'in�exion sur

la 
ourbe que voi
i :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

−1

−2

−3

−4

Exer
i
e 2

1. On a don
 u0 =
1

2
, u1 =

√

3

4
=

√
3

2
, puis u2 =

√

2 +
√
3

4
=

√

2 +
√
3

2
. Le reste est immédiat :

v1 =
1

u1
=

2√
3
, v2 =

v1

u2
=

4
√

6 + 3
√
3
, w1 =

v1

u1
=

1

u21
=

4

3
, w2 =

v2

u2
=

v1

u22
=

2√
3
× 4

2 +
√
3
=

8

2
√
3 + 3

. On est tous d'a

ord sur le fait qu'on n'a pas envie d'essayer de simpli�er tout ça.
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N'oublions quand même pas la �n de la question : arccos(u0) = arccos

(

1

2

)

=
π

3
, puis

arccos(u1) = arccos

(√
3

2

)

=
π

6
.

2. Pour que θ soit bien dé�ni, il faut avoir u0 ∈ [−1, 1], 
e qui est le 
as puisque v0 < w0. En

fait, on sait même que 0 6 u0 < 1, 
e qui justi�e dire
tement que θ ∈
]

0,
π

2

]

.

3. On sait que θ ∈
]

0,
π

2

[

, don
 cos

(

θ

2n

)

> 0 pour tout entier n. De plus,
θ

2n
= 2× θ

2n+1
, don


(formule de dupli
ation) cos

(

θ

2n

)

= 2cos2
(

θ

2n+1

)

− 1. Dans l'autre sens, en exploitant la

positivité, cos

(

θ

2n+1

)

=

√

1 + cos( θ

2n )

2
. Cette formule prouve exa
tement l'hérédité de la

ré
urren
e demandée : si un = cos

(

θ

2n

)

, alors un+1 = cos

(

θ

2n+1

)

. L'initialisation étant

évidente vu la dé�nition de θ (on a bien u0 = cos(θ)), la formule est bien prouvée pour tout

entier naturel n.

En parti
ulier, si on reprend u0 =
1

2
, don
 θ =

π

3
, on aura cos

(

θ

4

)

= cos
( π

12

)

= u2 =
√

2 +
√
3

2
.

4. Notons déjà que sin(θ) 6= 0, don
 les formules proposées ont un sens. De plus, en utilisant

une formule de dupli
ation de sinus en 
ours de route, v1 =
v0

u1
=

v0

cos(θ2 )
=

2v0 sin(
θ

2)

2 cos(θ2) sin(
θ

2 )
=

2v0
sin(θ)

sin

(

θ

2

)

. On pro
ède de même pour la deuxième formule : v2 =
v1

u2
=

2v0 sin(
θ

2 )

sin(θ) cos(θ4)
=

4v0 sin(
θ

2) sin(
θ

4 )

2 sin(θ) cos(θ4 ) sin(
θ

4 )
=

4v0
sin(θ)

sin

(

θ

4

)

.

5. On peut brillamment 
onje
turer que vn =
2nv0
sin(θ)

sin

(

θ

2n

)

. On en déduit dire
tement wn =

2nv0
sin(θ)

tan

(

θ

2n

)

.

6. Il faut exploiter la limite 
lassique lim
x→0

sin(x)

x
= 1. I
i, on sait que lim

n→+∞

θ

2n
= 0, don
 on

peut a�rmer que lim
n→+∞

2n sin( θ

2n )

θ
= 1, ou en
ore que lim

n→+∞
2n sin

(

θ

2n

)

= θ. On en déduit

immédiatement que lim
n→+∞

vn =
v0θ

sin(θ)
. Or, θ = arccos(u0) par dé�tion, et 
omme l'angle θ est

dans l'intervalle

]

0,
π

2

[

, on peut a�rmer sans problème que sin(θ) =
√

1− cos2(θ) =
√

1− u20.

La formule demandée en dé
oule pour la limite de (vn). Pour la suite (wn), 
'est exa
tement

le même 
al
ul en exploitant 
ette fois-
i le fait que lim
x→0

tan(x)

x
= 1. Alternativement, on peut

utiliser le fait que wn =
vn

un
et que lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
cos

(

θ

2n

)

= 1.

7. (a) Puisqu'on a le droit de ne pas être rigoureux, on sait que un+1 =
vn

vn+1
, don
 zn =

v0

v1
× v1

v2
× · · · × vn−1

vn
=

v0

vn
en e�e
tuant les simpli�
ations évidentes (vn n'est jamais nul,

les divisions ne posent don
 au
un problème).
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(b) En reprenant la limite de (vn) 
al
ulée plus haut, on a simplement lim
n→+∞

zn =
sin(θ)

θ
=

√

1− u20
arccos(u0)

.

(
) On 
hoisit u0 = 0 de façon à avoir θ =
π

2
, et on a alors u1 =

√

1

2
, puis u2 =

√

1

2
+

1

2

√

1

2
et ainsi de suite, d'où la formule.

Problème.

1. (a) La fon
tion f est évidemment dérivable, et f ′(t) = n′(t)e−rt − rn(t)e−rt = (n′(t) −

rn(t))e−rt
. Or, par hypothèse, n′(t) = rn(t)

(

1− 1

K
n(t)

)

, don


f ′(t) = rn(t)e−rt

(

1− 1

K
n(t)− 1

)

= − r

K
n2(t)e−rt = − r

K
n(t)f(t). Ainsi, f est bien

solution de l'équation demandée.

(b) L'équation en question est une équation di�érentielle linéaire homogène du premier ordre.

Le 
oe�
ient

r

K
n(t) admet pour primite

r

K
N(t) (puisque r et K sont simplement des


onstantes), don
 on a f(t) = Ae−
r

K
N(t)

, pour une 
ertaine 
onstante A ∈ R. Ave
 les

notations de l'énon
é, on a don
 g(t) = − r

K
N(t). De plus, la 
ondition n(0) = n0 impose

que f(0) = n0, don
 ave
 la formule obtenue, Ae−
r

K
n0 = n0, soit A = n0e

r

K
n0
. Ce n'est

pas très expli
ite, mais on ne peut pas faire mieux.

2. (a) Ce n'est pas une équation linéaire.

(b) Pour 
ela, il faut absolument que la fon
tion n ne puisse pas s'annuler dans notre intervalle

de résolution. Mais la formule obtenue pour f à la question pré
édente montre que f est

à valeurs stri
tement positives sur [0,+∞[, don
 n aussi. Bien sûr, n étant dérivable, son

inverse le sera aussi.

(
) On 
al
ule h′(t) = − n′(t)

n2(t)
= − r

n(t)

(

1− 1

K
n(t)

)

= − r

n(t)
+

r

K
= −rh(t) +

r

K
. C'est 
e

qui était demandé.

(d) Il s'agit à nouveau d'une équation linéaire du premier ordre, mais 
ette fois-
i elle n'est pas

homogène. Les solutions de l'équation homogène asso
iée sont de la forme yh : t 7→ Ae−rt
,

ave
 A ∈ R. Pas besoin de variation de la 
onstante i
i pour 
onstater que la fontion


onstante égale à

1

K
est solution parti
ulière. Les solutions de (E1) sont don
 les fon
tions

dé�nies par y(t) = Ae−rt +
1

K
.

(e) On sait que h est solution de (E1) et que h(0) =
1

n0
, don
 (ave
 la formule pré
édente)

A+
1

K
=

1

n0
, soit A =

1

n0
− 1

K
. Autrement dit, h(t) =

1

n0
e−rt +

1

K
(1− e−rt). Il ne reste

plus qu'à passer à l'inverse : n(t) =
1

1
n0
e−rt + 1

K
(1− e−rt)

. Quitte à multiplier en haut et

en bas par n0e
rt
, on obtient bien la formule de l'énon
é : n(t) =

n0e
rt

1 + n0

K
(ert − 1)

.

3. (a) En reprenant la formule initialement obtenue pour n(t) (histoire d'éviter la forme indé-

terminée), lim
t→+∞

e−rt = 0 (on rappelle que la 
onstante r est stri
tement positive), don


lim
t→+∞

n(t) =
1
1
K

= K. Le paramèrte K représente don
 la population � en régime perma-

nent � du système étudié, qui est indépendante de la population initiale n0.
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(b) É
rivons en
ore une nouvelle version de l'expression de n : n(t) =
n0

e−rt + n0

K
(1− e−rt)

=

n0
n0

K
+ e−rt(1− n0

K
)
. La fon
tion t 7→ e−rt

est dé
roissante, mais elle est multipliée par une


onstante dont on ne 
onnait pas le signe. Il faut don
 distinguer deux 
as :

• si

n0

K
< 1, don
 si n0 < K, le dénominateur de notre fon
tion est dé
roissant (on a

multiplié par un nombre positif), et son inverse va don
 être 
roissant. Dans 
e 
as, la

population est 
roissante à partir de t = 0 et tend vers la limite K.

• si

n0

K
> 1, don
 si n0 > K, le dénominateur sera 
roissant et la population va tout le

temps dé
roître et tend bien sûr toujours vers K.

• si nK , on est dans le 
as très parti
ulier où la population va simplement rester toujours


onstante égale à K.

(
) Par hypothèse, n′ = rn
(

1− n

K

)

, ave
 par hypothèse n dérivable. La fon
tion n′
est don


elle-même dérivable (et a fortiori 
ontinue), et n′′
existe don
. Mais 
omme n est alors de


lasse (au moins) C1
, le même argument prouvé que n′

est aussi C1
et don
 que n est de


lasse C2
. Bien sûr, on pourrait en fait démontrer que n est une fon
tion de 
lasse C∞

.

On peut don
 dériver l'équation di�érentielle initiale : n′′(t) = rn′(t)

(

1− 1

K
n(t)

)

−
r

K
n(t)n′(t) = rn′(t) − 2r

K
n′(t)n(t). On rempla
e n′(t) par son expression donnée par

l'équation di�érentielle : n′′(t) = r2n(t)

(

1− 1

K
n(t)

)

− 2r2

K
n2(t)

(

1− 1

K
n(t)

)

= r2n(t)

(

1− 1

K
n(t)

)(

1− 2

K
n(t)

)

.

(d) Ave
 l'hypothèse faite sur n0 dans 
ette question et l'étude des variations faite auparavant,

on sait que 1 − 1

K
n(t) est toujours stri
tement positif (puisque n(t) 
roit et tend vers

K, don
 on a toujours n(t) < K). La seule annulation de n′′
se produira don
 quand

1 − 2
K
n(t) = 0, 
'est-à-dire quand n(t) =

K

2
, 
e qui se produira exa
tement une fois

puisque n est bije
tive à valeurs dans [n0,K[, ave
 n0 <
K

2
. Remarquons qu'on a déjà

répondu à une question ultérieure de l'exer
i
e : par 
onstru
tion, n(t0) =
K

2
.

(e) Puisque 1− 2

K
n(t) > 0 si n(t) <

K

2
, la fon
tion n est 
onvexe sur [0, t0] puis 
on
ave sur

[t0,+∞[.

(f) On a déjà signalé que n(t0) =
K

2
. La date t0 
orrespond au moment du 
hangement de


onvexité, 
'est-à-dire au moment où n′′
devient négative. 
ela revient bien à dire que la


roissan
e de la population (la dérivée de n) devient dé
roissante à partir de t0, don
 qu'il

y a bien un ralentissement de la 
roissan
e (attention à ne pas dire que la population

dé
roît à partir de 
e moment, la population reste 
roissante, mais la 
roissan
e de la

population est de moins en moins rapide, alors qu'elle l'était de plus en plus jusque-là).

Comme on l'a vu, la valeur limite de la population est égale à K, don
 à la date t0, on a

e�e
tivement atteint la moitié de 
ette population limite.

(g) En t = 0, on a n(0) = n0 = 1, et n′(0) = rn0

(

1− 1

K
n0

)

=
3

4
r. Sans 
onnaître la

valeur de r, on ne peut don
 pas savoir pré
isément l'allure de la 
ourbe (
e qui répond

déjà en partie à la toute dernière question du problème). En t0, on sait que n(t0) =
K

2
= 2, et n′(t0) = rn(t0)

(

1− 1

K
n(t0)

)

= 2r × 1

2
= r. En fait, on a su�samment

d'informations pour 
al
uler la valeur de r : on sait, en remplaçant K et n0 par leurs
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valeurs, que n(t) =
1

1
4 +

3
4e

−rt
. Si on veut avoir n(3) = 2, 
ela impose

1

4
+

3

4
e−3r =

1

2
,

don
 3e−3r = 1. Autrement dit, e3r = 3 et r =
ln(3)

3
. C'est don
 la valeur que j'ai prise

pour tra
er la 
ourbe suivante (le résultat n'est pas spe
ta
ulaire 
ar la 
onvexité est en

fait peu marquée) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0

1

2

3

4

5

4. (a) C'est le 
al
ul que j'ai e�e
tué à la question pré
édente pour obtenir r : n(t0) =
K

2
, don


n0
n0

K
+ e−rt0(1− n0

K
)
=

K

2
, 
e qui donne

n0

K
+e−rt0

(

1− n0

K

)

=
2n0

K
, don
 e−rt0

(

K

n0
− 1

)

=

1. Finalement, ert0 =
K

n0
− 1.

(b) Sous la forme donnée dans l'énon
é, n(t) =
n0e

rt

1 + n0

K
(ert − 1)

est quasiment de la forme

u′

u
(à

un fa
teur 
onstant près), 
e qui donnerait une primitive du typeN : t 7→ K

r
ln
(

1 +
n0

K
(ert − 1)

)

.

Reste à véri�er la positivité de 
e qui est dans le ln, 
e qui est en fait évident : n(t) est
toujours positif, et sous la forme utilisée, son numérateur est positif de façon évidente,

don
 son dénominateur aussi.

(
) On 
al
ule don


∫ 2t0

0
n(t) dt = N(2t0)−N(0) =

K

r
ln
(

1 +
n0

K
(e2rt0 − 1)

)

−K

r
ln(1+0) =

K

r
ln

(

1 +
n0

K

(

(

K

n0
− 1

)2

− 1

))

=
K

r
ln

(

1 +
n0

K

(

K2

n2
0

− 2
K

n0

))

=
K

r
ln

(

K

n0
− 1

)

=

K

r
ln(ert0) = Kt0. La valeur moyenne est obtenue en divisant la valeur de l'intégrale par

la largeur de l'intervalle, i
i 2t0, 
e qui donne bien une valeur moyenne égale à

K

2
.

(d) On sait déjà que n1 =
K

2
, don


1
n0

− 1
K

1
n1

− 1
K

=
1
n0

− 1
K

1
K

=
K

n0
− 1 = ert0 . On a don
 bien, en

mettant du ln puis en divisant par t0, r =
1

t0
ln

(

1
n0

− 1
K

1
n1

− 1
K

)

.

(e) En gros, à K et n0 �xés, t0 et r sont inversement proportionnels. En augmentant la valeur

de r, on va don
 diminuer la valeur de t0, 
e qui revient à dire que l'évolution de la

population vers sa situation d'équilibre sera plus rapide. Au 
ontraire, si on diminue la

valeur de r, l'évolution sera plus lente.
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