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Exerie 1

1. On peut tout multiplier par ex (qui ne s'annule) pour obtenir l'équation équivalente e2x +

ex − 3

4
= 0, puis on s'empresse d'e�etuer le hangement de variable X = ex pour se ramener

à l'équation du seond degré X2 + X − 3

4
= 0. Cette équation a pour disriminant ∆ =

1 + 3 = 4, et a don pour raines X1 =
−1− 2

2
= −3

2
et X2 =

−1 + 2

2
=

1

2
. La raine X1

étant inompatible ave le hangement de variable e�etué, la seule possibilité restante est

x = ln

(

1

2

)

= − ln(2), don S = {− ln(2)}.

2. Commençons par préiser que l'inéquation ne peut avoir de sens que si x2 + 2x > 0, soit
x(x+2) > 0, e qui nous fore à résoudre sur D =]−∞,−2[∪]0,+∞[ (petit tableau de signe

si 'est vraiment néessaire). Sur et ensemble, l'inéquation est équivalente à x2 + 2x < 3,
don x2 + 2x − 3 < 0. Le membre de gauhe a pour disriminant ∆ = 4 + 12 + 16 et pour

raines x1 =
−2− 4

2
= −3 et x2 =

−2 + 4

2
= 1. Il est négatif entre es raines, e qui donne

(vu l'ensemble de résolution hoisi) S = [−3,−2[∪]0, 1].
3. Enore une inéquation qui néessite de préiser un ensemble de résolution : x2 − 5x + 4 a

pour disriminant ∆ = 25 − 16 = 9 et pour raines x1 =
5− 3

2
= 1 et x2 =

5 + 3

2
= 4. On

peut don résoudre l'inéquation sur l'ensemble D =]−∞, 1] ∪ [4,+∞[. On peut maintenant

distinguer deux as :

• si x < −2, le membre de droite x+ 2 est stritement négatif alors que elui de gauhe est

positif, l'inéquation ne sera don jamais véri�ée.

• si x > −2 (et x ∈ D, bien entendu), et seulement dans e as, on peut élever au arré

les deux membres de l'inégalité pour obtenir l'inéquation équivalente (tout est positif)

x2 − 5x+ 4 6 (x+ 2)2, soit x2 − 5x+ 4 6 x2 + 4x + 4, ou enore 0 6 9x. Bon, pas trop
dur à résoudre, on onserve don tous les réels positifs appartenant à D.

Conlusion : S = [0, 1] ∪ [4,+∞[.

4. On pose bien sûr X = x2 pour se ramener à l'équation du seond degré 2X2−3X−2 = 0, qui

a pour disriminant ∆ = 9+16 = 25 et pour raines X1 =
3− 5

4
= −1

2
et X2 =

3 + 5

4
= 2. En

éliminant la raine négative inompatible ave notre hangement de variables, on ne onserve

que la possibilité x2 = 2, don S = {−
√
2,
√
2}.

5. L'inéquation est équivalente à

x− 1− 2x2 − 2x+ 4

x2 + x− 2
< 0, soit

−2x2 − x+ 3

x2 + x− 2
< 0. On va

ensuite faire un tableau de signes : le numérateur a pour disriminant ∆ = 1 + 24 = 25 et

pour raines x1 =
1 + 5

−4
= −3

2
et x2 =

1− 5

−4
= 1 (il sera positif entre es raines puisque son

oe�ient dominant est négatif), le dénominateur a pour disriminant ∆ = 1 + 8 = 9 et pour

raines x3 =
−1− 3

2
= −2 et x4 =

−1 + 3

2
= 1.
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x −∞ −2 −3

2
1 +∞

−2x2 − x+ 3 − − 0 + 0 −
x2 + x− 2 + 0 − − 0 +

quotient − + 0 − −

Conlusion : S =]−∞,−2[∪
]

−3

2
, 1

[

∪]1,+∞[.

Exerie 2

1. Réiproque : � Je vais avoir 20 au devoir, don je suis un dieu (ou une déesse) des mathéma-

tiques �, ou éventuellement � Je ne suis pas un dieu (ou une déesse) des maths, don je ne

vais pas avoir 20 à e devoir �.

Contraposée : � Je ne vais pas avoir 20 à e devoir, don je ne suis pas un dieu (ou une déesse)

des maths �.

2. Il existe à haque fois plusieurs possibilités, je n'en donne qu'une qui marhe :

(a) ∃x ∈ R, ∃y 6= x, f(y) 6= f(x).

(b) ∀(x, y) ∈ R
2
, x < y ⇒ f(x) < f(y).

() ∀M ∈ R, ∃x ∈ R, f(x) > M .

(d) ∃x ∈ R, ∀y 6= x, f(y) 6= 0.

3. (a) x = y ⇒ x2 = y2 ('est évident) mais la réiproque est fausse, par exemple 22 = (−2)2 et

pourtant 2 6= −2.

(b) x3 = y3 ⇔ x = y, l'impliation de la droite vers la gauhe est évidente, mais ette fois-i

la réiproque est également vraie (ar la fontion ube est bijetive, ou si on préfère la

raine ubique est dé�nie sur R tout entier). Ce serait par ontre faux dans C.

() x2 < x ⇒ x < 1. En e�et, les réels véri�ant x2 < x sont eux appartenant à l'intervalle

]0, 1[, ils sont don tous stritement inférieurs à 1, mais la réiproque est fausse (par

exemple x = −2 < 1 et pourtant (−2)2 > −2).

(d) Les deux équations sont en fait très failes à résoudre : on a |x+y| = 0 si (et seulement si)

x+y = 0, don si x et y sont opposés (e qui fait bien sûr une grosse in�nité de possibilités).

Par ontre, |x| + |y| = 0 ne peut se produire que si x = y = 0 (une valeur absolue est

toujours positive, et seul 0 a une valeur absolue nulle). On a don |x+y| = 0 ⇐ |x|+|y| = 0,
ave une réiproque fausse.

(e) C'est très similaire au as préédent : x2 + y2 = 0 ne peut se produire que si haun des

deux arrés est nul (ils sont tous les deux positifs), don si x = y = 0. La réiproque étant

évident, on a ette fois-i équivalene : x2 + y2 = 0 ⇔ x = y = 0.

4. (a) Cet énoné est faux (il reviendrait à die que la fontion arré est majorée sur R). Si on

prend un réel x quelonque, on peut toujours trouver un arré plus grand que lui, par

exemple (|x|+ 1)2 (je vous laisse véri�er que ça marhe dans tous les as).

(b) Cet énoné prétend exatement qu'il existe un entier naturel n dont tous les entiers naturels

sont des multiples. C'est vrai, et il est même unique, 'est n = 1.

() Cette fois-i, l'énoné a�rme l'existene et luniité d'un entier naturel qui est un multiple

de tous les entiers. Il en existe bel et bien un, 'est n = 0. Et 'est le seul, ar si n 6= 0, n
ne peut par exemple pas être un multiple de 2n. La propriété est don vraie.

Exerie 3

1. On a bien entendu Dfn =]0,+∞[ à ause de la présene du ln. Sans auune di�ulté,

lim
x→+∞

fn(x) = +∞ (pas de forme indéterminée), et on se ontente d'appliquer le résultat

de roissane omparée rappelé par l'énoné pour a�rmer que lim
x→0

fn(x) = 0.
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2. Les deux fontions sont évidemment dérivables sur ]0,+∞[. On alule f ′
1(x) = ln(x)+x× 1

x
=

ln(x) + 1. Cette dérivée s'annule lorsque ln(x) = −1, don pour x = e−1 =
1

e
. La fontion

admettra à ette absisse un minimum de valeur f1

(

1

e

)

=
1

e
ln

(

1

e

)

= −1

e
. On peut don

dresser le tableau de variations suivant :

x 0 1

e
+∞

f1 0
❍❍❍❥−1

e

�✒
�

�

+∞

On dérive maintenant la deuxième fontion : f ′
2(x) = (ln(x))2+x×2

ln(x)

x
= ln2(x)+2 ln(x) =

ln(x)(ln(x) + 2). Cette dérivée s'annule don pour x = 1 et pour x = e−2 =
1

e2
, et sera

négative entre ses deux valeurs d'annulation (en posant X = ln(x), on reonnait un trin�me

du seond degré). On alule don f2(1) = 0 (faile !) et f2

(

1

e2

)

=
1

e2
× (−2)2 =

4

e2
. On

peut maintenant faire notre tableau :

x 0 1

e2
1 +∞

f2

0

✟✯✟✟

4

e2❍❍❍❥0

�✒
�

�

+∞

3. On applique bien sûr la formule habituelle. Pour ela, on alule f1(e) = e× 1 = e, f2(e) = e,

f ′
1(e) = ln(e)+1 = 2 et f ′

2(e) = 3. La tangente à C1 aura don pour équation y = 2(x−e)+e =
2x− e et elle à C3 aura pour équation y = 3(x− e) + e = 3x− 2e.

4. On a diretement lim
x→0+

f ′
1(x) = −∞, et en reprenant la forme fatorisée de f ′

2, on obtient

tout aussi rapidement lim
x→0+

f ′
2(x) = +∞ (les deux fateurs tendent vers −∞). Les deux

ourbes deviennent don de plus en plus vertiales au voisinage de 0 (tehniquement, si on

avait proédé à un prolongement par ontinuité des deux fontions en 0, les deux ourbes y

admettraient une tangente vertiale).

5. On alule don f2(x) − f1(x) = x ln2(x) − x ln(x) = x ln(x)(ln(x) − 1). Le fateur x étant

toujours positif, le signe de ette di�érene dépend des deux fateurs restants. Pas vraiment

besoin de faire un tableau de signe, les deux ourbes se oupent pour x = 1 (à ordonnée nulle)

et pour x = e (à ordonnée e, aluls déjà faits auparavant), et C2 est en-dessous de C1 sur

l'intervalle [1, e], au-dessus sur ]0, 1] et sur [e,+∞[.

6. On plae bien sûr les di�érents points d'intérêt (extrema, intersetion des ourbes), mais aussi

les tangentes alulées en question 3, et tant qu'on y est les tangentes vertiales à l'origine :
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0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

5

6

−1

7. Calulons don plus généralement fn+1(x)− fn(x) = x lnn+1(x)−x lnn(x) = x lnn(x)(ln(x)−
1). Comme tout à l'heure, le fateur x est toujours positif, et les deux ourbes se oupent

toujours aux deux mêmes points. IL y a par ompte une petite subtilié pour le signe du fateur

lnn(x) : si n est un entier pair, il est toujours positif. Dans e as, Cn est au-dessus de Cn+1

sur tout l'intervalle ]0, e] (bien que les ourbes se oupent en plein milieu de et intervalle),

et en-dessous uniquement sur [e,+∞[. Si n est impair, on a exatement les mêmes positions

relatives que elle étudiées pour C1 et C2 à la question 5.

8. Une dernière étude de signe : fn+2(x)− fn(x) = x lnn+2(x)− x lnn(x) = x lnn(x)(ln2(x)− 1).
Les deux premiers fateurs sont de signe onstant (mais elui de lnn(x) dépend de la parité de

n, il faudra y faire attention). Le dernier fateur s'annule quand ln(x) = 1 ou ln(x) = −1. Sur

l'intervalle d'étude imposé, on ne onserve que x =
1

e
omme absisse de point d'intersetion.

On a don Cn au-dessus de Cn+1 sur

]

0,
1

e

]

puis en-dessous sur

[

1

e
, 1

]

quand n est pair, ave

un point d'intersetion d'ordonnée fn

(

1

e

)

=
1

e
× (−1)n =

1

e
. Si n est impair, les positions

relatives sont exatement inversées, ave ette fois-i un point d'intersetion d'ordonnée −1

e
.

9. Toutes les fontions fn sont bien sûr dérivables, et f ′
n(x) = lnn(x)+x×n

lnn−1(x)

x
= lnn(x)+

n lnn−1(x) = lnn−1(x)(ln(x) + n). La dérivée s'annule toujours en 1 (sauf dans le as n = 1

déjà traité plus haut) et en e−n
, où fn a pour valeur fn

(

1

en

)

=
1

en
× (−n)n =

(

−n

e

)n

(dont
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le signe dépend de la parité de n). Si n est impair, la dérivée ne hange pas de signe en 1
(puisque lnn−1(x) est toujours positif), si n est pair, on a deux hangements de signe. Plus

simplement on peut faire le tableau suivant quand n est impair :

x 0 1

en
+∞

f1 0
❍❍❍❥−(n

e
)n

�✒
�

�

+∞

Et dans le as où l'entier n est pair :

x 0 1

en
1 +∞

f2

0

✟✯✟✟

(n
e
)n
❍❍❍❥0

�✒
�

�

+∞

Exerie 4

1. Les deux fontions sont bien sûr dé�nies sur R. La fontion ch est immédiatement positive

puisque somme de deux exponentielles. Par ontre, sh(x) > 0 si ex > e−x
, don si x > −x.

Autrement dit, sh(x) est simplement du signe de x, positive sur [0,+∞[ et négative sur

]−∞, 0]. Les deux fontions sont dérivables sur R, et ch′(x) =
ex − e−x

2
= sh(x). Puisqu'on

vient de donner le signe de sh(x), la fontion ch est don déroissante sur ]−∞, 0] et roissante

sur [0,+∞[. Elle atteint pour minimum ch(0) =
1 + 1

2
= 1. De même, sh′(x) = ch(x), don

sh est roissante sur R. Il ne reste plus qu'à aluler les limites. Clairement, ch
x→+∞

(x) =

sh
x→+∞

(x) = +∞, lim
x→−∞

ch(x) = +∞, et lim
x→−∞

sh(x) = −∞ (auune forme indéterminée, on

a toujours l'un des deux termes du numérateur qui tend vers 0).

2. Les aluls préédents prouvent que ch′′ = sh′ = ch, qui est toujours positive, don ch est une

fontion onvexe.

3. Pour les plus pointilleux, ch est paire et sh impaire, et les deux ourbes se rapprohent l'une

de l'autre du �té de +∞.
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

ch

sh

4. La fontion f est dé�nie en x si x +
√
x2 + 1 > 0. C'est en fait toujours le as. En e�et,√

x2 + 1 existe toujours, et par roissane de la raine arrée,

√
x2 + 1 >

√
x2 = |x|, don

x +
√
x2 + 1 > |x| + x qui est toujours positif ('est évident si x > 0, et ça vaut 0 sinon).

Finalement, on a don Df = R.

5. Calulons don, ave un poil d'astue à oups de quantité onjuguée, f(−x) = ln(−x +
√
x2 + 1) = ln

(

x2 + 1− x2√
x2 + 1 + x

)

= ln

(

1

x+
√
x2 + 1

)

= − ln(x +
√
x2 + 1) = −f(x). On a

bien prouvé que f est une fontion impaire.

6. Comme l'expression sous la raine arrée ne s'annule jamais, f est dérivable sur R. Pour le

alul de dérivée, posons d'abord g(x) = x+
√
x2 + 1, puis alulons g′(x) = 1+

2x

2
√
x2 + 1

=

1 +
x√

x2 + 1
. On en déduit que f ′(x) =

g′(x)

g(x)
=

1 + x√
x2+1

x+
√
x2 + 1

=
x+

√
x2 + 1√

x2 + 1(x+
√
x2 + 1)

=

1√
x2 + 1

.

7. Calul brutal et débile : ch2(x) + sh2(x) =
1

4
(e2x + e−2x + 2− e2x − e−2x + 2) =

4

4
= 1.

8. Calulons don f(sh(x)) = ln(sh(x) +
√

sh2(x) + 1). Or, d'après la question préédente,

sh2(x) + 1 = ch2(x), et omme ch(x) est toujours positif, on peut simpli�er

√

sh2(x) + 1 =
√

ch2(x) = ch(x). On en déduit que f(sh(x)) = ln(sh(x) + ch(x)) = ln(ex) = x.

9. On a en fait prouvé que f est la réiproque de la fontion sh. La formule donnée s'applique,

en se souvenant que sh′ = ch : f ′(x) =
1

ch(f(x))
. Or, ch2(f(x)) = sh2(f(x)) + 1 = x2 + 1,

don ch(x) =
√
x2 + 1 (tout est positif), et on retrouve bien f ′(x) =

1√
x2 + 1

.

10. La fontion th est dé�nie sur R puisque ch ne s'annule jamais. La fontion est impaire en

tant que quotient d'une fontion impaire par une fontion paire. Calulons don sa déri-

vée : en partant de la dé�nition th(x) =
sh(x)

ch(x)
et en exploitant le alule de la question 7,

6



th′(x) =
ch2(x)− sh2(x)

ch2(x)
= 1ch2(x). Cette dérivée étant lairement positive, la fontion th

est roissante sur R. Il ne reste plus qu'à aluler la limite en +∞ (elle de l'autre �té en

sera déduite par parité) : th(x) =
ex(1− e−2x)

ex(1 + e−2x)
=

1− e−2x

1 + e−2x
. Comme lim

x→+∞
e−2x = 0, il n'y a

plus de forme indéterminée, et on obtient lim
x→+∞

th(x) = 1. On aura don lim
x→−∞

th(x) = −1.

Mettons toutes es informations dans un beau tableau :

x −∞ 0 +∞

th

−1

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

1

Et onluons bien entendu ave une dernière belle ourbe :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

−1
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