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Problème

I. Étude rapide de f .

1. On sait que lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (taux d'a

roissement en 0 de la fon
tion exponentielle), don


l'inverse

x

ex − 1
a également pour limite 1 quand x tend vers 0. On peut don
 prolonger f

� en posant f(0) = 1 � pour obtenir une fon
tion 
ontinue en 0 (et don
 sur R).

2. Le taux d'a

roissement de f en 0 est dé�ni par τ(h) =
f(h)− 1

h
=

h

eh−1
− 1

h
=

1 + h− eh

h(ex − 1)
.

Or, le développement limité à l'ordre 2 de l'exponentielle en 0 nous permet d'a�rmer que

eh = 1 + h +
1

2
h2 + o(h2), don
 1 + h − eh ∼

h→0
−
1

2
h2, et τ(h) ∼ −

1

2

h

eh − 1
= −

1

2
f(h), qui

admet don
 pour limite −
1

2
en 0. La fon
tion f est don
 dérivable en 0, et f ′(0) = −

1

2
.

3. Ce développement limité est donné par les 
al
uls pré
édents : f(x) =
x→0

f(0)+xf ′(0)+o(x) =

1−
1

2
x+ o(x).

4. La fon
tion f est dérivable sur R et ∀x 6= 0, f ′(x) =
ex − 1− xex

(ex − 1)2
. Le numérateur de 
ette

dérivée n'ayant pas un signe évident, on va poser α(x) = ex−1−xex et dériver 
ette fon
tion :

α′(x) = ex − ex − xex = −xex. Cette dérivée α′
est du signe de −x, don
 α est 
roissante sur

R
−
et dé
roissante sur R

+
, admettant un maximum en 0 de valeur α(0) = 1− 1− 0 = 0. La

fon
tion α est don
 toujours négative, 
e qui prouve que f est une fon
tion dé
roissante sur

R. Comme lim
x→−∞

ex = 0, on a lim
x→−∞

f(x) = +∞ (pas de forme indéteminée). De l'autre 
�té,

on peut par exemple dire que f(x) ∼
x→+∞

x

ex
, don
 lim

x→+∞

f(x) = 0 (
roissan
e 
omparée).

Puisqu'on nous le demande, dressons don
 le tableau de variations de f :

x −∞ 0 +∞

f

+∞
❍
❍
❍❥1

❍
❍
❍❥ 0

5. On indique bien sûr la tangente 
al
ulée un peu plus haut, et pas grand 
hose d'autre :
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II. Des histoires de développements limités.

1. Un 
al
ul très rapide à partir du développement limité de l'exponentielle donne g(x) = 1 +

1

2
x+

1

6
x2 + · · ·+

1

(n+ 1)!
xn + o(xn) =

n
∑

k=0

xk

(k + 1)!
+ o(xn).

2. On peut simplement justi�er l'existen
e du DL par le fait que le 
al
ul qu'on s'apprête à faire

à la question 3 se généralise à tout ordre : en é
rivant le DL à l'ordre n+1 de l'exponentielle

en 0, on 
onstate que ex − 1 = x(P (x) + o(xn)), où P est un polyn�me de degré n et de


oe�
ient 
onstant égal à 1 (peu importe la valeur des autres 
oe�
ients), don


x

ex − 1
=

1

P (x) + o(xn)
=

1

1 + u
, où u est une expression polyn�miale de degré n ayant une limite nulle

quand x tend vers 0. On peut alors 
al
uler f(x) = 1 − u + u2 + · · · + (−1)nun + o(xn), 
e
qui donne le développement limité souhaité en tronquant le 
al
ul à l'ordre n.

3. En é
rivant don
 le DL initial de l'exponentielle à l'ordre 4, f(x) =
x

x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 + 1
24x

4 + o(x4)
=

1

1 + 1
2x+ 1

6x
2 + 1

24x
3 + o(x3)

. On pose 
omme expliqué à la question pré
édente u =
1

2
x +

1

6
x2 +

1

24
x3 + o(x3), puis on 
al
ule

1

1 + u
= 1 − u + u2 − u3 + o(u3) = 1 −

1

2
x −

1

6
x2 −

1

24
x3 +

1

4
x2 +

1

6
x3 −

1

8
x3 + o(x3) = 1−

1

2
x+

1

12
x2 + o(x3). On n'oublie pas de mulriplier les


oe�
ients obtenus par les fa
torielles 
orrespondantes pour en déduire que b0 = 1, b1 = −
1

2
,

b2 =
1

6
et b3 = 0.

4. La formule de Taylor-Young permet d'a�rmer que bk = f (k)(0), à 
ondition bien sûr de

prouver rigoureusement que f est dérivable k fois en 0. On va faire semblant de ne pas s'être

rendu 
ompte de 
e détail, et se 
ontenter d'appliquer la formule de Leibniz pour 
al
uler

la dérivée n-ème du produit (ex − 1)f(x) (ave
 n > 2). Puisque toutes les dérivées de la

fon
tion x 7→ ex − 1 sont égales à la fon
tions exponentielle, on obtient (ex − 1)f (n)(x) +
n
∑

k=1

(

n

k

)

enf (n−k)(x). Or, 
ette dérivée n-ème est nulle puisque la fon
tion qu'on vient de
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dériver est égale à la fon
tion identité. Si on évalue 
ette expression pour x = 0, on trouve

alors immédiatement

n
∑

k=1

(

n

k

)

bn−k = 0 (le terme en-dehors de la somme étant nul à 
ause du

fa
teur ex − 1).

5. Il faut appliquer la formule pré
édente au rang n+1 pour faire apparaître bn :

n+1
∑

k=1

(

n+ 1

k

)

bn+1−k =

0, don
 bn+1 = −
1

n+ 1

n
∑

k=2

(

n+ 1

k

)

bn+1−k = −
1

n+ 1

n−1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

bk en e�e
tuant un 
han-

gement de variable pour rempla
er k par n − k (ça ne 
hange pas la valeur du 
oe�-


ient bin�mial à 
ause de la symétrie des 
oe�
ients bin�miaux, seul l'indi
e des 
oe�-


ients bn−k ainsi que les indi
es de la somme sont modi�és, 
e qui rend la relation plus

lisibe). On en déduit b4 = −
1

5
(b0 + 5b1 + 10b2 + 10b3) = −

1

5

(

1−
5

2
+

5

3

)

= −
1

30
, puis

b5 = −
1

6
(b0 +6b1 +15b2 +20b3 +15b4) = −

1

6

(

1− 3 +
5

2
−

1

2

)

= 0 (eh oui, en
ore), et en�n

b6 = −
1

7
(b0 +7b1 +21b2 +35b3 +35b4 +21b5) = −

1

7

(

1−
7

2
+

7

2
−

7

6

)

=
1

42
. On démontrera

plus loin que tous les 
oe�
ients d'indi
e impair supérieur ou égal à 3 sont nuls. Pour 
eux

qui espéraient une régularité sur les 
oe�
ients d'indi
es pairs, 
e n'est absolument pas le 
as,

je vous donne les suivants pour que vous puissiez le 
onstater par vous-mêmes : b8 = −
1

30
(le

même que b4 don
), b10 =
5

66
(ça 
ommen
e à devenir mo
he), b12 = −

691

2 730
(no 
omment),

mais b14 =
7

6
.

III. Une suite de polyn�mes.

1. Il su�t de re
opier la dé�nition : B0 = 1, B1 = X −
1

2
, puis B2 = X2 −X +

1

6
.

2. Toujours par dé�nition, Bn(0) = bn, et Bn(1) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

bn−k = bn +
n
∑

k=1

(

n

k

)

bn−k = bn en

reprenant la relation démontrée en question II.4. En fait, 
ette relation n'est vraie que pour

n > 2...

3. On dérive l'expression donnée : B′

n =
n
∑

k=1

k

(

n

k

)

bn−kX
k−1

. Or, on sait que k ×

(

n

k

)

= n ×

(

n− 1

k − 1

)

(formule sans nom), don
 B′

n =
n
∑

k=1

n

(

n− 1

k − 1

)

bn−kX
k−1

. On s'empresse de dé
aler

les indi
es : B′

n =

n−1
∑

k=0

n

(

n− 1

k

)

bn−1−kX
k = nBn−1. Autrement dit,

1

n
Bn est une primite de

Bn−1, don


∫ 1

0
Bn−1(t) dt =

1

n
[Bn(t)]

1
0 = 0 en reprenant le résultat de la question pré
édente.

4. (a) Puisque B0 est 
onstant, B0(1−X) = 1, don
 Q0(X) = (−1)0 × 1 = 1.

(b) On a manifestement Q′n(X) = (−1)n+1B′n(1−X) = n(−1)n−1Bn−1(1−X) = nQn−1(X).

De plus, on en déduit fa
ilement que

∫ 1

0
Qn(t) dt =

1

n+ 1
(Qn(1) −Qn(0)) = 0 (puisque
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Qn(1) = Qn(0), les valeurs étant les mêmes au signe près que 
elles de Bn(1) et Bn(0)).
Montrons alors par ré
urren
e que Qn(X) = Bn(X). C'est vrai au rang 0, et, si on le

suppose vrai au rang n, la 
al
ul qu'on vient d'e�e
tuer prouve que Qn+1 et Bn+1 ont le

même polyn�me dérivé (puisque Q′

n+1 = (n+1)Qn = (n+1)Bn = B′

n+1). Les polyn�mes

Qn+1 et Bn+1 sont don
 égaux à une 
onstante près. Or, ils ont tous les deux une intégrale

nulle sur l'intervalle [0, 1], 
e qui prouve que 
ette 
onstante est nulle (la di�éren
es de

deux polyn�mes est 
onstante, et l'intégrale de 
ette 
onstante entre 0 et 1 est nulle), et

don
 que Qn+1 = Bn+1.

(
) Si n est impair (et plus grand que 2, 
f question 2), on a d'une part Bn(1) = Bn(0) et

d'autre part Bn(0) = Qn(0) = (−1)nBn(1) = −Bn(1), 
e qui prouve évidemment que

Bn(0) = 1, et don
 que bn = 0.
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