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Probléme

I. Etude rapide de f.

1.

et —1
On sait que lim0 = 1 (taux d’accroissement en 0 de la fonction exponentielle), donc
r— x

7@ également pour limite 1 quand z tend vers 0. On peut donc prolonger f

I'inverse —
e J—

« en posant f(0) = 1» pour obtenir une fonction continue en 0 (et donc sur R).
F)Y =1 @5 —1 14h—eh
h . h ke —1)
Or, le développement limité & 'ordre 2 de I’exponentielle en 0 nous permet d’affirmer que

1 h 1
e =1+h+-h2+0(h?),donc 1+h—el ~
2 h—0

Le taux d’accroissement de f en 0 est défini par 7(h) =

1, 1 .
—ght et 7(h) ~ —g o = —5 f(h), qui

1 1
admet donc pour limite —5 en 0. La fonction f est donc dérivable en 0, et f/(0) = —5
. Ce développement limité est donné par les calculs précédents : f(x) =, F0)+zf'(0)+o(x) =
z—
-1 + o(x)
— —x 4 o(x).
2
. L , e¥ —1—ze” )
La fonction f est dérivable sur R et Vo # 0, f/(x) = W Le numérateur de cette
e [e—
dérivée n’ayant pas un signe évident, on va poser a(x) = e* —1—xe” et dériver cette fonction :
o (z) = ¥ —e” —xe® = —zxe®. Cette dérivée o est du signe de —z, donc « est croissante sur

R~ et décroissante sur R*, admettant un maximum en 0 de valeur «(0) =1—1-0=0. La
fonction « est donc toujours négative, ce qui prouve que f est une fonction décroissante sur

R. Comme lim e* =0,ona lim f(z)= +oo (pas de forme indéteminée). De 'autre coté,
T—r—00 T—r—00

on peut par exemple dire que f(z) ~ —, donc lim f(z) = 0 (croissance comparée).
z—+o00 et T—~400
Puisqu’on nous le demande, dressons donc le tableau de variations de f :

T |—00 0 400
+o0

S

1

S~

0

. On indique bien siir la tangente calculée un peu plus haut, et pas grand chose d’autre :



I1. Des histoires de développements limités.

1. Un calcul tres rapide a partir du développement limité de I’exponentielle donne g(z) = 1 +

11 1 SN
2 n n n

—x+ x4+ -+ ——2" +o(z") = —— + o(z").
SRR +(n—i—1)! +ola”) l;)(k:Jrl)!Jr (")

2. On peut simplement justifier I'existence du DL par le fait que le calcul qu’on s’appréte a faire
a la question 3 se généralise & tout ordre : en écrivant le DL & I’ordre n + 1 de ’exponentielle
en 0, on constate que e — 1 = z(P(z) + o(z™)), ou P est un polynéme de degré n et de

coefficient constant égal & 1 (peu importe la valeur des autres coefficients), donc 1=
e p—
1

= , ol u est une expression polynomiale de degré n ayant une limite nulle
P(z)+o(z") 14w P POLY & Y

quand x tend vers 0. On peut alors calculer f(z) =1 —u+u?+ -+ (=1)"u" + o(z"), ce
qui donne le développement limité souhaité en tronquant le calcul & 'ordre n.

x
3. En écrivant donc le DL initial de I’exponentielle & 'ordre 4, f(x) = =
P i) x4 5a? + gad + gyat + o(at)

1 1
. On pose comme expliqué & la question précédente v = —x +
1+ 32+ $22 + 5;2% + o(23) P phd q P 2
1 1 1 1
6x2 + ﬂﬂf?’ + o(z?), puis on calcule Tru = I—u+u?—ud+ow?) =1- 3%~ éxQ -

1 1 1 1 1 1
ﬂx?’ + ZxQ + éxg - gxg +o(x3) =1- 3% + ExQ + o(z3). On n’oublie pas de mulriplier lis

coefficients obtenus par les factorielles correspondantes pour en déduire que bg = 1, b; = —5
bg = é et bg =0.

4. La formule de Taylor-Young permet d’affirmer que by, = f*)(0), a condition bien sir de
prouver rigoureusement que f est dérivable k fois en 0. On va faire semblant de ne pas s’étre
rendu compte de ce détail, et se contenter d’appliquer la formule de Leibniz pour calculer
la dérivée n-éme du produit (e — 1)f(z) (avec n > 2). Puisque toutes les dérivées de la
fonction = — e® — 1 sont égales a la fonctions exponentielle, on obtient (e* — 1)) (z) +

n
n
Z <k> e” f("_k)(a:). Or, cette dérivée n-éme est nulle puisque la fonction qu’on vient de
k=1



dériver est égale a la fonction identité. Si on évalue cette expression pour x = 0, on trouve

n

. . n

alors immédiatement g < k> bn—k = 0 (le terme en-dehors de la somme étant nul a cause du
k=1

facteur e* — 1).

n+1
1
. Il faut appliquer la formule précédente au rang n+1 pour faire apparaitre b,, : Z <n + ) b1k =

k
k=1

1 & 1 1 = 1
0, donc bp41 = ] Z <n;— >bn+1k =1 2 <n_]: )bk en effectuant un chan-

k=2
gement de variable pour remplacer k£ par n — k (¢a ne change pas la valeur du coeffi-
cient binoémial & cause de la symétrie des coefficients binomiaux, seul l'indice des coeffi-
cients b,_j ainsi que les indices de la somme sont modifiés, ce qui rend la relation plus

1 1 5 5 1
lisibe). O déduit by = ——(b 5b 100 1003) = = (1l—=4+=-) = —— i
isibe). On en déduit by 5(0+ 1 + 1062 + 10b3) 5< 2+3> 3g° Puis
1 1 5 1
bs = _E(bo + 6b1 + 15bg + 20b3 + 15b4) = ~ (1 -3+ 3 §> = 0 (eh oui, encore), et enfin
1 T 7T 7 1

1 .
b6 = —?(bo +7b1 +21b2 +35b3 +35b4 +21b5) = —? <1 — 5 + 5 - 6 = E On démontrera

plus loin que tous les coefficients d’indice impair supérieur ou égal & 3 sont nuls. Pour ceux
qui espéraient une régularité sur les coefficients d’indices pairs, ce n’est absolument pas le cas,

je vous donne les suivants pour que vous puissiez le constater par vous-mémes : bg = —— (le

30

091 (no comment)
no commen

2730 ’

)
méme que by donc), byg = 66 (¢a commence & devenir moche), bjy = —

mais byjg = —=.
6

III. Une suite de polynémes.

1.

1 1
Il suffit de recopier la définition : By =1, By = X — 2 puis By = X% — X + 5

n

k
k=0

reprenant la relation démontrée en question I17.4. En fait, cette relation n’est vraie que pour
n>=2..

. Toujours par définition, B,(0) = b, et B,(1) = Z <n) bp_y, = by + Z (Z) bn_r. = b, en
k=1

n
. On dérive Pexpression donnée : B, = Zk(:) by X*1. Or, on sait que k x <Z> =n X
k=1

n

—1 —1
(n > (formule sans nom), donc B], = Zn<n >bn_ka_1. On s’empresse de décaler

k—1 k—1
k=1
“ (n-1 1
les indices : B], = Z n( I >bn1ka = nB,_1. Autrement dit, —B,, est une primite de
k=0 "
! 1
By,—1, donc / B,_1(t) dt = =[B,(t)]} = 0 en reprenant le résultat de la question précédente.
0 n

4. (a) Puisque By est constant, Bo(l — X) =1, donc Qq(X) = (—1)? x 1 = 1.

(b) On a manifestement Q'n(X) = (=1)""'B'n(1-X) = n(-1)""'1B,_-1(1-X) = nQ,_1(X).
1
1
De plus, on en déduit facilement que / Qn(t) dt = ?(Qn(l) — @Qn(0)) = 0 (puisque
0 n

3



Qn(1) = Qn(0), les valeurs étant les mémes au signe pres que celles de By, (1) et By, (0)).
Montrons alors par récurrence que @, (X) = B,(X). C’est vrai au rang 0, et, si on le
suppose vrai au rang n, la calcul qu’on vient d’effectuer prouve que Q11 et By41 ont le
méme polynome dérivé (puisque @), ; = (n+1)Q, = (n+1)B, = B}, ;). Les polynomes
@n+1 et Byt sont donc égaux & une constante prés. Or, ils ont tous les deux une intégrale
nulle sur l'intervalle [0, 1], ce qui prouve que cette constante est nulle (la différences de
deux polyndmes est constante, et 'intégrale de cette constante entre 0 et 1 est nulle), et
donc que Q41 = Bp+1.

Si n est impair (et plus grand que 2, cf question 2), on a d'une part B, (1) = B,(0) et
d’autre part B,(0) = Q,(0) = (—1)"B,(1) = —By(1), ce qui prouve évidemment que
B, (0) =1, et donc que b, = 0.



