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Exer
i
e 1

On souhaite 
onstruire un mur de 2 mètres de haut et de n mètres de long à l'aide de blo
s d'un

metre sur deux de deux 
ouleurs di�érentes (rouges et verts). Un exemple de tel mur de longueur

6 est donné 
i-dessous (en noir et blan
, le vert et le rouge se verront moins bien, mais on devrait

réussir à distinguer le fait qu'il y a deux 
ouleurs). Combien de murs di�érents peut-on 
onstruire

(il n'y a au
une 
ontrainte sur la répartition des blo
s des deux 
ouleurs) ?

Problème

Ce problème est un problème de révision d'analyse, tiré d'un vieux sujet de 
on
ours (mais bien

sûr, essayez de le faire vous même plut�t que d'aller 
her
her un éventuel 
orrigé).

On dé�nit dans 
e problème la fon
tion f sur

]

−1

2
,+∞

[

par f(x) =
ln(1 + 2x)

x
− 1 si x 6= 0, et

f(0) = 1.

I. Étude de la fon
tion f .

1. Montrer que f est 
ontinue sur son ensemble de dé�nition (on s'intéressera bien sûr parti
u-

lièrement attentivement à 
e qui se passe en 0).

2. Montrer que f est dérivable en 0, et déterminer f ′(0). Pour 
ette question, on aura le droit

d'exploiter le développement limité à l'ordre 2 suivant : ln(1 + h) = h − 1

2
h2 + h2ε(h), ave


lim
h→0

ε(h) = 0.

3. Étudier les variations de la fon
tion f . On montrera en parti
ulier que f s'annule en un unique

point α, dont on donnera une valeur appro
hée à 10−2
près en pré
isant la méthode employée.

4. Tra
er une allure de la 
ourbe représentative de la fon
tion f .
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II. Étude d'une suite ré
urrente.

Soit (un) une suite véri�ant u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = ln(1 + 2un). On notera si besoin g la

fon
tion x 7→ ln(1 + 2x).

1. Véri�er que (un) est bien dé�nie.

2. Si on suppose que (un) 
onverge, que vaut né
essairement sa limite ?

3. On suppose dans 
ette question que u0 ∈]0, α]. Montrer que, ∀n ∈ N, un ∈]0, α]. En déduire

la monotonie puis la 
onvergen
e de la suite (un).

4. Montrer de même que (un) 
onverge si on suppose 
ette fois que u0 > α.

5. On pose u0 = 1. Montrer que, ∀n ∈ N, |un − α| 6
(

2

3

)n

. À partir de quel rang n0 est-on

sûr que un est une valeur appro
hée de α à 10−4
près (on fera un 
al
ul théorique avant de

donner la valeur 
on
rète de n0) ?

III. Étude d'une primitive de f .

On pose F (x) =

∫

x

0

f(t) dt.

1. Pré
iser les variations de la fon
tion F (pratiquement au
un 
al
ul à faire).

2. Montrer que lim
x→0

F (x)

x
= 1.

3. Déterminer (et justi�er) la limite de F quand x tend vers +∞.

4. (a) Montrer que, ∀t ∈
]

−1

2
,−1

4

]

, on a ln(1 + 2t) >
−1√
1 + 2t

, puis f(t) 6
4√

1 + 2t
− 1.

(b) En déduire que F (x)− F

(

−1

4

)

est minorée sur

]

−1

2
,−1

4

]

.

(
) Montrer que F est prolongeable par 
ontinuité à droite en −1

2
. On ne 
her
hera pas à


al
uler la valeur de la limite 
orrespondante, qu'on notera simplement β.

(d) La fon
tion F ainsi prolongée est-elle dérivable en −1

2
?

5. En admettant que β ≃ −1.14, tra
er une allure de la 
ourbe représentative de F .
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