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Exer
i
e 1

1. Oui, l'opération est très 
lairement 
ommutative, 
ar les opérations d'addition et de multipli-


ation sur les réels le sont : b ⋆ a = b+ a− ba = a+ b− ab = a ⋆ b. C'est moins évident pour

l'asso
iativité, on va don
 
al
uler (a⋆b)⋆c = (a+ b−ab)⋆c = a+ b−ab+ c− (a+ b−ab)c=
a+ b+ c−ab−ac− bc+abc. On 
onstate fa
ilement que le 
al
ul de a⋆ (b ⋆ c) donne la même

expression, 
e qui prouve l'asso
iativité de l'opération. Le deuxième 
al
ul est même super�u :

l'expression obtenue pour (a ⋆ b) ⋆ c est manifestement invariante si on é
hange le r�le des

variables a, b ou c, 
e qui su�t à assurer qu'on obtiendra toujours 
ette même expression.

2. Oui, bien sûr, il su�t de prendre x = 0 : a ⋆ 0 = a+0− a× 0 = a (et de même pour 0 ⋆ a, de
toute façon l'opération est 
ommutative).

3. Pour un réel a �xé, on 
her
he don
 s'il existe un b véri�ant a+b−ab = 0 (la véri�
ation dans

un sens su�t, toujours à 
ause de la 
ommutativité). Si 
'est le 
as, on aura don
 a = b(a−1).
Le réel a = 1 est le seul pour laquelle 
ette équation n'a pas de solution (et don
 le seul à ne

pas avoir de symétrique). Si a 6= 1, on a une solution (et don
 un symétrique) unique qui est

b =
a

a− 1
. Par exemple, 2 a pour symétrique 2, mais −2 a pour symétrique

2

3
.

4. Supposons don
 qu'il existe deux éléments neutres e et e′ pour notre opération ⋆. Par dé�nition

de 
e qu'est un élément neutre, 
omme e est neutre, on doit don
 avoir e⋆e′ = e′. Mais 
omme

e′ est lui aussi neutre, on doit dans le même temps avoir e ⋆ e′ = e. On en déduit e = e′, 
e

qui prouve l'uni
ité de l'éventuel élément neutre. Comme toujours pour prouver une uni
ité,

on a e�e
tué une variante de raisonnement par l'absurde.

Exer
i
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1. On s'empresse de poser X = ex pour se ramener à l'équation du se
ond degré X2+X−2 = 0.
Cette dernière a pour dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9, et admet don
 deux ra
ines réelles

X1 =
−1 + 3

2
= 1 et X2 =

−1− 3

2
= −2. On n'oublie pas de � remonter � le 
hangement de

variable e�e
tué : on doit avoir ex = 1 ou ex = −2. Cette dernière possibilité n'étant guère


rédible, la seule solution est x = 0, don
 S = {0}.
2. Avant de faire quoi que 
e soit ave
 
es ln, il est fortement 
onseillé de bien pré
iser les

valeurs de x pour lesquelles 
ette inéquation a un sens (une sorte de domaine de dé�nition) :

i
i, il faut que x + 3, 2x − 1 et x + 1 soient tous les trois stri
tement positifs, on va don


restreindre la résolution à l'intervalle

]

1

2
,+∞

[

. Sur 
et intervalle, l'inéquation est équivalente

à ln((x+3)(2x−1)) 6 ln(x+1), puis par 
roissan
e de la fon
tion ln, à (x+3)(2x−1) 6 x+1.
On développe et on passe tout à gau
he pour obtenir l'inéquation équivalente 2x2+4x−4 6 0,
ou en
ore x2+2x−4 < 0 quitte à tout diviser par 2. Le membre de gau
he de 
ette inéquation

a pour dis
riminant ∆ = 4 + 8 = 12 et admet don
 pour ra
ines x1 =
−2 +

√
12

2
= −1 +

√
3

1



et x2 =
−2−

√
3

12
= −1−

√
3. Notre trin�me sera négatif entre 
es deux ra
ines, mais 
omme

x2 <
1

2
et x1 >

1

2
(puisque

√
3− 1 ≃ 0.7), on 
onserve uniquement S =

]

1

2
,
√
3− 1

[

.

3. Plein de possibilités i
i, la plus simple étant de dire qu'on doit avoir cos2(2x) =
1

2
, don


cos(2x) = ±
√
2

2
. Les angles ayant un 
osinus égal à ±

√
2

2
sont tous les multiples entiers

impairs de

π

4
, 
e qu'on peut simplement é
rire 2x ≡ π

4

[π

2

]

. Il ne reste plus qu'à diviser tout

ça par 2 : x ≡ π

8

[π

4

]

. Si vous n'êtes pas très à l'aise ave
 la manipulation des 
ongruen
es,

on reprendra 
es méthodes en détail dans le 
hapitre qu'on 
onsa
rera à la trigonométrie.

4. La fon
tion x 7→ 2x est une fon
tion stri
tement 
roissante, qui ne prend la valeur 16 que

pour x = 4. Notre équation est don
 équivalente à l'équation x2 + 3 = 4, soit x2 = 1. On en

déduit immédiatement que S = {−1, 1}.
5. On s'empresse de tout passer à gau
he puis au même dénominateur pour obtenir l'inéquation

équivalente

−2x2 + 3x+ 2

2x2 − x− 1
< 0. Il ne reste plus qu'à étudier le signe de tout ça : le numérateur

a pour dis
riminant ∆ = 9 + 16 = 25 et pour ra
ines x1 =
−3 + 5

−4
= −1

2
et x2 =

−3− 5

−4
=

2 (attention, il sera bien sûr positif entre 
es ra
ines puisque son 
oe�
ient dominant est

négatif), et le dénominateur a pour dis
riminant ∆ = 1+8 = 9 et pour ra
ines x3 =
1 + 3

4
= 1

et x4 =
1− 3

4
= −1

2
. Le fait qu'il y ait une ra
ine 
ommune entre nos deux trin�mes fait qu'on

pourrait simpli�er la fra
tion, mais 
e n'est pas vraiment né
essaire, on peut se 
ontenter d'un

tableau de signes :

x −∞ −1

2
1 2 +∞

−2x2 + 3x− 2 − 0 + + 0 −
2x2 − x− 1 + 0 − 0 + +

quotient − − + 0 −

Con
lusion : S =

]

−∞,−1

2

[

∪
]

−1

2
, 1

[

∪]2,+∞[.
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1. Les fon
tions f1 et f2 sont bien sûr dé�nies et dérivables sur R (et même dérivables deux

fois si on est assez 
ourageux pour se lan
er dans l'étude de la 
onvexité). On 
al
ule sans

problème lim
x→+∞

f1(x) = −∞ et lim
x→+∞

f2(x) = +∞ (au
une forme indéterminée i
i). De l'autre


�té, on a besoin des résultats de 
roissan
e 
omparée suivants : quel que soit l'entier naturel

n, lim
x→−∞

xnex = 0 (la limite nulle de l'exponentielle l'emporte sur la limite in�nie de la

puissan
e), qui permet d'obtenir immédiatement lim
x→−∞

f1(x) = lim
x→−∞

f2(x) = 0. L'axe des

abs
isses sera don
 asymptote 
ommune aux deux 
ourbes du 
�té de −∞ (pas d'asymptote

de l'autre 
�té par 
ontre, la 
roissan
e de l'exponentielle étant trop forte).

Passons à l'étude des variations : f1(x) = (1 − x)ex, don
 f ′

1(x) = −ex + (1 − x)ex = −xex,

qui est du signe opposé à 
elui de x. La fon
tion f1 est stri
tement 
roissante sur R
−

puis

dé
roissante sur R
+
, ave
 pour maximum f1(0) = 1. Ensuite, f2(x) = (1 − x)2ex, don


f ′

2(x) = −2(1−x)ex +(1−x)2ex = (−2+2x+1− 2x+x2)ex = (x2 − 1)ex. Cette dérivée est
du signe de x2 − 1, don
 négative uniquement sur l'intervalle [−1, 1]. On 
al
ule f2(1) = 0 et

f2(−1) = 4e−1 =
4

e
pour obtenir les valeurs des extrema de la fon
tion. On peut regrouper

2



toutes les informations déjà obtenues dans un tableau (on a ajouté les valeurs de f1(−1) =
2

e
,

f1(1) = 0 et f2(0) = 1) :

x −∞ −1 0 1 +∞

f1

0

✟✯✟✟

2

e

✟✯✟✟

1❍❍❍❥
0
❍❍❍❥−∞

f2 0

✟✯✟✟

4

e ❍❍❍❥1
❍❍❍❥

0

�✒
�

�

+∞

On nous demandait également la position relative des deux 
ourbes, qui s'obtient en étudiant

le signe de leur di�éren
e : f2(x) − f1(x) = (1− x)2ex − (1 − x)ex = (1 − x)(1 − x− 1)ex =
−x(1 − x)ex. Cette di�éren
e étant du signe de x(x − 1), les deux 
ourbes se 
oupent aux

points A(0, 1) et B(1, 0), 
e qu'on savait déjà vu le tableau de variations e�e
tués. De plus,

la 
ourbe de f2 est au-dessus de 
elle de f1 sur [1,+∞[ (
e qui était évident) et sur ]−∞, 0]
(
e qui l'était moins), et 
'est 
elle de f1 qui est au-dessus sur l'intervalle [0, 1].

Pour les plus motivés, la 
onvexité pouvait s'étudier : f ′′

1 (x) = −ex−xex = −(x+1)ex est du

signe opposé à 
elui de x+1, la 
ourbe 
orrespondante admet don
 un point d'in�exion en −1
(qu'on ne représentera pas pré
isément sur les 
ourbes qui vont suivre), elle est 
onvexe sur

]−∞,−1] et 
on
ave ensuite. Et f ′′

2 (x) = (2x)ex+(x2−1)ex = (x2+2x−1)ex, expression qui

s'annule pour x = −1−
√
2 et x = −1+

√
2. Les valeurs 
orrespondantes de la fon
tion étant

très laides, on s'abstiendra à nouveau de pousser plus loin les 
al
uls. Traçons plut�t pour

terminer 
ette question deux belles 
ourbes tenant évidemment 
ompte de tous les 
al
uls

e�e
tués (hors 
onvexité) :

0 1 2 3−1−2−3−4−5

0

1

2

3

−1

−2

−3

B

A

2. Sans di�
ulté i
i, u0 =

∫

1

0

ex dx = [ex]10 = e− 1.

3. La fon
tion g est dérivable sur R, et g′(x) = −ex + (2− x)ex = (1− x)ex = f1(x). On ne s'y

attendait absolument pas. On en déduit u1 =

∫

1

0

f1(x) dx = [(2 − x)ex]10 = e− 2.
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4. C'est le genre d'intégrale qu'on doit savoir 
al
uler dire
tement. Attention quand même au

signe de la primitive, le 1−x dans la parenthése ayant pour dérivée −1 : vn =

∫

1

0

(1−x)n dx =

[

−(1− x)n+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
.

5. La fon
tion exponentielle étant 
roissante, on peut simplement dire que ∀x ∈ [0, 1], e0 6 ex 6

e1, soit 1 6 ex 6 e. On peut alors a�rmer que (1 − x)n 6 (1− x)nex 6 e(1− x)n (le fa
teur

(1 − x)n étant positif sur tout l'intervalle [0, 1]), puis intégrer 
es inégalités sur l'intervalle

[0, 1] pour obtenir simplement vn 6 un 6 evn.

6. On sait déjà que lim
n→+∞

vn = 0. Une simple appli
ation du théorème des gendarmes permet de


on
lure : lim
n→+∞

un = 0.
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