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Quel que soit le temps passé à faire des mathématiques, e n'est jamais du temps perdu.

Cédri Villani.

C'est un romain qui entre dans un bar en levant deux doigts :

� Je voudrais inq bières s'il vous plait. �

Pour e dernier hapitre de l'année, nous allons aborder la notion de fontions à deux variables,

que vous généraliserez l'an prohain (auune raison a priori de se limiter à deux variables !). Le

but de e hapitre est de développer des outils analytiques d'étude de es fontions, en adaptant e

que vous maîtrisez déjà sur les fontions à deux variables, 'est-à-dire essentiellement les notions de

ontinuité et de dérivabilité (et les aluls qui s'y rapportent omme les développements limités).

Mais la simple dé�nition (et l'interprétation) de es outils devient nettement plus ompliquée ave

l'ajout de la deuxième variable, e qui nous forera à faire un rapide détour par l'étude de la topologie

du plan avant de nous laner dans les fontions à deux variables proprement dites. On omplètera

également le hapitre ave quelques onsidérations hors-programme sur les aluls d'intégrales faisant

intervenir des fontions à deux (ou plus) variables, très utiles en physique.

Objetifs du hapitre :

• omprendre les bases du voabulaire topologique : ouverts, fermés, et leur lien ave la notion

de ontinuité d'une fontion.

• savoir manipuler orretement les dérivées de fontions à deux variables.

1 Topologie dans le plan.

Ce ourt paragraphe onsaré à la topologie de R2
reprendra simplement les notions déjà évoquées

dans R en introdution du hapitre 9 (ouvert, voisinage, et). Ces notions sont fondamentales si on

veut dé�nir orretement (et omprendre !) la notion de onvergene (pour les suites dans le hapitre

9, mais nous avions repris la même dé�nition pour dé�nir ensuite les limites de fontions, e que nous

referons ii). Il s'agit don de généraliser notamment les notions d'intervalles ouverts ou fermés de

R, fondamentales dans les hypothèses de beauoup de théorèmes d'analyse. Sauf mention ontraire

expliite, la distane utilisée sur R2
sera toujours la distane eulidienne, 'est-à-dire la distane

dé�nie par le produit salaire anonique de R2
: si A(x, y) et B(x′, y′) sont deux points du plan, alors

AB =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 (oordonnées exprimées dans la base anonique).
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Dé�nition 1. Soit A ∈ R2
et r > 0, on appelle boule ouverte de entre A et de rayon r

l'ensemble B(A, r) = {M ∈ R2 | AM < r}. On appellera de même boule fermée de entre A et de

rayon r l'ensemble Bf (A, r) = {M ∈ R2 | AM 6 r}.

Remarque 1. On pourrait étendre la notion de boule fermée en autorisant un rayon nul (la boule

ne ontient alors que le point A), mais pas elle de boule ouverte (qui deviendrait vide). Bien sûr,

dans le as du plan, on pourra aussi utiliser le terme de disque (ouvert ou fermé) plut�t que elui

de boule, mais ette dé�nition est en fait destinée à être généralisée à n'importe quel espae muni

d'une distane (en partiulier tous les espaes préhilbertiens).

Dé�nition 2.

• Un sous-ensemble V ⊂ R2
est un voisinage du point A s'il ontient la boule ouverte B(A, r)

pour un ertain rayon r > 0.
• V est ouvert s'il est voisinage de haun de ses points, autrement dit si ∀A ∈ D, ∃r > 0,
B(A, r) ⊂ D, ou enore ∃r > 0, ∀M ∈ R2

, AM < r ⇒M ∈ D.

• Un sous-ensemble de R2
est fermé si et seulement s'il est le omplémentaire d'un ouvert de

R2
.

Exemples : Une boule ouverte est toujours ouverte (enore heureux !). En e�et, si M ∈ B(a, r),
alors, par dé�nition de e qu'est une boule ouverte, AM < r. En notant ε = r − AM , on a don

ε > 0, et B(M,ε) ⊂ B(a, r) : si MN < ε, alors l'inégalité triangulaire permet d'a�rmer que

AN 6 AM +MN < AM + ε = r.

A

M

r

r−AM

Comme on pouvait s'en douter, une boule fermée est au ontraire toujours fermée (démonstration

similaire à la préédente). Attention par ontre à ne pas roire que fermé est � le ontraire d'ouvert �.

Il existe des ensembles qui sont à la fois ouverts et fermés (R2
tout entier) et surtout énormément

d'ensembles qui ne sont ni ouverts ni fermés (par exemple Q2
, f les aluls e�etués plus bas sur et

exemple partiulier).

Le demi-plan � ouvert � D = {(x, y) ∈ R2 | x > 0} est un ouvert. Si on remplae l'inégalité strite par

une inégalité large, on obtient un demi-plan fermé. De façon générale, un ensemble de points délimité

par une droite (ou un erle) sera ouvert s'il ne ontient pas ette droite, fermé s'il la ontient.

Remarque 2. Ces dé�nitions semblent être intimement liées au hoix de la distane eulidienne qu'on

a e�etué en début de paragraphe. Si on hange ette distane pour une autre (par exemple en

prenant un autre produit salaire), on imagine a priori que les boules ne seront plus les mêmes ('est

e�etivement le as) et don que les notions de voisinage et d'ouverts/fermés vont aussi hanger. En
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fait, pas du tout : vous verrez l'an prohain que, dans un espae vetoriel de dimension �nie omme

R2
, toutes les normes sont équivalentes, e qui revient exatement à dire qu'on peut toujours inlure

une boule ouverte entrée en A dé�nie à l'aide d'une ertaine norme dans une boule ouverte entrée

en A (mais de rayon di�érent) dé�nie à l'aide d'une autre norme (je vous laisse méditer les exemples

donnés au tout début du hapitre préédent à e sujet). Ainsi, même si les boules ne sont pas les

mêmes, les ensembles ouverts et fermés restent exatement les mêmes. On dit que la topologie de

l'ensemble R2
est indépendante du hoix de la norme.

Cette propriété n'est par ontre pas du tout véri�ée dans un espae vetoriel de dimension in�nie.

Prenons l'exemple de R[X], et des deux produits salaires ϕ(P,Q) =

∫ 1

0
P (t)Q(t) dt et ψ(P,Q) =

+∞
∑

k=0

akbk (e deuxième produit salaire est simplement le produit salaire anonique obtenu à partir

des oe�ients des deux polyn�mes, la somme n'est pas réellement in�nie en pratique). Ces deux

produits salaires dé�nissent des notions de distane et de norme qui ne sont pas équivalentes : pour

le seond produit salaire, tous les mon�mes Xn
ont une norme égale à 1, don la boule ouverte

entrée en 0 et de rayon 1 ne ontiendrait auun de es mon�mes. Mais pour le premier produit

salaire, on a ‖Xn‖ =

√

∫ 1

0
t2n dt =

1√
2n+ 1

. Une boule ouverte entrée en 0, quel que soit son

rayon, ontiendrait don néessairement un de es mon�mes, et ne pourrait jamais être inluse dans

la boule ouverte de rayon 1 dé�nie à l'aide de l'autre distane. Autrement dit, la boule ouverte

entrée en 0 et de rayon 1 pour le produit salaire anonique est un ouvert si on utilise la première

norme, mais pas si on utilise la seonde (e n'est plus un voisinage de 0).

Proposition 1. Une union quelonque d'ouverts de R2
est toujours un ouvert. Une inter-

setion �nie d'ouverts de E est toujours un ouvert.

Remarque 3. Symétriquement, toute intersetion quelonque ou union �nie de fermés est don fermée.

Démonstration. C'est omplètement trivial pour l'union : si un point A appartient à une union

d'ouverts, alors il appartient à l'un des ouverts de ette union, et et ouvert ontient une boule

ouverte entrée en A. L'union la ontient également. Pour l'intersetion, il faut se battre un peu

plus : supposons que A ∈ ⋂

16i6n

Vi, ave Vi ouvert. Pour tout entier i, il existe alors un rayon ri > 0

tel que B(A, ri) ⊂ Vi. On pose alors simplement r = min
16i6n

ri, et B(A, r) ⊂ ∩Vi.

Dé�nition 3. Soit V ⊂ R2
et A ∈ R2

.

• A est intérieur à V si V est un voisinage de A. On note V̊ l'ensemble des points intérieurs à

V , appelé intérieur de l'ensemble V . L'intérieur de V est le plus grand ouvert ontenu dans

V .

• A est adhérent à V si, pour tout voisinage W de A, V ∩W 6= ∅. On note V l'ensemble

des points adhérents à V , appelé adhérene de V . L'adhérene de V est le plus petit fermé

ontenant V .

• on dit que A est à la frontière de l'ensemble V si A est adhérent à V et à son omplémentaire.

On note ∂V l'ensemble des points à la frontière de V , appelé frontière de V . On a ∂V = V \V̊ .
Exemples : L'intérieur de Bf (A, r) est B(A, r). Réiproquement, B(A, r) = Bf (A, r). La frontière

de B(A, r) (ou de Bf (A, r)) est le erle de rayon r entré en A.

L'ensemble Q2
a l'intéressante propriété suivante : son intérieur est vide (Q2

ne peut ontenir auune

boule ouverte, puisqu'une telle boule ouverte ontiendra toujours des points à oordonnées irration-

nelles), mais son adhérene est égale à R2
('est une onséquene de la densité de Q dans R : quel

3



que soit le point A(x, y) ∈ R2
, on peut onstruire deux suites (xn) et (yn) de rationnels tels que

lim xn = x et lim yn = y, et les points An(xn, yn) appartiennent alors à Q2
et peuvent être rendus

aussi prohes qu'on le souhaite du point A, e qui prouve que A ∈ Q2
). Autrement dit, ∂Q2 = R2

.

Tout point du plan est à la frontière de Q2
(mais aussi à la frontière de son omplémentaire !).

2 Fontions à deux variables.

2.1 Aspet graphique.

Dé�nition 4. Une fontion à deux variables est une appliation f : D → R, où D est un

sous-ensemble du plan R2
appelé domaine de dé�nition de la fontion f .

Exemples : La fontion f : (x, y) 7→ x3 +2x2y+xy3 − 4y2 est une fontion à deux variables dé�nie

sur R2
tout entier. La fontion g : (x, y) 7→ ln(x+ y − 1) est une fontion dé�nie sur l'ensemble des

ouples (x, y) véri�ant x+ y − 1 > 0, qui se trouve être le demi-plan supérieur ouvert délimité par

la droite d'équation y = 1− x. La fontion h : (x, y) 7→
√

4− x2 − y2 est dé�nie sur la boule fermée

Bf (O, 2), en notant O(0, 0) l'origine du repère anonique de R2
.

Dé�nition 5. Tout fontion obtenue omme ombinaison linéaire des fontions (x, y) 7→ xnyp, ave

(n, p) ∈ N2
, est appelée fontion polyn�miale à deux variables.

Remarque 4. Toutes les fontions polyn�miales sont dé�nies sur R2
tout entier. Les fontions o-

ordonnées (x, y) 7→ x et (x, y) 7→ y sont des as partiuliers de fontions polyn�miales.

Dé�nition 6. La représentation graphique d'une fontion à deux variables dans un repère

(O,~i,~j,~k) de l'espae est la surfae dé�nie par l'ensemble des points M(x, y, z) véri�ant z = f(x, y).

Remarque 5. Il est très di�ile en général de visualiser e genre de représentations graphiques (et de

les dessiner dans un plan), 'est pourquoi on en est souvent réduit à étudier des � moreaux � de ette

surfae représentative. Le plus simple pour ela est de �xer une valeur de x ou de y pour se ramener

au as d'une ourbe représentative de fontion à une variable ('est le prinipe des appliations

partielles qu'on dé�nira un peu plus loin), mais on peut aussi �xer la valeur de la ote z des points

qu'on herhe à représenter. C'est l'objet de la dé�nition qui suit.

Dé�nition 7. Soit k ∈ R et f une fontion de deux variables, la ligne de niveau k de la fontion

f est l'ensemble des ouples (x, y) véri�ant f(x, y) = k.

Remarque 6. Il s'agit don de la oupe de la surfae représentative de f par le plan � horizontal �

d'équation z = k. La plupart du temps, une ligne de niveau n'est pas la ourbe représentative d'une

fontion à une variable.

Exemple : reprenons la fontion dé�nie par h(x, y) =
√

4− x2 − y2, ses lignes de niveaux sont

dé�nies par les équations x2 + y2 = 4− k2, si k > 0 (si k < 0, la ligne de niveau orrespondante est

vide). On reonnait l'équation du erle de entre 0 et de rayon

√
4− k2 si k 6 2, un ensemble vide

sinon. Ci-dessous on a représenté quelques unes de es lignes de niveau (niveau 0 en bleu, niveau

2, réduite à un point, en rouge, les valeurs sont indiquées à �té des erles), il ne reste plus qu'à

relier mentalement es ourbes dans l'espae pour imaginer la surfae représentative de la fontion

f , dessinée à droite (oui, l'outil que j'utilise pour les traés de surfaes dans l'espae gère assez mal le

� bord � du domaine de dé�nition, la surfae se prolonge en fait jusqu'au erle bleu). Ii, la surfae

orrespondante est une demi-sphère entrée en O de rayon 2.
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−2
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k=0.5

k=1

k=1.5

k=2

Un autre exemple ave les mêmes onventions, pour f(x, y) = xe−x2−y2
. On a d'abord représenté

quelques lignes de niveau (les valeurs orrespondantes sont indiquées à �té, omme pour l'exemple

préédent), puis la surfae omplète ave les mêmes lignes de niveau. En�n, on a jouté ette fois-i les

représentations graphiques de fontions partielles, ii les deux ourbes des fontions y 7→ f(1, y) =
e−1−y2

et x 7→ f(x, 0) = xe−x2

, également indiquées sur la surfae omplète (en violet et rose

respetivement).
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1

2

−1

−2

k=0

k=0.4k=−0.4

k=0.3k=−0.3

k=0.2k=−0.2
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0

1

0 1 2 3−1−2−3

0

2.2 Continuité.

Dé�nition 8. Soit f une fontion à deux variables dé�nie sur un ensemble D ⊂ R2
, et a ∈ D, alors

f admet pour limite l en a si quel que soit le voisinage V de l, il existe un voisinage W de a tel que

f(W ∩D) ⊂ V .

Remarque 7. Puisqu'un voisinage n'est autre qu'un ensemble ontenant une boule ouverte entrée

en a (ou un intervalle ouvert entré en l si on travaille dans R), ette dé�nition est équivalente à la

dé�nition plus lassique suivante : ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀b ∈ D, d(a, b) < η ⇒ |f(b)− l| < ε. On pourrait

dé�nir, omme dans le as de fontions à une variable, des limites in�nies en un point a, mais nous

n'en aurons pas vraiment besoin dans e hapitre, on va don s'en dispenser.

Dé�nition 9. Une fontion f dé�nie sur D est ontinue en a ∈ D si f admet pour limite f(a) en
a.
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Une fontion f est ontinue sur D si elle est ontinue en tout point de D.

Exemples : les fontions polyn�miales sont dé�nies et ontinues sur R2
tout entier.

Remarque 8. Pour les plus motivés, il existe en fait une dé�nition nettement plus élégante et générale

de la ontinuité. Si on appelle � ouvert de D � tous les ensembles qui sont intersetions de D ave

un ouvert de R2
, alors f est ontinue sur D si et seulement si l'image réiproque de tout ouvert de

R2
est un ouvert de D.

Théorème 1. Théorèmes généraux sur la ontinuité de fontions à deux variables.

Toute somme, produit, quotient (si le dénominateur ne s'annule pas) de fontions ontinues

sur D reste ontinue sur D. La omposée d'une fontion dé�nie sur D et à valeurs dans

I ⊂ R par une fontion (à une variable) ontinue sur I est ontinue sur D.

Exemple : La fontion h : (x, y) 7→
√

4− x2 − y2 déjà évoquée plus haut est ontinue sur son

ensemble de dé�nition D = Bf (O, 2) puisqu'elle est la omposée d'une fontion polyn�miale ontinue

et positive sur Bf (O, 2), et de la fontion raine arrée qui est ontinue sur R+
.

Démonstration. Les preuves seraient en fait identiques à elles vues sur les fontions à une variable,

en remplaçant bien sûr toutes les valeurs absolues par des distanes dans R2
.

Exemple : à quoi peut bien ressembler une fontion qui n'est pas ontinue en un ertain point de

R2
? Faut-il herhe des horreurs invraisemblables à bases de partie entières ou autres hoses enore

moins sympathiques ? On peut, bien sûr, mais il existe en fait des fontions à deux variables dé�nies

de façon simple et qui ne sont pas ontinues partout où elles sont dé�nies. Cela est notamment

du au fait que les limites dans R2
sont plus ompliquées à appréhender que elles dans R, ar on

peut approher un point du plan de plein de façon di�érentes (alors que sur une droite on ne peut

s'approher que par la gauhe ou par la droite, la notion de limite à gauhe ou à droite n'a d'ailleurs

plus auun sens dans R2
). Posons par exemple f(x, y) =

2xy

x2 + y2
. La fontion f est dé�nie et ontinue

(par théorèmes généraux) sur R2\{(0, 0)}, mais admet-elle une limite en (0, 0) qui permettrait de la

prolonger par ontinuité à R2
tout entier ? Si on e�etue le raisonnement naïf � je fais tendre x vers

0 à y �xé puis je fais tendre y vers 0 �, on peut être tenté de penser que ette limite existe et va

être nulle. En e�et, à y 6= 0 �xé, lim
x→0

2xy

x2 + y2
= 0. Mais quand on e�etue e raisonnement, on se

rapprohe en fait du point (0, 0) � en suivant les axes � (on se déplae d'abord parallèlement à l'axe

des absisses, puis parallèlement à l'axe des ordonnées), e qui est loin d'être la seule possibilité.

Imaginons qu'à la plae on se déplae suivant la diagonale d'équation y = x. Il faut alors aluler

f(x, x) =
2x2

x2 + x2
= 1, puis faire tendre x vers 0. Manifestement, on n'obtiendra pas une limite

nulle. Ces deux aluls prouvent en fait qu'il ne peut pas y avoir de limite pour f en (0, 0) (s'il y

en avait une, elle serait unique). Allons un peu plus loin en faisant e qu'on appelle tehniquement

un � passage en polaires � en exprimant f non pas en fontion des oordonnées artésiennes x et y

du point dont on herhe à aluler l'image, mais en fontion de ses oordonnées polaires r et θ. Ces

dernières ne sont rien d'autre que l'équivalent du module et de l'argument des nombres omplexes,

on pose simplement x = r cos(θ) et y = sin(θ) (ou, dans l'autre sens, r =
√

x2 + y2, et θ représente

l'angle ave le premier axe, qu'on ne peut pas exprimer à l'aide d'une seule formule simple en fontion

de x et de y). Faire tendre (x, y) vers (0, 0) revient alors simplement à faire tendre la distane r vers

0. Or, f(r, θ) =
2r cos(θ)r sin(θ)

r2
= sin(2θ). Cette valeur, qui ne dépend pas de r, n'a pas de limite

quand r tend vers 0, elle peut se balader à loisir entre −1 et 1 selon l'angle ave lequel on approhe

de (0, 0). Pour visualiser tout ça, on a dessiné i-dessous la surfae représentative de f , ainsi que les
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deux premiers axes du repère sur lesquels f s'annule (en bleu), la diagonale y = x où f est onstante

égale à 1 (en rouge), l'autre diagonale y = −x où f est aussi onstante égale à −1 (en violet), et les

ourbes obtenues en �xant la distane à l'origine du point (la valeur de r en oordonnées polaires)

égale à 2, 1,
1

2
ou

1

5
(en vert, orange, marron et rose). Je vous mets même deux vues di�érentes pour

essayer d'aider à voir e qui se passe :

2.3 Dérivées partielles.

On ne peut pas étudier les variations d'une fontion à deux variables omme on le fait pour

une fontion à une variable, puisque la simple notion de fontion roissante ou déroissante n'a pas

d'équivalent quand on passe à deux variables. Il est ependant intéressant de aluler un analogue

de la dérivée dans e adre, qui permet notamment de trouver les minima ou maxima de la fontion,

omme 'est le as pour une fontion à une variable. Le problème, omme dans le as du alul de

limites évoqué plus haut, est qu'on peut très bien dériver suivant tout un tas de diretions (après

tout, un alul de dérivée n'étant rien d'autre qu'un alul de limite, 'est logique).

Dé�nition 10. Soit f une fontion dé�nie au voisinage de a ∈ D et u ∈ R2
, f est dérivable en a

dans la diretion u si le taux d'aroissement diretionnel τ : h 7→ f(a+ hu)− f(a)

h‖u‖ admet une

limite �nie quand h tend vers 0.

Remarque 9. Dans ette dé�nition, on dérive en fait tout à fait lassiquement une fontion à une

seule variable, dont la ourbe est obtenue en e�etuant une oupe de la surfae représentative de f

par un plan vertial ontenant le veteur u. Le nombre obtenu représente tout aussi lassiquement

le oe�ient direteur de la droite tangente à ette ourbe dans le plan de oupe.

Pour obtenir une bonne vision d'ensemble de notre surfae d'un point de vue dérivation, il faudrait

don théoriquement étudier la dérivabilité en a dans toutes les diretions possibles (autrement dit

prendre tous les hoix possibles de veteurs u de norme 1 par exemple), e qui est pour le moins

ompliqué. En pratique, on se ontentera de privilégier (très arbitrairement, mais ça su�ra pour

toutes les appliations pratiques) deux de es veteurs, et on va prendre les plus simples : les veteurs

unitaires direteurs des deux axes. Cela revient à étudier les oupes de notre surfae par des plans

parallèles aux plans (xOz) et (yOz) (ave les notations traditionnelles pour les axes du repère).

Dé�nition 11. Soit f : (x, y) 7→ f(x, y) une fontion à deux variables, les appliations partielles

assoiées à f au point a = (x0, y0) sont les deux fontions à une variable fx,y0 : x 7→ f(x, y0) et

fx0,y : y 7→ f(x0, y).

Remarque 10. Certaines des ourbes traées sur nos surfaes dans les paragraphes préédents étaient

des ourbes d'appliations partielles (mais pas toutes).
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Dé�nition 12. Soit f une fontion à deux variables dé�nie sur D, et a = (x0, y0) ∈ D, les dérivées

partielles sont les dérivées de f en a suivant les diretions données par les veteurs (1, 0) et (0, 1).

Elles sont notées

∂f

∂x
(x0, y0) et

∂f

∂y
(x0, y0). Ces valeurs orrespondent aux dérivées (en x0 et en y0

respetivement) des fontions partielles fx,y0 et fx0,y.

Remarque 11. En pratique, pour aluler es dérivées partielles (e qu'on fera plut�t sur un ouvert

que simplement en un point, omme dans le as des dérivées de fontions d'une seule variable), on

dérive en onsidérant l'une des deux variables omme une onstante (on dit qu'on dérive la fontion

f par rapport à x ou y respetivement), mais haune des deux dérivées partielles reste une fontion

à deux variables.

Exemples : Reprenons l'exemple de la fontion f : (x, y) 7→ x3 + 2x2y + xy3 − 4y2. On alule

∂f

∂x
(x, y) = 3x2 + 4xy + y3 et

∂f

∂y
(x, y) = 2x2 + 3xy2 − 8y.

De même, la fontion g : (x, y) 7→ ln(x + y − 1) a pour dérivées partielles

∂g

∂x
(x, y) =

1

x+ y − 1
et

∂g

∂y
(x, y) =

1

x+ y − 1
.

En�n, la fontion h : (x, y) 7→
√

4− x2 − y2 véri�e
∂h

∂x
(x, y) =

−2x

2
√

4− x2 − y2
= − x

√

4− x2 − y2
et

∂h

∂y
(x, y) = − y

√

4− x2 − y2
.

Théorème 2. Théorèmes généraux sur la dérivabilité de fontions à deux variables.

Toute somme, produit, quotient (si le dénominateur ne s'annule pas) de fontions admet-

tant des dérivées partielles en a admet des dérivées partielles en a. Les formules habi-

tuelles onernant es opérations restent valables :

∂(f + g)

∂x
=
∂f

∂x
+
∂g

∂x
,

∂(λf)

∂x
= λ

∂f

∂x
,

∂(fg)

∂x
= f × ∂g

∂x
+ g × ∂f

∂x
et

∂( 1
f
)

∂x
= − 1

f2
× ∂f

∂x
. Bien sûr, on a des formules identiques

pour les dérivées partielles par rapport à y.

Démonstration. C'est évident, puisque les dérivées partielles ne sont en fait rien d'autre que des

dérivées des fontions partielles qui sont des fontions à une variable. Tout le formulaire en déoule

immédiatement. On pourrait d'ailleurs exprimer de même les dérivées (partielles) de la omposée

d'une fontion à deux variables par une fontion à une variable.

Remarque 12. Attention, l'existene de dérivées partielles ne garantit absolument pas la ontinuité de

la fontion au point étudié, puisqu'on se ontente de regarder suivant deux diretions partiulières.

Ainsi, la fontion f : (x, y) 7→ 2xy

x2 + y2
, prolongée en (0, 0) par f(0, 0) = 0 n'est pas ontinue en

(0, 0) (f exemple déjà donné un peu plus haut) mais elle admet des dérivées partielles en e même

point (qui sont nulles puisque les deux appliations partielles en (0, 0) sont nulles). Graphiquement,

il existe bien des veteurs tangents à la surfae en (0, 0) dans la diretion des deux axes.

Dé�nition 13. Soit f une fontion admettant des dérivées partielles en a = (x0, y0), on appelle

gradient de f en a le veteur ∇f(a) =
(

∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)

.
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Remarque 13. Pour les plus urieux, le dr�le de symbole utilisé pour noter le gradient est appelé

nabla. On a aussi le droit de noter plus lassiquement e veteur

−−→
grad f(a), mais 'est évidemment

nettement moins lasse.

Proposition 2. Le gradient de f en a est dirigé suivant la plus grande pente positive de

la surfae représentative de f au voisinage de a. De plus, le veteur gradient est orthogonal

à la ligne de niveau ontenant le point (a, f(a)).

Démonstration. Ces résultats déoulent des théorèmes que nous allons énoner dans le paragraphe

suivant (règle de la haîne notamment). Contentons-nous pour l'instant d'un exemple visuel, où on a

traé la surfae représentative de la fontion f : (x, y) 7→ x3y

x2 + y2
, ainsi que les gradients en ertains

points (les gradients sont les veteurs représentés arbitrairement dans le plan z = −2, don � en-

dessous � de la surfae représentative de f , le veteur gradient donne la diretion de la pente la plus

forte au point de la surfae situé juste au-dessus de lui. Par ailleurs, les normes des gradients ont été

divisées par 4 pour que e soit vaguement plus lisible, les pentes étant assez fortes sur ette surfae).

Remarque 14. On dispose des mêmes formules pour le gradient que pour les dérivées partielles dont

il est issu (gradient d'une somme, d'un produit, d'un quotient notamment).

2.4 Fontions à deux variables de lasse C1
.

Dé�nition 14. La fontion f est de lasse C1
sur D si elle admet en tout point de D des dérivées

partielles, et si es dérivées partielles sont ontinues sur D.
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Exemples : Les fontions polyn�miales sont de lasse C1
sur R2

. Plus généralement, toute fontion

obtenue par opérations élémentaires à partir de polyn�mes et de fontions à une variable usuelles

onnues pour être C1
sera de lasse C1

sur son ensemble de dé�nition. Par exemple, h : (x, y) 7→
√

4− x2 − y2 sera ertainement de lasse C1
sur le disque ouvert B(O, 2), mais n'admet pas de

dérivée partielle à la frontière de e disque (don sur le erle de entre O et de rayon 2).

Exemple : La fontion norme u(x, y) 7→ ‖u‖ =
√

x2 + y2 est une fontion dé�nie et ontinue sur

R2
, qui est de lasse C1

sur R2\{(0, 0)}, mais n'admet pas de dérivées partielles en (0, 0). C'est bien
sûr ohérent ave le fait que ses appliations partielles en (0, 0) oïnident ave la fontion valeur

absolue, qui n'est pas dérivable en 0.

Dé�nition 15. Soit f une fontion dé�nie en a(x0, y0), f est di�érentiable en a s'il existe une

forme linéaire ϕ : R2 → R telle que f(x0 + h, y0 + k) =
(h,k)→(0,0)

f(x0, y0) + ϕ(h, k) + o(‖(h, k)‖). On
dit également que f admet alors un développement limité d'ordre 1 en a, et l'appliation ϕ est

appelée di�érentielle de f au point a et notée dfa.

Non, ne fuyez pas, e n'est en fait pas si ompliqué que ça à omprendre, puisqu'il s'agit exatement de

la même hose que la dérivabilité d'une fontion à une variable, mais exprimée ave des appliations

linéaires pour rendre les hoses plus failes à manier. Prenons don pour ommener l'exemple d'une

fontion à une seule variable : f(x) = 1−2x−x2. Cette fontion est dérivable en 0 et véri�e f ′(0) = 2.
On peut exprimer ei à l'aide d'un développement limité à l'ordre 1 : f(x) =

x→0
1− 2x+ o(x). C'est

exatement le prinipe de la dé�nition i-dessus : on a négligé tous les termes � plus petits que x �

pour ne onserver qu'une approximation d'ordre 1 de la fontion f au voisinage de 0 faisant intervenir
l'appliation ϕ : x 7→ −2x qui est une forme linéaire sur R. De façon formelle, on peut dire que f

est dérivable en 0 s'il existe une telle forme linéaire ϕ telle que f(x) =
x→0

f(0) + ϕ(x) + o(x). Bien

sûr, omme les formes linéaires de R dans R sont toutes de la forme x 7→ ax, la seule information

pertinente est la valeur du oe�ient a, qui représente e qu'on appelle habituellement nombre dérivé

de f en 0. Mais on pourrait utiliser le même voabulaire que pour les fontions à deux variables et

parler de di�érentielle de f en 0 pour désigner l'appliation ϕ.

Passons maintenant au as de la dimension 2. Notre di�érentielle est maintenant une appliation

linéaire à deux variables, mais e n'est pas pour autant beauoup plus ompliqué : on sait que

L(R2,R) est un espae vetoriel de dimension 2, et on peut même en donner une base failement !

Si on onsidère les deux formes linéaires ϕ : (x, y) 7→ x et ψ : (x, y) 7→ y, toute forme linéaire

sur R2
peut se déomposer omme une ombinaison linéaire de ϕ et de ψ. Mieux, ϕ et ψ sont

les di�érentielles en tout points de deux fontions à deux variables partiulièment simples : les

appliations oordonnées (x, y) 7→ x et (x, y) 7→ y (qui oïnident ave leur diférentielle puisqu'il

s'agit déjà d'appliations linéaires). Ces deux formes linéaires sont tellement essentielles qu'on leur

donne un nom partiulier : on les note dx et dy (oui, oui, 'est bien ette même notation qui est

ahée dans les aluls d'intégrales). Si une fontion à deux variables f est di�érentiable en un point

a, on devrait don pouvoir érire dfa = λdx + µdy. Que représentent alors les onstantes λ et µ ?

Tout simplement une pente de tangente dans les diretions données par les deux veteurs unitaires

du repère anonique, 'est-à-dire exatement la dé�nition des dérivées partielles. D'où le théorème

fondamental suivant :

Théorème 3. Si f est une fontion de lasse C1
sur D, alors f est di�érentiable en tout

point a ∈ D, et dfa =
∂f

∂x
(a)dx+

∂f

∂y
(a)dy.

Démonstration. La démonstration peut se faire à l'aide des outils d'analyse � à une variable � déve-

loppés ette année, mais elle n'est pas au programme, nous nous en dispenserons don.
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Remarque 15. Il existe d'autre façons d'érire e résultat qu'il est bon d'avoir également en tête : si

f est de lasse C1
en a(x0, y0), alors

• f(x0 + h, y0 + k) =
(h,k)→(0,0)

f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k + o(‖(h, k)‖)

• f(a+ u) =
u→(0,0)

f(a) + 〈∇f(a), u〉+ o(‖u‖)

Exemple : Soit f : (x, y) 7→ x3y− 2x2y2. La fontion f est de lasse C1
sur R2

en tant que fontion

polyn�miale. On alule ii sans di�ulté

∂f

∂x
(x, y) = 3x2y − 4xy2 et

∂f

∂y
(x, y) = x3 − 4x2y. Sans

surprise, la di�érentielle de f en (0, 0) est nulle puisque tous les termes qui omposent f sont de

degré 4 et don largement négligeables par rapport aux valeurs de x et de y. Par ontre, on peut

onstater que

∂f

∂x
(1, 1) = −1 et

∂f

∂y
(1, 1) = −3, don que df(1,1) = −dx − 3dy. Cela signi�e que,

dans un voisinage prohe de (1, 1), on aura l'approximation du premier ordre suivante : f(x, y) ≃
−1− (x− 1)− 3(y − 1).

Proposition 3. Si f est di�érentiable en a, alors f est ontinue en a.

Démonstration. C'est évident à partir de la formule du développement limité à l'ordre 1 en a. Ce

sera en partiulier le as de toutes les fontions de lasse C1
, mais la réiproque n'est pas vraie. Il est

d'ailleurs maintenant temps de vous avouer que la notion de di�érentiabilité n'est pas o�iellement

à votre programme de première année.

Dé�nition 16. Soit f une fontion de lasse C1
en a = (x0, y0), le plan d'équation z = f(a) +

∂f

∂x
(a)(x − x0) +

∂f

∂y
(a)(y − y0) est appelé plan tangent à la surfae représentative de la fontion

f en a.

Remarque 16. Il s'agit bien évidemment de l'équivalent de la droite tangente à une ourbe de fon-

tion à une variable dérivable en un point. Le plan tangent en a est tout simplement le plan pas-

sant par le point de la surfae A(x0, y0, f(a)), et admettant omme base de veteurs direteurs

((

1, 0,
∂f

∂x
(a)

)

,

(

0, 1,
∂f

∂y
(a)

))

.

Exemple : Soit f : (x, y) 7→ sin(x+2y), alors f est une fontion de lasse C1
sur R2

, et

∂f

∂x
(x, y) =

cos(x + 2y),
∂f

∂y
(x, y) = 2 cos(x + 2y). On en déduit que l'équation du plan tangent à la surfae

représentative de f en son point A(0, 0, 0) a pour équation z = x+ 2y.

Théorème 4. Règle de la haîne.

Soient x et y deux fontions à une variable de lasse C1
sur un intervalle I, et f une

fontion à deux variables de lasse C1
sur un domaine D tel que ∀t ∈ I, (x(t), y(t)) ∈ D,

alors la fontion t 7→ F (t) = f(x(t), y(t)) est une fontion de lasse C1
sur I, et ∀t ∈ I,

F ′(t) = x′(t)
∂f

∂x
(x(t), y(t)) + y′(t)

∂f

∂y
(x(t), y(t)).
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Démonstration. En notant u : t 7→ (x(t), y(t)), on aura don F = f ◦ u, ave u : R → R2
et

f : R2 → R. On alule alors, au voisinage d'un ertain réel a, F (a + h) = f(u(a+ h)) = f(u(a) +
(u(a + h) − u(a))). En posant k = u(a + h) − u(a), le aratère C1

de l'appliation u assure que

lim
h→0

k = (0, 0). On peut don érire le développement limité à l'ordre 1 de la fontion à deux variables f

au voisinage de u(a) : F (a+h) = f(u(a))+
∂f

∂x
(u(a))(x(a+h)−x(a))+∂f

∂y
(u(a))(y(a+h)−y(a))+o(h)

(en e�et, le o devrait être un o(‖u(a+h)−u(a))‖) = o(
√

(x(a+ h)− x(a))2 + (y(a+ h)− y(a))2) =
o(
√

h2x′(a)2 + h2y′(a) + o(h2)) = o(h)). Il ne reste plus qu'à redévelopper x(a + h) − x(a) sous la
forme hx′(a) + o(h), et de même pour le deuxième terme, et à regrouper tous les o(h) pour obtenir

�nalement F (a+h) = F (a)+h

(

∂f

∂x
(u(a))x′(a) +

∂f

∂y
(u(a))y′(a)

)

+ o(h), e qui prouve exatement

que F est dérivable en a (elle y admet un développement limité à l'ordre 1), et donne la formule

souhaitée pour F ′(a).

Exemple : soit f : (x, y) 7→ x2ey et F : t 7→ f(t, ln(t)). La fontion F est de lasse C1
sur

]0,+∞[, puisque les deux fontions t 7→ t et t 7→ ln(t) le sont, et que f est elle-même C1
sur

R. De plus, en notant x(t) = t et y(t) = ln(t) (pour garder les notations de l'énoné préédent),

alors x′(t) = 1 et y′(t) =
1

t
. En�n,

∂f

∂x
(x, y) = 2xey , don

∂f

∂x
(t, ln(t)) = 2t2, et

∂f

∂y
(x, y) = x2ey,

don

∂f

∂y
(t, ln(t)) = t3. La règle de la haîne permet alors d'a�rmer que la dérivée de la fontion

F est donnée par F ′(t) = 1 × 2t2 +
1

t
× t3 = 3t2. En e�et, ela n'a rien de surprenant puisque

F (t) = f(t, ln(t)) = t2eln(t) = t3.

Corollaire 1. Une fontion f de lasse C1
sur D ⊂ R2

y admet une dérivée diretionnelle

suivant tous les veteurs en tout point de D. De plus, si a ∈ D et u ∈ R2
unitaire, alors la

dérivée de f en a suivant u = (α, β) est égale à
∂f

∂x
(a)× α+

∂f

∂y
(a)× β.

Démonstration. Il su�t d'appliquer la règle de la haîne à la fontion F : t 7→ f(a+ tu) = f(x0 +
tα, y0 + tβ) pour obtenir sa dérivée en 0, qui est par dé�nition égale à la dérivée diretionnelle de f

en a suivant u.

Remarque 17. C'est également la règle de la haîne qui permet de démontrer que les veteurs gradients

sont toujours orthogonaux aux lignes de niveau : si on admet que la ligne de niveau k peut être

parourue omme une ertaine ourbe paramétrée, f(a) = k ⇔ a = (x(t), y(t)), ave x et y deux

fontions de lasse C1
sur un ertain intervalle I ⊂ R (ette hypothèse n'a d'ailleurs rien d'évident,

mais 'est le as des quelques lignes de niveau dont on a pu aluler des équations jusqu'ii). On peut

alors dire que f(x(t), y(t)) = k sur tout l'intervalle I, don, en notant omme préédemment F (t) =

f(x(t), y(t)), la fontion F a une dérivée nulle. La règle de la haîne a�rme alors que

∂f

∂x
(x(t), y(t))×

x′(t) +
∂f

∂y
(x(t), y(t)) × y′(t) = 0. Autrement dit, le veteur gradient au point a = (x(t), y(t)) est

orthogonal au veteur (x′(t), y′(t)), qui est un veteur tangent à la ligne de niveau parourue par les

points de oordonnées (x(t), y(t)). C'est exatement ela que signi�e � l'orthogonalité du gradient

par rapport aux lignes de niveau �.
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Théorème 5. Règle de la haîne, deuxième version.

Soient u et v deux fontions de lasse C1
sur U ⊂ R2

, telles que ∀(x, y) ∈ U ,

(u(x, y), v(x, y)) ∈ V , et f une fontion de lasse C1
sur V , alors la fontion F dé�nie

sur U par F (x, y) = f(u(x, y), v(x, y)) est de lasse C1
sur U , et

• ∂F

∂x
=
∂f

∂u
× ∂u

∂x
+
∂f

∂v
× ∂v

∂x

• ∂F

∂y
=
∂f

∂u
× ∂u

∂y
+
∂f

∂v
× ∂v

∂y

Exemple : pour illustrer ette nouvelle version du théorème, on va prendre un as très lassique de

hangement de variable, le passage en oordonnées polaires. On souhaiterait exprimer les dérivées

partielles d'une fontion à deux variables par rapport aux oordonnées polaires r et θ en fontion

des dérivées partielles � lassiques � par rapport à x et y. Le problème étant qu'il est plus faile de

faire le alul dans l'autre sens, en posant x = r cos(θ) et y = r sin(θ). Soit don une fontion f à

deux variables telle que f(x, y) = g(r, θ). On peut appliquer les formules du théorème préédent pour

obtenir

∂g

∂r
(r, θ) =

∂f

∂x
× ∂x

∂r
+
∂f

∂y
× ∂y

∂r
= cos(θ)

∂f

∂x
(r cos(θ), r sin(θ)) + sin(θ)

∂f

∂y
(r cos(θ), r sin(θ)),

et

∂g

∂θ
(r, θ) =

∂f

∂x
× ∂x

∂θ
+
∂f

∂y
× ∂y

∂θ
= −r sin(θ)∂f

∂x
(r cos(θ), r sin(θ)) + r cos(θ)

∂f

∂y
(r cos(θ), r sin(θ)).

Pour obtenir les formules dans l'autre sens, il faut en fait résoudre un système de deux équations

à deux inonnues, e qu'ont peut ii faire très rapidement à l'aide de ombinaisons linéaires astu-

ieuses : en multipliant la première équation par r sin(θ) et la deuxième par cos(θ), leur somme donne

r sin(θ)
∂g

∂r
+ cos(θ)

∂g

∂θ
=
∂f

∂y
(r sin2(θ) + r cos2(θ)), don

∂f

∂y
= sin(θ)

∂g

∂r
+

cos(θ)

r

∂g

∂θ
. De même, en

les multipliant par r cos(θ) et par − sin(θ), on aura

∂f

∂x
= cos(θ)

∂g

∂r
− sin(θ)

r

∂g

∂θ
.

Ce genre de alul a des appliations lassiques dans la résolution des équations aux dérivées par-

tielles, qui ne sont rien d'autre que des équations di�érentielles dont les inonnues sont des fontions à

deux variables. Imaginons par exemple qu'on veuille résoudre sur R2\{(0, 0)} l'équation y
∂f

∂x
= x

∂f

∂y
.

En posant f(x, y) = g(r, θ) omme préédemment, on peut transformer notre équation en équation

équivalente en oordonnées polaires : r sin(θ) cos(θ)
∂g

∂r
− sin2(θ)

∂g

∂θ
= r cos(θ) sin(θ)

∂g

∂r
+cos2(θ)

∂g

∂θ
,

e qui se simpli�e en

∂g

∂θ
= 0. Autrement dit, la fontion à deux variables g est onstante à r �xé,

e qui revient à dire que g(r, θ) = ϕ(r), où ϕ est une fontion de lasse C1
sur ]0,+∞[. Autrement

dit, il existe une fontion de lasse C1
sur ]0,+∞[ telle que f(x, y) = ϕ(

√

x2 + y2). Il faudrait faire
un alul pour véri�er que la réiproque est vraie, e qui est bien le as.

2.5 Extrema de fontions à deux variables.

Dé�nition 17. Un point ritique pour une fontion f à deux variables est un point a = (x0, y0)

véri�ant

∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

Théorème 6. Si une fontion à deux variables f dé�nie sur un ouvert de R2
y admet un

minimum ou un maximum loal atteint en un point a, alors e point est un point ritique

de f .
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Remarque 18. Attention, omme dans le as des fontions à une variable, la réiproque n'a auune

raison d'être vraie. Elle le sera même � enore moins souvent �, puisqu'un point orrespondant par

exemple à un maximum de la première fontion partielle, mais à un minimum de la deuxième fontion

partielle, ne pourra jamais être un extremum loal de la fontion f .

Démonstration. Si a orrespond par exemple à un minimum loal de f alors il orrespond aussi à

un minimum loal des deux fontions partielles assoiées au point a, e qui assure l'annulation des

deux dérivées partielles orrespondantes.

Exemple : soit f : (x, y) 7→ x2−3x+xy+y2. La fontion f est polyn�miale, don de lasse C1
sur R2

.

De plus,

∂f

∂x
(x, y) = 2x−3+y et

∂f

∂y
(x, y) = x+2y. Les points ritiques pour la fontion f sont don

obtenus en résolvant le système

{

2x + y = 3
x + 2y = 0

. On obtient pratiquement en additionnant les

deux équations et en les soustrayant x + y = 1 et x − y = 3, don on déduit failement x = 2 et

y = −1, don le seul point ritique de f est a = (2,−1).

On alule alors f(2,−1) = 4−6−2+1 = −3, qui est potentiellement un extremum loal de f . Pour

véri�er que 'est bien le as, un seul moyen à notre disposition : aluler f(2+h,−1+k)−f(2,−1) =
(2+h)2−3(2+h)+(2+h)(k−1)+(k−1)2+3 = 4+4h+h2−6−3h+2k−2+hk−h+k2−2k+1+3 =

h2+k2+hk =

(

h+
k

2

)2

+
3

4
k2 > 0, e qui prouve que f(2+h,−1+k) > f(2,−1) quelles que soient

les valeurs de h et k. Non seulement a orrespond à un minimum loal pour f , mais il s'agit même

d'un minimum global. C'est bien sûr du au fait que la surfae représentative de f est très partiulière,

il s'agit d'un paraboloïde représenté i-dessous, ave le plan tangent horizontal d'équation z = −3
obtenu au point a :

Exemple 2 : soit f(x, y) = x2 + y2 + 4xy − 2, la fontion f est à nouveau polyn�miale don de

lasse C1
sur R2

. On alule don

∂f

∂x
(x, y) = 2x+ 4y et

∂f

∂y
(x, y) = 2y + 4x. L'annulation des deux

dérivées partielles impose les deux onditions y = −2x et x = −2y, qui ne peuvent se produire

que si x = y = 0. L'origine est don le seul point ritique de la fontion f . De plus, f(0, 0) = −2,
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mais f(x, 0) = x2 − 2 > −2, et f(x,−x) = 2x2 − 4x2 − 2 = −2 − 2x2 6 0 (et stritement inférieur

pour des points situés aussi prohes de (0, 0) qu'on le veut), e qui prouve que la fontion ne peut

pas admettre d'extremum loal (ni a fortiori global) en (0, 0). La fontion n'a don pas du tout

d'extremum loal. Le point (0, 0) orrespond en fait à e qu'on appelle parfois un � point ol � ou

� point selle � pour la surfae représentative de f : le point orrespond à un minimum si on oupe la

surfae suivant ertains plans vertiaux, mais à un maximum suivant d'autres. La �gure i-dessous

permet de visualiser e phénomène, on y a aussi représenté les oupes à y = 0 (en bleu) et suivant

y = −x (en rouge) utilisées pour le alul :

3 Outils supplémentaires de alul intégral.

3.1 Intégrales multiples.

Nous avons appris, il y a quelques hapitres de ça, à aluler des intégrales d'une fontion à une

variable, en les dé�nissant à l'aide de la onvergene d'intégrales de fontions en esalier. Nous avons

même vu plus préisément que ette tehnique de alul, appelée intégrale de Riemann, donnait une

valeur à toute intégrale de fontion ontinue par moreaux sur un segment, et que ette intégrale

était liée à la notion de alul de primitive. Peut-on adapter es aluls pour produire une théorie de

l'intégration permettant de aluler des intégrales de fontions à deux variables, 'est-à-dire alulant

le volume situé entre le plan de oordonnées (xOy) et la surfae représentative d'une telle fontion ?

Oui, mais des di�ultés tehniques vont voir le jour, notamment onernant le domaine d'intégration :

dans le as d'une fontion à une variable, le alul d'intégrale se fait sur un segment (ou, vous le

verrez l'an prohain, sur un intervalle éventuellement non borné). Mais dans le plan, on aimerait

pouvoir aluler des intégrales sur des domaines plus variés que de simples produits d'intervalles de

R (qui donneraient des retangles). C'est possible, mais on va tout de même ommener par traiter le

as plus simple de retangles. Dans toute ette dernière partie de ours, qui est omplètement hors-

programme, on donnera souvent des dé�nitions souples et on démontrera peu de théorèmes (voire

même pas du tout), le but étant simplement de donner une idée du fontionnement des onepts

évoqués. Dans la dé�nition qui suit, par exemple, on se gardera bien d'expliquer e que signi�e

� ontinue par moreaux � pour une fontion à deux variables.

Dé�nition 18. Soit f une fontion à deux variables ontinue par moreaux sur l'ensemble D =

[a, b]×[c, d]. Les sommes de Riemann assoiées à la fontion f sont les sommesRn,p =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

f(xi, yj)×

(b− a)(d− c)

np
, où xi = a+ i× b− a

n
, et yj = c+ j × d− c

p
.
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Théorème 7. Les sommes de Riemann assoiées à la fontion f onvergent quand n et

p tendent tous les deux vers +∞ vers une valeur appelée intégrale double de f sur le

retangle [a, b]× [c, d], et notée

∫∫

[a,b]×[c,d]

f(x, y) dx dy.

Remarque 19. Les intégrales doubles véri�ent les propriétés habituelles de l'intégration : linéarité,

positivité, relation de Chasles.

Théorème 8. Théorème de Fubini.

∫∫

[a,b]×[c,d]

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(
∫ b

a

f(x, y) dx

)

dy =

∫ b

a

(
∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx.

Exemple : en pratique, le théorème de Fubini permet de aluler des intégrales doubles à l'aide

de deux intégrations usuelles suessives, en faisant toutefois attention au fait qu'on doit intégrer

� suivant la bonne variable �. Ainsi,

∫ 1

0

∫ 1

−1
(x2y−1) dx dy =

∫ 1

0

[

x3y

3
− x

]1

−1

dy =

∫ 1

0

2y

3
−2 dy =

[

y2

3
− 2y

]1

0

= −5

3
. On peut bien sûr aussi aluler l'intégrale dans l'autre sens :

∫ 1

−1

∫ 1

0
(x2y −

1) dy dx =

∫ 1

−1

[

x2y2

2
− y

]1

0

dx =

∫ 1

−1

x2

2
− 1 dx =

[

x3

6
− x

]1

−1

= −5

3
.

Dé�nition 19. Si f est une fontion à deux variables ontinue par moreaux sur un domaine D

inlus dans un retangle [a, b]× [c, d], l'intégrale de f sur D est l'intégrale de la fontion g dé�nie sur

[a, b] × [c, d] par g(x) = f(x) si x ∈ D, et g(x) = 0 sinon. On note ette intégrale

∫∫

D

f(x, y) dx dy.

Cette dé�nition est bien entendu une arnaque totale, on omplète simplement la fontion f par la

fontion nulle pour ne pas hanger la valeur de l'intégrale.

Théorème 9. Théorème de Fubini, deuxième version.

Si le domaine d'intégration D peut être dérit sous la forme D = {(x, y) ∈ R2 | a 6 x 6

b et c(x) 6 y 6 d(x)}, où c et d sont des fontions ontinues sur le segment [a, b], alors
∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

∫ d(x)

c(x)
f(x, y) dy dx.

Remarque 20. On a bien sûr une formule symétrique si on déide de dérire le domaine D en faisant

varier y entre c et d, puis x entre a(y) et b(y).

Exemple 1 : On souhaite aluler l'aire de la surfae du plan omprise entre les deux ourbes

d'équation f(x) = (x + 1)2 et g(x) = x3 + 1 (f i-dessous). Il est faile de onstater que es deux

ourbes se oupent en exatement deux points, de oordonnées (−1, 0) et (0, 1). L'aire reherhée est
alors simplement l'intégrale de la fontion onstante égale à 1 sur le domaine D = {(x, y) ∈ R2 | x ∈
[−1, 0], (x + 1)2 6 y 6 x3 + 1}.
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0 1−1−2

0

1

2

−1

−2

Cette intégrale se alule failement :

∫ 0

−1

∫ x3+1

x2+2x+1
1 dy dx =

∫ 0

−1
x3−x2−2x dx =

[

x4

4
− x3

3
− x2

]0

−1

=

−1

4
− 1

3
+ 1 =

5

12
.

Exemple 2 : essayons d'appliquer ette méthode pour aluler le volume V de la boule unité (entré

en O, rayon 1) dans l'espae. On alulera plut�t en pratique le volume d'une demi-boule (qu'on mul-

tipliera don brillamment par 2 pour obtenir la valeur de V ), qui orrespond à l'intégrale double de la

fontion f : (x, y) 7→
√

1− x2 − y2 alulée sur un domaine D qui n'est autre que le erle trigonomé-

trique, qu'on peut lui même dérire par les inégalités −1 6 x 6 1 et −
√
1− x2 6 y 6

√
1− x2. Au-

trement dit, V = 2

∫ 1

−1

∫

√
1−x2

−
√
1−x2

√

1− x2 − y2 dy dx = 2

∫ 1

−1

∫

√
1−x2

−
√
1−x2

√

1− x2

√

1− y2

1− x2
dy dx.

On e�etue alors le hangement de variable

y√
1− x2

= sin(t) (on peut, la valeur étant toujours

omprise entre −1 et 1 par onstrution). Les bornes y = −
√
1− x2 et y =

√
1− x2 deviennent alors

sin(t) = ±1, soit t ∈
[

−π
2
,
π

2

]

, et dy =
√
1− x2 cos(t) dt. De plus, ave le hangement de variable

e�etué,

√

1− y

1− x2
=

√

1− sin2(t) = cos(t) (formule toujours valable sur l'intervalle dans lequel

varie t). On en déduit que V = 2

∫ 1

−1
(1 − x2)

∫ π

2

−π

2

cos2(t) dt = 2

∫ 1

−1
(1− x2)

[

t

2
+

sin(2t)

4

]
π

2

−π

2

dx =

π

∫ 1

−1
(1− x2) dx = π

[

x− x3

3

]1

−1

=
4π

3
.

Théorème 10. Changement de variables : passage en oordonnées polaires.

Si f(x, y) = g(r, θ), alors

∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫

D

rg(r, θ) dr dθ.
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Bien sûr, pour que ette formule soit exate, il faut que le domaine D dérit par les deux intégrales soit

le même. Certains domaines sont plus failes à exprimer en oordonnées polaires qu'en oordonnées

artésiennes, par exemple le erle du alul de volume de boule e�etué plus haut, qui se dérit

simplement ave les inégalités 0 6 r 6 1 et 0 6 θ 6 2π. Comme

√

1− x2 − y2 =
√
1− r2, on

peut don realuler plus failement e volume en posant V =

∫ 2π

0

∫ 1

0
2r
√

1− r2 dr dθ = 2π ×
[

−2

3
(1− r2)

3

2

]

=
4π

3
.

Exemple : pour pouvoir donner un exemple extrêmement lassique, on va triher un peu en

admettant que les résultats énonés i-dessus restent valables pour des intégrales impropres, à

borne in�nie. On souhaite aluler l'intégrale de Gauss I =

∫ +∞

0
e−t2 dt. Comme e−x2−y2 =

e−x2 × e−y2
, le théorème de Fubini permet d'érire que

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−x2−y2 dx dy =

∫ +∞

0
e−x2

dx×
∫ +∞

0
e−y2 dy = I2. Or, l'intégrale double préédente se alule fort bien ave un passage en oor-

données polaires : le domaine [0,+∞[2 est dérit en oordonnées par r ∈ [0,+∞[ et θ ∈
[

0,
π

2

]

, don

I2 =

∫ π

2

0

∫ +∞

0
re−r2 dr dθ =

π

2
×

[

−e
−r2

2

]+∞

0

=
π

4
. On en déduit immédiatement que I =

√
π

2
.

Bien sûr, vous allez me demander pourquoi e fateur r apparait lorsqu'on e�etue le passage en

polaires. Eh bien, il s'agit d'une sombre histoire de Jaobien que je ne peux pas vraiment vous

expliquer en détail sans déborder trop violemment du programme o�iel. Vous en apprendrez plus à

e sujet l'an prohain. Sahez en tout as que toutes les tehniques vues ii peuvent se généraliser à des

aluls d'intégrales triples de fontions dépendant de trois variables (les hangements de variables

sont alors enore plus ompliqués). Un simple exemple de tel alul : on veut aluler l'intégrale

I de la fontion à trois variables (x, y, z) 7→ x sur le domaine de l'espae onstitué des triplets

(x, y, z) de réels positifs véri�ant x + y + z 6 1. On a don I =

∫ 1

0

∫ 1−z

0

∫ 1−z−y

0
x dx dy dz =

1

2

∫ 1

0

∫ 1−z

0
(1− z− y)2 dy dz = −1

6

∫ 1

0
[(1− z− y)3]1−z

0 dz =
1

6

∫ 1

0
(1− z)3 dz =

1

24
[(1− z)4]10 =

1

24
.

3.2 Intégrales urvilignes.

Dé�nition 20. Une forme di�érentielle ω sur R2
est une expression de la forme P (x, y) dx +

Q(x, y) dy (où P et Q sont deux fontions à deux variables qui pour nous seront toujours ontinues).

Une forme di�érentielle est exate si elle orrespond à la di�érentielle d'une fontion F , autrement

dit si ω = dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy.

Dé�nition 21. Si u : [a, b] → R2
est une fontion paramétrant une ourbe du plan usuellement notée

C, l'intégrale urviligne de la forme di�érentielle ω le long de la ourbe C est l'intégrale

∮

C

ω =
∫ b

a

ω(u(t)) ·u′(t) dt. Autrement dit, en notant u(t) = (x(t), y(t)), on a

∮

C

ω =

∫ b

a

P (x(t), y(t))x′(t)+

Q(x(t), y(t))y′(t) dt.

Remarque 21. L'intégrale urviligne qu'on vient de dé�nir ne dépend en fait pas du paramétrage

hoisi pour la ourbe C : si une autre fontion v dérit la même ourbe plane que u, ave le même

point de départ et le même point d'arrivée, alors le alul de l'intégrale urviligne orrespondante

donnera le même résultat.
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Proposition 4. Si ω est une forme exate égale à la di�érentielle de la fontion F , alors
∮

C

ω = F (u(b)) − F (u(a)).

Autrement dit, l'intégrale d'une forme exate le long d'une ourbe ne dépend que du point de départ

et du point d'arrivée de ette ourbe, mais pas de la ourbe elle-même. En partiulier, l'intégrale

urviligne d'une forme di�érentielle exate le long d'une ourbe fermée (points de départ et d'arrivée

identiques) est toujours nulle.

Théorème 11. Formule de Green-Riemann.

Si C est une ourbe fermée du plan délimitant un domaine D, de façon à e que D soit

situé � à gauhe � de C (autrement dit, on parourt le bord du domaine D dans le sens

trigonométrique), et ω = P (x, y) dx + Q(x, y) dy une forme di�érentielle, alors

∮

C

ω =
∫∫

D

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
dx dy.

La formule de Green-Riemann est une sorte de formule magique permettant de transformer mysté-

rieusement une intégrale double en intégrale simple, partiulièrement e�ae notamment pour des

aluls d'aires dans le plan. Mais pour pouvoir l'exploiter, il faut maîtriser le paramétrage des ourbes

planes, hose que vous n'étudiez plus vraiment en lasses préparatoires. Un exemple quand même :

on peut paramétrer le erle trigonométrique C par la fontion u : [0, 2π] → R2
dé�nie par u(t) =

(cos(t), sin(t)). Terminons e hapitre ave un alul rigolo faisant intervenir la formule de Green-

Riemann : la ourbe paramétrée par la fontion u :

{

[0, 2π] → R2

t 7→ (2 cos(t)− cos(2t), 2 sin(t)− sin(2t))
est la superbe ardioïde représentée i-dessous :

0 1 2 3−1−2−3−4

0

1

2

3

−1

−2

−3

En notant C ette ardioïde, et D le domaine qu'elle délimite dans le plan, on voudrait aluler

l'aire de D. On sait que ette aire A peut s'exprimer sous la forme A =

∫∫

D

1 dx dy. On aimerait
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appliquer la formule de Green-Riemann pour se ramener à quelque hose de plus faile, mais il

faut pour ela trouver une forme di�érentielle ω = P dx + Q dy véri�ant

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1. Ce

n'est pas très dur, il su�t de poser P (x, y) = −y et Q(x, y) = 0 (il y a d'autre hoix possible).

On peut alors a�rmer que A = −
∮

C

y dx =

∫ 2π

0
(2 sin(t) − sin(2t))(2 sin(t) − 2 sin(2t)) dt (on a

simplement e�etué le produit −y(t)x′(t)), don A = 2

∫ 2π

0
2 sin2(t)− 3 sin(t) sin(2t)+ sin2(2t) dt =

2

∫ 2π

0
1− cos(2t)− 6 sin2(t) cos(t) +

1− cos(4t)

2
dt = 2

[

3

2
t− sin(2t)

2
− 2 sin3(t)− sin(4t)

8

]2π

0

= 6π.
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