Chapitre 13 : Intégration
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Les mathématiciens sont comme les frangais :
quoique vous leur dites, ils le traduisent dans leur propre langue,
et le transforment en quelque chose de totalement différent.

GOETHE

Qu’est-ce qu’un dilemme ?
Un lemme qui sert a prouver deux théorémes!

Comment, encore de l'intégration ? On n’avait donc pas déja tout vu dans le chapitre consacré
aux équations différentielles 7 Mais non, nous avions simplement travaillé la pratique (le calcul ef-
fectif d’intégrales) mais sans creuser la théorie : comment est définie la notion d’intégrale? Nous
comblerons ce manque en présentant la construction de I'intégrale de Riemann (il en existe d’autres
plus sophistiquées), qui est notamment adaptée au calcul d’intégrales de fonctions continues (les
seuls qui nous intéresseront en pratique). Nous reverrons également également notre amie la formule
de Taylor, sous une nouvelle forme faisant intervenir des intégrales.

Objectifs du chapitre :

e comprendre comment ramener un calcul d’intégrales a celui d’aires de rectangles.

e comprent comment la notion de primitive est reliée a la notion nettement plus géométrique
de calcul d’aire.

e savoir utiliser les propriétés de 'intégration pour étudier des suites ou des fonctions définies
par des intégrales.

1 Construction de l’'intégrale.

Avant de nous lancer dans le cours proprement dit, essayons de faire un petit calcul mal justifié
permettant de comprendre comment ¢a fonctionne. L’intégration, comme vous le savez siirement, a
pour but de calculer des aires. Cette notion géométrique d’aire est loin d’étre facile & définir et pose
des problémes de calcul effectif. Pour cela, comme vous le savez aussi, on recourt pour les calculs
d’intégrale a la notion de primitive, qui est en quelque sorte 'opération inverse de la dérivation. Mais
quel est le lien entre les deux ? Pour le comprendre, le plus simple est de se ramener & des calculs
d’aires de formes géométriques trés élémentaires : les rectangles.

Soit donc f une fonction définie et continue sur un segment [a,b] et C; sa courbe représentative.
On s’intéresse a la fonction A définie sur [a,b] de la fagon suivante : A(zg) est l'aire de la portion



de plan délimitée par les droites d’équation x = a, x = xo, y = 0 et par la courbe Cy. L’aire sera
comptée positivement lorsque Cy se trouve au-dessus de I’axe des abscisses, négativement dans le cas
contraire.
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Théoréme 1. La fonction A est dérivable sur [a,b] et a pour dérivée la fonction f.

Démonstration. (non rigoureuse) Calculons le taux d’accroissement de A entre x et x + h (o0 h
est un réel positif). Par définition, la quantité A(x + h) — A(x) est l’aire comprise entre la courbe,
I’axe des abscisses et les droites verticales tracées aux abscisses x et 4+ h. Supposons pour la clarté
du raisonnement la fonction croissante aux alentours de x (le cas général n’est pas vraiment plus
compliqué), on a donc une figure qui ressemble & ceci :

f(x+h)f---------------
f(x)f--------------1

On peut encadrer l'aire qui nous intéresse par celle des deux rectangles de largeur h dessinés sur la
figure, I'un ayant pour hauteur f(x) et l'autre f(z + h). On a donc hf(z) < A(z + h) — A(z) <

h) —
Alz + })L Ale) < f(z + h). Mais on obtient alors, en faisant tendre

h vers 0 et en utilisant le théoréme des gendarmes, 1i1rn+ Alz+ h})L — A@)
h—0

hf(x + h), ou encore f(x) <

= f(x) (notez qu’on a



besoin pour cela de la continuité de la fonction f en z). En procédant de la méme maniére pour
h < 0, on montre la dérivabilité de la fonction A, et on a bien A'(z) = f(z). O

Le principe de base de cette méthode (tracer des rectangles) est le principe fondamental d’une
méthode calcul approché d’intégrales dont nous reparlerons en fin de chapitre. En attendant, essayons
de définir plus rigoureusement cette fameuse notion d’aire sous une courbe, encore une fois en utilisant
des rectangles.

1.1 Fonctions en escalier.

Définition 1. Soit [a,b] un segment, une liste de n + 1 réels (zg,x1,...,zy,) constitue une subdi-
vision du segment [a,b] sia =xo < x1 < -+ <z, = b.

Remarque 1. En fait, il serait plus rigoureux de dire que les intervalles [z;, x;11], pour i variant entre
0 et n — 1, constituent une subdivision de [a, b].

Définition 2. Une fonction ¢ est une fonction en escalier sur le segment [a,b] s'il existe une
subdivision (zo,...,7,) de [a,b] telle que Vi € {0,...,n — 1}, ||y, 2,,,| est une fonction constante.
La subdivision est alors appelée subdivision adaptée a la fonction en escalier .

Remarque 2. Les valeurs prises par la fonction en xq, £1 etc n’ont aucune importance, et ne doivent
pas nécessairement étre égales & I'une des deux valeurs prises sur les intervalles ayant x; pour borne.
Un exemple de fonction en escalier sur le segment [1,8] et de subdivision adaptée a cette fonction
(les aires servant a la définition de U'intégrale sont également indiquées) :

0

Proposition 1. L’ensemble des fonctions en escalier sur un segment est stable par somme
et par produit par un réel (ce qui en fait un espace vectoriel réel).

Démonstration. Considérons donc deux fonctions ¢ et 9, en escalier sur [a,b], et 7 et 7/ deux sub-
divisions adaptées respectivement & ¢ et a 1. La subdivision 7 U 7’ (obtenue en prenant comme
bornes des intervalles tous les réels qui sont bornes d’un intervalle de la premiére subdivision ou de
la deuxiéme subdivision) est alors une subdivision adaptée a la fois & ¢ et a ¢. En effet, chacun des
intervalles définis par 7 U 7/ est inclus dans un des intervalles définis par 7, la fonction ¢ y est donc
constante, et de méme pour ¢ (au pire, un intervalle sur lequel chaque fonction était constante sera
découpée en plusieurs sous-intervalles, ce qui n’a aucune importance). Chacune des deux fonctions
étant constante sur les intervalles définis par 7 U 7/, la somme de ¢ et 1) le sera aussi, ainsi que les
produits de ¢ et de 1) par des réels, et est donc aussi une fonction en escalier sur [a, b]. [l



Définition 3. Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et (zo,...,x,) une subdivision adaptée a ¢,
n—1

alors I'intégrale de ¢ sur le segment [a, b] est le nombre réel Z($i+1 — &)y, ol ay est la valeur
i=0

b
constante prise par ¢ sur l'intervalle |z;, z;11[. Cette intégrale est notée / o(x) d.
a

Remarque 3. La variable x apparaissant dans la derniére notation introduite est une variable muette
(comme l'indice d'une somme par exemple) qui peut étre remplacée par n’'importe quelle autre

b
o(w) dw :/ o(x) du.

Remarque 4. L’intégrale d’une fonction en escalier sur un segment ne dépend pas de la subdivision
choisie.

variable tant qu’on modifie également le dx qui suit : /

a

Proposition 2. L’intégrale des fonction en escalier vérifie les trois propriétés fondamen-
tales suivantes :
b

b
e(x)+9(z) dx:/ o(x) de+

e linéarité : si p et 1 sont en escalier sur [a, b], alors /

/abw(x) dz

b b
Si @ est en escalier, et A € R, / Ap(x) dx = )\/ o(x) dx

a

c b
e relation de Chasles : Ve € [a, b], / o(x) dx +/ o(x) dx

b
e positivité : si la fonction ¢ est positive sur le segment [a, b], alors / o(x) dz > 0.

a

Démonstration. En prenant une subdivision adaptée simultanément & deux fonctions en escalier ¢
et ¢, la linéarité de l'intégrale découle de la distributivité des calculs de sommes. Notons «; et j3;
b

les valeurs respectives prises par ¢ et v sur les intervalles de la subdivision commune, alors / (p+
a

n—1 n—1 n—1 b b
) (z) de = Z(xi+1 —x;) (o +6i) = Z(miﬂ —mi)ai+2(xi+1 —x)Bi = / o(x) dac—i—/ Y(z) de.
i=0 i=0 i=0 a @

Le produit par une constante est encore plus simple, il suffit de développer ou de factoriser la somme
par A. La relation de Chasles est une conséquence évidente de I’associativité de la somme (on ajoute
¢ a la subdivision, ce qui ne change pas l'intégrale, et on sépare la somme en deux), et la positivité
est carrément triviale : une somme de réels positifs est certainement positive. O

1.2 Intégrale d’une fonction continue.

Théoréme 2. Approximation des fonctions continues par des fonctions en escalier.
Soit f une fonction continue sur [a,b] et € un réel strictement positif. Alors il existe une

fonction ¢ en escalier sur [a, b] telle que Vz € [a,b], p(z) < f(x) et f(z) — p(x) < e.

Démonstration. Nous admettrons ce résultat, qui est hors-programme. Il nécessite en fait le théoréme
de Heine (hors-programme), qui est lui-méme une conséquence du théoréme de Bolzano-Weierstrafs



(encore hors-programme, méme si celui-1a a été énoncé et méme démontré dans notre chapitre sur
les suites). Pour essayer de comprendre 'idée (et ce qui pose probléme), un début de raisonnement :
f étant supposée continue en a, il existe certainement un intervalle de la forme [a,z1] sur lequel
|f(z)— f(a)| < e (c’est la définition de la limite qui nous le donne). On peut poser p(z) = min f(z)

z€la,x1]
sur l'intervalle [a, z1]. Ensuite, de la méme maniére, on trouve xs tel que | f(z1)— f(x)| < € sur [z1, x2],
ce qui permet de poser ¢(x) = min f(x) sur |x1,z9]. Et ainsi de suite, on construit une subdivision

T€[x1,22]
(a,x1,x2,...) et une fonction en escalier vérifiant les hypotheses du théoréme. Le probléme est qu’on
n’a aucun controéle sur le pas de la subdivision créée : on pourrait trés bien avoir des intervalles de
plus en plus petits, et ne jamais atteindre b, la deuxiéme borne de notre segment. Le théoréme
de Heine assure justement que ce ne sera pas le cas, en « renversant » les quantificateurs dans la
définition de la continuité : il assure que, si f est continue sur [a,b] et € > 0, il existe un réel n tel
que Y(z,y) € [a,b)?, |z —y| <n=|f(x)— f(y)| <e. Le réel n ne dépend plus ici de ¢, ce qui change
tout. O

Théoréme 3. En notant £~ = {y en escalier sur [a,b] | Vo € [a,b],p(z) < f(x)}, et
ET = {4 en escalier sur [a,b] | Vz € [a,b],¥(x) > f(z)}, alors

b b
dz = inf dz.
sup / pla) dz = it / ¥(a) da

peE—

Démonstration. Une petite illustration de ce théoréme, qui dit simplement qu’on peut encadrer
une fonction continue par deux fonctions en escalier, dont les intégrales peuvent étre rendues aussi
proches qu’on le souhaite (ici avec un pas constant, une fonction en escalier minorant f en bleu, et
une majorant f en vert) :

La démonstration est en fait relativement simple avec le théoréme précédent, mais elle utilise de

fagon un peu fine les notions de bornes supérieure et inférieure et n’est donc pas exigible pour vous.
b b

On peut déja constater que Vo € £, Vip € €T, / o(x) de < / Y(x) dx (c’est par exemple une
conséquence de la positivité et de la linéarité de Cll’intég;rale, en ((lzonstatant que la fonction ¢ — ¢

b b

est toujours positive). On en déduit que sup / o(x) dr < inf / Y(z) dr (au passage cela
peE~ Ja YeET Jq

prouve l'existence de la borne supérieure et de la borne inférieure, car le membre de gauche, par

exemple, est majoré par 'intégrale de n’importe quelle fonction en escalier majorant f, et de telles
fonctions existent). Ensuite, le théoréme assure I’existence d’une fonction ¢ € £ telle que Vz € [a, b],



€
flx) — () < 0—a) (qui est un nombre strictement positif comme les autres), mais aussi de
—a

€
P € ET telle que Vo € [a,b], ¥(z) — f(x) < m (on applique le théoréme & —f et on prend
—a
€
I'opposé de la fonction obtenue). On a donc, Vz € [a,b], 0 < ¢(z) — ¢(x) < ——. La fonction ) — ¢
—a
n—1 c
a une intégrale positive et majorée par Z(mk+1 — x) X = ¢. Autrement dit, en appliquant
k=0

b b
la linéarité de l'intégrale des fonctions en escalier, / Y(z) dr < / o(x) dx + €. Cela prouve que
a

b
sup / o(z) de > 1nf / (x) de —e. Comme cette inégalité est vraie quelle que soit € > 0, les
peE~

deux membres sont necessalrement égaux. O

b
Définition 4. L’intégrale de la fonction f sur le segment [a, b] est le nombre réel sup / o(z) dx
peE—

b b
= inf / Y(z) dzx. On le note/ f(z) dx

et

Proposition 3. Les trois propriétés fondamentales de lintégrale (linéarité, relation de
Chasles, positivité) sont conservées pour les intégrales de fonctions continues sur un seg-
ment.

Démonstration. Cette démonstration un peu technique fait intervenir la caractérisation des bornes
supérieure et inférieure. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], A et u deux réels, et £ > 0.
Par caractérisation de la borne supérieure, il existe une fonction en escalier ¢ majorée par f sur [a, b]

telle que 0 < /ab f(z) —p(z) de < %. De méme, il existe une fonction 1 majorée par g telle que
/ab g(x) —Y(z) dr < i La fonction £ = \p + u1) est alors une fonction en escalier majorée par
A+ pg et telle que /bé(az) dr > )\/b flx)+ ,u/bg(x) — e. Comme, par définition, /bg(x) dr <
/b M (z)+pg(z) dz, on en déduit que /b M (x)+pg(z) de > )\/bf(x) dﬂH—,u/bg(x) dx—e. Cela

b b b
étant vrai quelle que soit la valeur de ¢, / M (z) + pg(x) de > )\/ f(z) dz + ,u/ g(x) dz. On

a a
prouve l'inégalité dans l'autre sens de la méme fagon, a I'aide de fonctions en escalier majorantes, et
on en déduit la linéarité.

La relation de Chasles est plus facile a prouver : si ¢ minore f sur [a, b], alors la restriction de ¢ a [a, ¢]

C
et a [c, b] minore les restrictions de f a chacun des deux intervalles, et / f(x) de + / f(x) de >
b b b ¢ ¢
/ o(x) dx +/ o(x) de = / o(z) dr. Comme cela est vrai pour toute fonction ¢ € £7, on en
a C a

C
déduit que / f(z) de+ / f(z) dx > / f(z) dz. Encore une fois, I'inégalité réciproque se prouve
a 'aide de fonction en escalier majorantes, de la méme maniére.

Le dernier point est de loin le plus facile : si f est positive sur [a, b], la fonction nulle appartient a

£, et comme son intégrale est nulle, on en déduit que / f(x) dz > 0. O
a

6



Proposition 4. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] telles que Vz € [a, ],
b
a

b
f(z) < g(x), alors / f(z) dx < / g(x) dz.

Démonstration. C’est une conséquence des propriétés précédentes : si f < g, alors g — f > 0, donc
b

par positivité de l'intégrale / g(x) — f(x) dx. 1l suffit alors d’appliquer la linéarité de I'intégrale
pour conclure. ‘ O

Remarque 5. Ce résultat signifie simplement qu’on peut intégrer des inégalités. Il sera souvent ap-
pliqué dans un cas trés particulier ou I'une des deux fonctions est constante : si f est majorée par

b
M et minorée par m sur [a, b], alors m(b — a) < / f(x) de < M(b—a).

Proposition 5. Soit f une fonction continue et positive sur [a, b], alors f est nulle si et

b
seulement si / f(z) dz = 0.

Démonstration. Il y a une implication évidente, pour démontrer 'autre sens on procéde par contra-
posée. Supposons que f ne soit pas nulle sur [a,b]. Il existe donc un réel ¢ €]a, b tel que f(c) > 0
(méme si le maximum de f est atteint en une borne de l'intervalle, par continuité, f restera stricte-
ment positive a l'intérieur). Par continuité, on peut en déduire I'existence dun intervalle Jc —n, c+n]

f(e) f(c)

sur lequel f(z) > - La fonction f est alors minorée par la fonction en escalier ¢ valant 5 sur

Je —n,c+n[ et 0 ailleurs. Cette fonction en escalier ayant pour intégrale nf(c) > 0, on en déduit que

b
/ f(x) dz > 0, ce qui prouve notre deuxiéme implication. O
a

Proposition 6. Soit f une fonction continue sur [a, b], alors

[l < [ a

b b
Démonstration. Il suffit d’appliquer la propriété précédente : f < |f|, donc / flx)dz < / |f(x)| dx.
a a

b b
Mais comme —f < |f| également, on peut aussi écrire —/ —f(z) dx < |f(x)| dx. La combi-

naison des deux inégalités prouve la propriété. Cette propriaété est d’ailleurs visuellement évidente,
'intégrale de | f| revient & calculer positivement toutes les aires comprises entre la courbe et I’axe des
abscisses (y compris sur les intervalles ot f est négative), on obtient forcément une valeur plus grande
qu’en calculant la valeur absolue de lintégrale de f, o certaines portions peuvent étre comptées
négativement. C’est I’équivalent pour l'intégrale de 1'inégalité triangulaire dans le cas de sommes
finies. O

1 b
Définition 5. La valeur moyenne de f sur [a,b] est le nombre réel 5 / f(z) dx.



Remarque 6. Cette valeur représente la largeur d’un rectangle dont ’aire est égale & celle donnée par
Iintégrale de la fonction f, ce qui correspond bien & une notion de valeur moyenne.

Exercice : étude d’une suite d’intégrales. C’est un sujet d’exercices récurrent, pour lequel il faut

1
dt.
14tn

1
connaitre les méthodes classiques. On définit une suite (I,,) par I, = /
0

1. Calculer les valeurs de Iy, I; et Is.
2. Déterminer la monotonie de la suite (I,), et en déduire la convergence de la suite.

3. En écrivant 1 — I, sous la forme d’une intégrale, déterminer la limite de 1 — I,, puis celle de
I,.

Solution :

1 1
1
1. On calcule donc Iy = / dt = =, puis I} = / T+1 dt = [In(1 + t)](l) = In(2), et enfin
0 0

1
2

DN | =

1

1 T

I, = / e dt = [arctan(t)]} = e Notons que les valeurs suivantes des termes de la suite
0

seraient nettement plus techniques & calculer (le calcul de I3 avait été donne en exemple de

calcul technique d’intégrale de fraction rationnelle dans le chapitre sur les équations différen-

tielles). On est notamment complétement incapables de donner une expression explicite pour

I,, (sinon l’exercice n’aurait pas grand intérét).

1 1 1 1 " — tn—f—l
2. Calculons donc I, — I, = /0 s dt = /0 AT 01 1 07) dt. Cette

intégrale est celle d’une fonction positive sur [0, 1] (le dénominateur est clairement positif, et
sur [0,1], t"*t!1 < "), donc I,,41 — I, = 0, ce qui prouve la croissance de la suite (In). Une
fagon légérement différente de rédiger ce calcul est de procéder par inégalités successives sur
les fonctions intervenant sous l'intégrale, pour finir par intégrer les inégalités obtenues. La

suite (I,) est par ailleurs majorée, car < 1 sur [0,1] (quelle que soit la valeur de n),

. 1+t
donc I, < / 1 dt = 1. Elle converge donc.
0

1 1 1

1 t"

3. Calculons 1 -1, = / 1dt —/ dt = / dt. Par la méme majoration que tout
0 0 1 + tn 0 1 + tn

1 nt+1 71
t
a l’heure, 1—1,, < / t" dt = = . Par ailleurs, 1 — 1, > 0 puisque I,, < 1. Une
0 n+l], n+1
simple application du théoréme des gendarmes permet alors de conclure que lim 1-—1, =0,

n—-+o0o

ce qui revient bien & dire que lim I, = 1.
n—-+o00

Pour ceux qui auraient été tentés de produire un raisonnement du type : quand ¢t € [0, 1],

1
S T = 1 (¢a c’est vrai) donc, par « passage a la limite », ngrfoofn = /0 1dt =1,

sachez qu’on ne peut absolument pas introduire comme cela une intégration dans un passage
a la limite. Il fat vérifier des conditions techniques peu évidentes pour étre certain que ca
marche, et le théoréme correspondant n’est absolument pas a votre programme cette année.

1.3 Lien avec les primitives.

xT
Proposition 7. Soit f continue sur I et a € I, alors la fonction F' : z — / f(t) dt est

a
une primitive de f sur I. Il s’agit de I'unique primitive de f sur I s’annulant en a.




Démonstration. L’unicité est évidente : si deux primitives de f s’annulent en a, puisqu’elles différent
d’une constante, cette constante et nécessairement nulle. La premiére partie du théoréme revient a
prouver rigoureusement le résultat donné dans l'introduction de ce chapitre. Fixons un réel a € I et

z+h
considérons un autre réel h > 0 tel que [a,a+ h[C I, on peut alors écrire F(x+ h) = / f@t) dt =
a
z+h

T z+h
/ (1) dt+/ F@) + (F() = F(@) dt:F(x)+hf(x)+/ (F(t) — f(2)) dt. Fixons & > 0. La

fonction f étant continue en z, il existe un réel n > 0 tel que, Vt €lx —n,z+n|, | f(t) — f(x)| <e. En
x+h

z+h
/ f(t)—f(w)dt‘g/ |f(t)— f(x)| dt <
- f(z)

F(z+h)— F(x)
quitte & prendre des valeurs de h suffisamment proches de 0. Cette inégalité étant vraie pour tout

h
F h)—F
réel € > 0, on peut en déduire que %irrb (z + })L (z) = f(x), soit F'(x) = f(x). On a bien prouvé
_>
que la fonction F' était une primitive sur I de f. [l

intégrant cette inégalité entre x et x + h, on obtient

he. En divisant tout par A, on obtient donc la majoration suivante : <e,

Corollaire 1. Toute fonction continue sur un segment y admet une primitive.

Remarque 7. Elle en admet méme une infinité, qui different toutes d’'une constante, mais toutes
les primitives ne peuvent pas nécessairement se mettre sous la forme précédente puisqu’elles ne
s’annulent pas nécessairement sur I. Ce résultat permet par exemple de justifier la définition de
la fonction In comme la primitive de la fonction inverse sur R™ s’annulant en 1. Il est tellement
important qu’il est parfois désigné sous la dénomination de théoréme fondamental de ’analyse.

Exemple : étude d’une fonction définie par une intégrale. On définit une fonction f par f(z) =

2x
sh(t
/ ®) dt. On souhaite étudier le plus précisément possible la fonction f, sachant qu’on est
x

sh(t)

incapables de calculer explicitement f(x). Pour cela, commencons par poser g(t) = , ce qui sera

utile pour la suite.

e Comme D, = R*, le domaine de définition de f est constitué des valeurs x pour lesquelles 0
n’est pas compris dans 'intervalle [z, 2z]. Comme z et 2z ont toujours le méme signe, la seule
valeur problématique est x = 0, donc Dy = R*.

e La fonction g est paire (quotient de deux fonctions impaires), donc f est impaire (en effet,
les bornes vont se retrouver « dans le mauvais sens » quand on change le signe de z). Si
on souhaite le prouver riggureusement, on 2fauit le petit Changer;lent de variable u = —t dans

— 4T X €T
l'intégrale : f(—x) = / g(t) dt = —/ g(—u) du = —/ g(u) du = —f(x). On peut
- T xT

T
donc se contenter d’une étude sur I'intervalle ]0, +oo].

e Le plus important est de savoir dériver ce type de fonctions. En notant G une primitive
quelconque de g sur ]0,+oo[ (primitive qu’on ne sait bien sir pas calculer explicitement),
on peut dire que Vo > 0, f(z) = [G(t)]?* = G(2z) — G(z). On en déduit que f'(z) =

x
h(2¢ h(t h(2t) — sh(t
29(2x) — g(z) =2 % > ét ) 8 t( ) S (2#) — sh( ) Par croissance de la fonction sh, f est

donc strictement croissante sur ]0, +o0.
e Pour déterminer les limites, on pourra souvent se contenter de majorations ou de minorations

sh(t
brutales. Ici, par exemple, tlian —; ) = +o00 (par croissance comparée), donc Ja > 0, Vt > a,
——400

g(t) > 1 (ce n’est pas une minoration trés subtile mais c’est largement suffisant!). Si z > a,



2z
toutes les valeurs de ¢ comprises entre x et 2z vérifient cette inégalité, donc f(z) > 1dt =

xT
x. C’est suffisant pour assurer que lim f(z) = +o00. La fonction étant impaire, lim f(z) =
T—r—+00 T——00

—00.
sh(t
e On procéde de facon similaire en O : %irr(l] ®) = 1 (il s’agit du taux d’accroissement de la
—
fonction sh, qui a donc pour limite sh’(0) = ch(0) = 1), donc il existe un réel a tel que,

sh(t
vt €]0,al, 0 < % < 2 (cela revient a appliquer la définition de la limite avec e = 1). Quitte
a
a se limiter a des valeurs de x inférieures & 3 (pour que U'intervalle [z, 2z] soit inclus dans |0, al),
2x
on pourra alors écrire 0 < f(z) < 2 dt = 2x. Une simple application du théoréme des
€T
gendarmes donne alors lir% f(z) =0 (on aici calculé la limite & droite, mais la fonction étant
T—r
impaire, la limite & gauche est identique). La fonction f est donc prolongeable par continuité
en 0. Ce prolongement est en fait dérivable car 1ir%f’(:c) = lir%Qg(Q:c) —g(x)=2—-1=1.Le
Tr—r T—
théoréeme du prolongement de la dérivée assure donc que la courbe de f (prolongée en 0 par
la valeur nulle) y admettra une tangente d’équation y = x.

e Une allure de courbe pour finir, mais 'impossibilité de calculer la moindre valeur rend le tracé
4 la main trés imprécis :

2 Formules de Taylor, le retour.

Théoréme 4. Formule de Taylor avec reste intégral.
Soit f une fonction de classe C"*! sur un intervalle I et a € I, alors Va € I,

n (k) (g Ty f)n
f(x) :Zf k'( )(:U—a)k—{—/ %f(?ﬁl)(t) dt.

k=0

10



Démonstration. Pour comprendre (et méme simplement retenir) cette formule, écrivons-1a pour n =
xX

0: f(x) = f(a) +/ f'(t) dt. En effet, cette égalité est pratiquement évidente puisque l'intégrale

vaut f(x)— f(a). Comment faire maintenant pour transformer le f’ en f” dans l'intégrale et obtenir
la formule au rang suivant ? Tout simplement en faisant une IPP. On pose u(t) = f'(¢), soit u'(t) =
f7(t), et v'(t) = 1. La seule subtilité consiste a choisir v(t) = t — x, qui est bien une primitive
de v/, et on trouve exactement la formule au rang 1. Plus généralement, la formule se prouve par
récurrence. L'initialisation a déja été prouvée, pour I’hérédité, on va faire une IPP en posant u(t) =

_ +\n _ \n+1
FHD(t), done /' (t) = fOH2(1), et o'(t) = %, soit v(t) = —%. On trouve alors
= fWa) k (z =" iy L [T @ =" )
f(.%') = l;) k' (1'—@) + _W'f (t) a+ i W'f (t) dt Le Crochet Valant
(w _ a)n+1 L )
Wﬂ"* )(a), on trouve bien la formule au rang n + 1. O
~ ¥ (a) k
Définition 6. Le polynome P = Z o (X —a)” est le polynéome de Taylor d’ordre n de
k=0 '
T —
f en a, parfois noté T,,. La différence f(z) —T),(z) = / %f(”“)(t) dt est le reste intégral

d’ordre n de f en a, noté R,(x).

Théoréme 5. Taylor 3, la vengeance : inégalité de Taylor-Lagrange.
Sous les mémes hypothéses que pour la formule de Taylor avec reste intégral, on a la
’x__(dn+1

(n+1)!

majoration |R,(x)| < M1, o0t Mpyq = supl f*F1(t)].
tel

Démonstration. 1l suffit de majorer le reste intégral obtenu dans le précédent théoréme. On majore

T _\n _ f\n+177 _ ,\n+1
|f7HL(t)| par M, 1, et il reste a calculer /a % dt = [—%} = %. O

a

Exemple : En considérant f(z) = In(1 4+ x) et a = 0, on prouve aisément que Vk > 1, f*)(z) =
(D" (k —1)!

(par récurrence si on tient a étre rigoureux). La formule de Taylor avec reste intégral

(1+a)*
n (_1)k71 T (x _ t)"
donne alors f(x) = kg_o e 2k 4 (—1)"/0 7(1 e dt. En particulier, le polynome de Taylor
1 .1, " .
d’ordre nde fenOest T, =z — §x+§x + -4+ (=1)"'—. On peut par ailleurs constanter que,
n

T xn+1
si z > 0, le reste intégral de cette formule est majoré (en valeur absolue) par / (x—t)" dt =

n+1

(ce qui correspond & la majoration donnée par Taylor-Lagrange). En particulier, cela prouve que,

si z € [0,1], lirf To(x) = In(1 + z) (les approximations données par les polynomes de Taylor
n—-+0oo

convergent donc vers la valeur prise par la fonction, ce qui n’est absolument pas garanti en général,
et ne fonctionne d’ailleurs pas ici lorsque =z > 1).

3 Calcul numérique d’intégrales.

Dans la premiére partie de ce chapitre ainsi que dans nos incursions précédentes dans le domaine
de I'intégration, nous nous sommes uniquement intéressés au calcul exact d’intégrales, qui constituera
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de toute facgon la totalité des questions que vous pourrez avoir sur le sujet & vos écrits de concours.
Mais si vous demandez & votre calculatrice préférée (en supposant qu’elle n’est pas trop calée en
calcul formel) de vous donner la valeur d’une intégrale, elle va procéder de fagon bien différente.
Les méthodes d’intégration numérique ont pour but de créer des suites approchant la valeur d’une
intégrale donnée, en maitrisant I’erreur commise (si on ne connait pas lerreur, le calcul ne sert a
rien), et de préférence avec le moins de calculs possibles, pour obtenir le résultat rapidement. Nous
allons en présenter trois, la premiére n’étant qu’une redite de choses vues dés la présentation de ce
chapitre.

3.1 Meéthode des rectangles.

Principe : On approche la courbe par des rectangles de largeur constante (en nombre fixé & Pavance)
et de hauteur égale & I'image d’un des réels de chaque intervalle. Ainsi, en prenant un entier na-

—a
turel non nul n et en posant h = ——, on peut par exemple effectuer I’approximation suivante :
n
b n—1
/ f(x) do ~ hZf(mk), ou xp € [a+ kh,a + (k + 1)h] (en pratique on prend habituellement
a k=0

xp = a+ kh, soit la valeur a gauche de I'intervalle, ou x = a + (k + 1)h, soit la valeur & droite). Sur
le dessin ci-dessous, on approche 'aire sous la courbe par la somme des aires des rectangles bleus,
correspondant au choix de valeurs « a gauche » de chaque intervalle.

2,,

Définition 7. Une somme de Riemann de pas h pour la fonction f sur le segment [a, b] est une
-1
b—a

n

somme de la forme S, (f) = Z f(xg), avec les mémes notations que ci-dessus.

k=0

Théoréme 6. Les sommes de Riemann convergent vers 'intégrale de f : lirJrrl Sn(f) =
n——+00

b
/ f(x) dz. De plus, si la fonction f est de classe C! sur le segment [a, b], alors |1 —S,(f)| <

M(b— a)?
MO=al o M= sup (@),

2n z€[a,b]

Démonstration. Nous ne prouverons le théoréme que dans le cas ot la fonction est de classe C'.

[ w0 a-nge)| =

k

Posons ap = a + kh, et majorons ’erreur intervalle par intervalle :

12



[rwa [ g a

ak ag ag
en valeur absolue par M sur [ak,aky1], 'inégalité des accroissements finis nous assure que Vi €
Ag+1

lak, ags1], |f(t) — f(zx)| < M|t —xx| < M(t—ag). On peut alors majorer notre erreur par / t—

ag
t— 27 0k+1 _ 2 bh— 2
ap dt = [%] = (k41 — ax) = (b—a) . L’erreur maximale commise sur [ag, axy1] est

2 2n?
M(b— a)?
2n?

Gk41
< / |f(t)—f(zx)| dt. Or,la fonction f ayant sa dérivée majorée

agk

donc de , et lerreur totale commise sur l'intervalle [a,b] vaut au maximum n fois ’erreur

M(b - a)?

n

précédente (puisque lintervalle a été découpé en m morceaux), soit . On a bien prouvé

que |1 — S,(f)| < M=)

majorant tend vers 0 quand n tend vers +oo. O

, ce qui suffit & prouver la convergence de S, (f) vers I puisque notre

Remarque 8. Les sommes de Riemann seront trés souvent utilisées avec a = 0 et b = 1, et des
valeurs de xj & gauche ou & droite pour chaque intervalle. On obtient alors la formulation simplifiée :

o1k 1N [k 1
m kzof (5) = nE‘EooﬁkZlf <5) = /0 J(w) dr.

Exemple : On utilise parfois les sommes de Riemann de fagon indirecte pour trouver la limite de
suites définies par des sommes, en utilisant leur convergence vers une intégrale qu’on sait calculer

(c’est donc le processus complétement inverse de celui présenté dans cette partie de cours). Ainsi, si
n

n n

n _ 1 1 1 E\ 1

on pose un = E m,onpeut écrlreun: E EX 1+E :E E f(g),ouf:xr—)m.
k=1 k=1 n2 k=1

1
. . 1
D’aprés le théoréme sur les sommes de Riemann, lim w, = / 5 dx = [arctan(z)]g =
n—+oo o 1+

3.2 Meéthode des trapézes.

Principe : Comme dans le cas de la méthode des rectangles, on découpe l'intervalle d’intégration

b—a . . T
en n segments de largeur h = ——, mais sur chaque segment, on approche désormais l'intégrale par

n
Paire du trapéze passant par les deux points de la courbe d’abscisse ay et axiq. Autrement dit, on

n—1 n—1
effectue I'approximation I ~ hz flar) + Flars1) =h (f(a) + f(2b) + Z fla+ k:h)) :
k=1

2 2
k=0
2 —_—
1+ —
O U T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Remarque 9. La différence entre cette méthode et celle des trapézes est extrémement minime en
termes de calculs, puisqu’il suffit de calculer n 4 1 valeurs de la fonction f (au lieu de n) et calculer
une somme (1a encore avec une seule addition supplémentaire). Pourtant, comme nous allons le voir,
I’erreur commise est nettement plus faible.

Théoréme 7. En notant T;, la valeur approchée de I obtenue a 1’aide de la méthode des
b

trapézes, lim T, = / f(x) dx. De plus, si f est de classe C? sur [a,b], alors |I — T},| <
n—-+00 a

My(b—a)3
M,oﬂ My = sup |f"(z)].

12n3 z€la,b]

Démonstration. L’idée est la méme que dans le cas de la méthode des trapézes, mais on a besoin
pour le calcul d’'un équivalent de 'TAF faisant intervenir la dérivée seconde. Cet équivalent est donné
par la formule de Taylor-Lagrange, version « exacte » de I'inégalité de Taylor-Lagrange énoncée plus
haut (la différence est exactement la méme qu’entre les énoncés du théoréme des accroissements finis
et de I'TAF). Comme l'inégalité de Taylor-Lagrange est déja aux frontiéres de programme, on ne fera
pas cette démonstration. O

3.3 Meéthode de Simpson.

Principe : La méthode des rectangles approchait la courbe par une constante sur chaque intervalle,

la méthode des trapézes par une fonction affine, I’étape logique suivante est d’approcher & ’aide d’un

ap + ag41 (

arc de parabole, passant par les points d’abscisse ag, agi1 et il faut trois points pour

déterminer une parabole). Nous ne ferons pas les calculs, mais nous contenterons de donner la fomule

n—1
d’approximation donnée par la méthode de Simpson : I ~ hz flag) +4f (%) + flapsr).
k=0

Cette méthode donnes des valeurs approchées de I qui convergent encore plus rapidement que les
deux méthodes précédentes.

Théoréme 8. En notant Z,, la valeur approchée de I obtenue & I’aide de la méthode de
My(b—a)®

Simpson, nETwZn = I. De plus, si f est de classe C* sur [a, b], alors |[I — Z,,| < 2 830n4

ot My = maxye(q) f@(x).

Remarque 10. Par construction, la méthode de Simpson donne des valeurs exactes pour les intégrales
de fonctions polynomiales de degré 2. Mais elle en donne en fait aussi des valeurs exactes pour les
fonctions de degré 3 (ce qui est beaucoup moins évident!), ce qui explique que la majoration de
Ierreur « saute une étape » par rapport a la méthode des trapézes.

b
On peut vérifier que la méthode donne bien une valeur exacte pour f(z) = x3. En effet, / 23 dx =
a

40 ph gt
[%} = 1 a , et le calcul par la méthode de Simpson (sans découper l'intervalle, c’est inutile
a
3 atby3 4 13 3, .3 2 2, 33 3
+4(%2)° +0b 2 3a°b + 3ab” + b° + 2b
¢ () :(b_a)xa+a+alza+ i =(b—-a)x

ici) donne (b — a) x
ad + a?b + ab® + b? B bt —at
4 4
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