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Les mathémati
iens sont 
omme les français :

quoique vous leur dites, ils le traduisent dans leur propre langue,

et le transforment en quelque 
hose de totalement di�érent.

Goethe

Qu'est-
e qu'un dilemme ?

Un lemme qui sert à prouver deux théorèmes !

Comment, en
ore de l'intégration ? On n'avait don
 pas déjà tout vu dans le 
hapitre 
onsa
ré

aux équations di�érentielles ? Mais non, nous avions simplement travaillé la pratique (le 
al
ul ef-

fe
tif d'intégrales) mais sans 
reuser la théorie : 
omment est dé�nie la notion d'intégrale ? Nous


omblerons 
e manque en présentant la 
onstru
tion de l'intégrale de Riemann (il en existe d'autres

plus sophistiquées), qui est notamment adaptée au 
al
ul d'intégrales de fon
tions 
ontinues (les

seuls qui nous intéresseront en pratique). Nous reverrons également également notre amie la formule

de Taylor, sous une nouvelle forme faisant intervenir des intégrales.

Obje
tifs du 
hapitre :

• 
omprendre 
omment ramener un 
al
ul d'intégrales à 
elui d'aires de re
tangles.

• 
omprent 
omment la notion de primitive est reliée à la notion nettement plus géométrique

de 
al
ul d'aire.

• savoir utiliser les propriétés de l'intégration pour étudier des suites ou des fon
tions dé�nies

par des intégrales.

1 Constru
tion de l'intégrale.

Avant de nous lan
er dans le 
ours proprement dit, essayons de faire un petit 
al
ul mal justi�é

permettant de 
omprendre 
omment ça fon
tionne. L'intégration, 
omme vous le savez sûrement, a

pour but de 
al
uler des aires. Cette notion géométrique d'aire est loin d'être fa
ile à dé�nir et pose

des problèmes de 
al
ul e�e
tif. Pour 
ela, 
omme vous le savez aussi, on re
ourt pour les 
al
uls

d'intégrale à la notion de primitive, qui est en quelque sorte l'opération inverse de la dérivation. Mais

quel est le lien entre les deux ? Pour le 
omprendre, le plus simple est de se ramener à des 
al
uls

d'aires de formes géométriques très élémentaires : les re
tangles.

Soit don
 f une fon
tion dé�nie et 
ontinue sur un segment [a, b] et Cf sa 
ourbe représentative.

On s'intéresse à la fon
tion A dé�nie sur [a, b] de la façon suivante : A(x0) est l'aire de la portion
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de plan délimitée par les droites d'équation x = a, x = x0, y = 0 et par la 
ourbe Cf . L'aire sera


omptée positivement lorsque Cf se trouve au-dessus de l'axe des abs
isses, négativement dans le 
as


ontraire.
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Théorème 1. La fon
tion A est dérivable sur [a, b] et a pour dérivée la fon
tion f .

Démonstration. (non rigoureuse) Cal
ulons le taux d'a

roissement de A entre x et x + h (où h

est un réel positif). Par dé�nition, la quantité A(x+ h) −A(x) est l'aire 
omprise entre la 
ourbe,

l'axe des abs
isses et les droites verti
ales tra
ées aux abs
isses x et x+ h. Supposons pour la 
larté

du raisonnement la fon
tion 
roissante aux alentours de x (le 
as général n'est pas vraiment plus


ompliqué), on a don
 une �gure qui ressemble à 
e
i :

f(x)

f(x+h)

h

x x+h

On peut en
adrer l'aire qui nous intéresse par 
elle des deux re
tangles de largeur h dessinés sur la

�gure, l'un ayant pour hauteur f(x) et l'autre f(x + h). On a don
 hf(x) 6 A(x + h) − A(x) 6

hf(x+ h), ou en
ore f(x) 6
A(x+ h)−A(x)

h
6 f(x+ h). Mais on obtient alors, en faisant tendre

h vers 0 et en utilisant le théorème des gendarmes, lim
h→0+

A(x+ h)−A(x)

h
= f(x) (notez qu'on a
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besoin pour 
ela de la 
ontinuité de la fon
tion f en x). En pro
édant de la même manière pour

h < 0, on montre la dérivabilité de la fon
tion A, et on a bien A′(x) = f(x).

Le prin
ipe de base de 
ette méthode (tra
er des re
tangles) est le prin
ipe fondamental d'une

méthode 
al
ul appro
hé d'intégrales dont nous reparlerons en �n de 
hapitre. En attendant, essayons

de dé�nir plus rigoureusement 
ette fameuse notion d'aire sous une 
ourbe, en
ore une fois en utilisant

des re
tangles.

1.1 Fon
tions en es
alier.

Dé�nition 1. Soit [a, b] un segment, une liste de n + 1 réels (x0, x1, . . . , xn) 
onstitue une subdi-

vision du segment [a, b] si a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Remarque 1. En fait, il serait plus rigoureux de dire que les intervalles [xi, xi+1], pour i variant entre
0 et n− 1, 
onstituent une subdivision de [a, b].

Dé�nition 2. Une fon
tion ϕ est une fon
tion en es
alier sur le segment [a, b] s'il existe une

subdivision (x0, . . . , xn) de [a, b] telle que ∀i ∈ {0, . . . , n − 1}, ϕ|]xi,xi+1[ est une fon
tion 
onstante.

La subdivision est alors appelée subdivision adaptée à la fon
tion en es
alier ϕ.

Remarque 2. Les valeurs prises par la fon
tion en x0, x1 et
 n'ont au
une importan
e, et ne doivent

pas né
essairement être égales à l'une des deux valeurs prises sur les intervalles ayant xi pour borne.

Un exemple de fon
tion en es
alier sur le segment [1, 8] et de subdivision adaptée à 
ette fon
tion

(les aires servant à la dé�nition de l'intégrale sont également indiquées) :
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Proposition 1. L'ensemble des fon
tions en es
alier sur un segment est stable par somme

et par produit par un réel (
e qui en fait un espa
e ve
toriel réel).

Démonstration. Considérons don
 deux fon
tions ϕ et ψ, en es
alier sur [a, b], et τ et τ ′ deux sub-

divisions adaptées respe
tivement à ϕ et à ψ. La subdivision τ ∪ τ ′ (obtenue en prenant 
omme

bornes des intervalles tous les réels qui sont bornes d'un intervalle de la première subdivision ou de

la deuxième subdivision) est alors une subdivision adaptée à la fois à ϕ et à ψ. En e�et, 
ha
un des

intervalles dé�nis par τ ∪ τ ′ est in
lus dans un des intervalles dé�nis par τ , la fon
tion ϕ y est don



onstante, et de même pour ψ (au pire, un intervalle sur lequel 
haque fon
tion était 
onstante sera

dé
oupée en plusieurs sous-intervalles, 
e qui n'a au
une importan
e). Cha
une des deux fon
tions

étant 
onstante sur les intervalles dé�nis par τ ∪ τ ′, la somme de ϕ et ψ le sera aussi, ainsi que les

produits de ϕ et de ψ par des réels, et est don
 aussi une fon
tion en es
alier sur [a, b].
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Dé�nition 3. Soit ϕ une fon
tion en es
alier sur [a, b] et (x0, . . . , xn) une subdivision adaptée à ϕ,

alors l'intégrale de ϕ sur le segment [a, b] est le nombre réel

n−1
∑

i=0

(xi+1 −xi)αi, où αi est la valeur


onstante prise par ϕ sur l'intervalle ]xi, xi+1[. Cette intégrale est notée

∫ b

a

ϕ(x) dx.

Remarque 3. La variable x apparaissant dans la dernière notation introduite est une variable muette

(
omme l'indi
e d'une somme par exemple) qui peut être rempla
ée par n'importe quelle autre

variable tant qu'on modi�e également le dx qui suit :

∫ b

a

ϕ(w) dw =

∫ b

a

ϕ(x) dx.

Remarque 4. L'intégrale d'une fon
tion en es
alier sur un segment ne dépend pas de la subdivision


hoisie.

Proposition 2. L'intégrale des fon
tion en es
alier véri�e les trois propriétés fondamen-

tales suivantes :

• linéarité : si ϕ et ψ sont en es
alier sur [a, b], alors

∫ b

a

ϕ(x)+ψ(x) dx =

∫ b

a

ϕ(x) dx+
∫ b

a

ψ(x) dx

Si ϕ est en es
alier, et λ ∈ R,

∫ b

a

λϕ(x) dx = λ

∫ b

a

ϕ(x) dx

• relation de Chasles : ∀c ∈ [a, b],

∫ c

a

ϕ(x) dx+

∫ b

c

ϕ(x) dx

• positivité : si la fon
tion ϕ est positive sur le segment [a, b], alors

∫ b

a

ϕ(x) dx > 0.

Démonstration. En prenant une subdivision adaptée simultanément à deux fon
tions en es
alier ϕ

et ψ, la linéarité de l'intégrale dé
oule de la distributivité des 
al
uls de sommes. Notons αi et βi

les valeurs respe
tives prises par ϕ et ψ sur les intervalles de la subdivision 
ommune, alors

∫ b

a

(ϕ+

ψ)(x) dx =
n−1
∑

i=0

(xi+1−xi)(αi+βi) =
n−1
∑

i=0

(xi+1−xi)αi+
n−1
∑

i=0

(xi+1−xi)βi =

∫ b

a

ϕ(x) dx+

∫ b

a

ψ(x) dx.

Le produit par une 
onstante est en
ore plus simple, il su�t de développer ou de fa
toriser la somme

par λ. La relation de Chasles est une 
onséquen
e évidente de l'asso
iativité de la somme (on ajoute

c à la subdivision, 
e qui ne 
hange pas l'intégrale, et on sépare la somme en deux), et la positivité

est 
arrément triviale : une somme de réels positifs est 
ertainement positive.

1.2 Intégrale d'une fon
tion 
ontinue.

Théorème 2. Approximation des fon
tions 
ontinues par des fon
tions en es
alier.

Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a, b] et ε un réel stri
tement positif. Alors il existe une

fon
tion ϕ en es
alier sur [a, b] telle que ∀x ∈ [a, b], ϕ(x) 6 f(x) et f(x)− ϕ(x) 6 ε.

Démonstration. Nous admettrons 
e résultat, qui est hors-programme. Il né
essite en fait le théorème

de Heine (hors-programme), qui est lui-même une 
onséquen
e du théorème de Bolzano-Weierstraÿ
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(en
ore hors-programme, même si 
elui-là a été énon
é et même démontré dans notre 
hapître sur

les suites). Pour essayer de 
omprendre l'idée (et 
e qui pose problème), un début de raisonnement :

f étant supposée 
ontinue en a, il existe 
ertainement un intervalle de la forme [a, x1] sur lequel

|f(x)−f(a)| 6 ε (
'est la dé�nition de la limite qui nous le donne). On peut poser ϕ(x) = min
x∈[a,x1]

f(x)

sur l'intervalle [a, x1]. Ensuite, de la même manière, on trouve x2 tel que |f(x1)−f(x)| 6 ε sur [x1, x2],

e qui permet de poser ϕ(x) = min

x∈[x1,x2]
f(x) sur ]x1, x2]. Et ainsi de suite, on 
onstruit une subdivision

(a, x1, x2, . . . ) et une fon
tion en es
alier véri�ant les hypothèses du théorème. Le problème est qu'on

n'a au
un 
ontr�le sur le pas de la subdivision 
réée : on pourrait très bien avoir des intervalles de

plus en plus petits, et ne jamais atteindre b, la deuxième borne de notre segment. Le théorème

de Heine assure justement que 
e ne sera pas le 
as, en � renversant � les quanti�
ateurs dans la

dé�nition de la 
ontinuité : il assure que, si f est 
ontinue sur [a, b] et ε > 0, il existe un réel η tel

que ∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| 6 η ⇒ |f(x)− f(y)| 6 ε. Le réel η ne dépend plus i
i de ε, 
e qui 
hange

tout.

Théorème 3. En notant E− = {ϕ en es
alier sur [a, b] | ∀x ∈ [a, b], ϕ(x) 6 f(x)}, et
E+ = {ψ en es
alier sur [a, b] | ∀x ∈ [a, b], ψ(x) > f(x)}, alors

sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx = inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx.

Démonstration. Une petite illustration de 
e théorème, qui dit simplement qu'on peut en
adrer

une fon
tion 
ontinue par deux fon
tions en es
alier, dont les intégrales peuvent être rendues aussi

pro
hes qu'on le souhaite (i
i ave
 un pas 
onstant, une fon
tion en es
alier minorant f en bleu, et

une majorant f en vert) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

La démonstration est en fait relativement simple ave
 le théorème pré
édent, mais elle utilise de

façon un peu �ne les notions de bornes supérieure et inférieure et n'est don
 pas exigible pour vous.

On peut déjà 
onstater que ∀ϕ ∈ E−
, ∀ψ ∈ E+

,

∫ b

a

ϕ(x) dx 6

∫ b

a

ψ(x) dx (
'est par exemple une


onséquen
e de la positivité et de la linéarité de l'intégrale, en 
onstatant que la fon
tion ψ − ϕ

est toujours positive). On en déduit que sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx 6 inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx (au passage 
ela

prouve l'existen
e de la borne supérieure et de la borne inférieure, 
ar le membre de gau
he, par

exemple, est majoré par l'intégrale de n'importe quelle fon
tion en es
alier majorant f , et de telles

fon
tions existent). Ensuite, le théorème assure l'existen
e d'une fon
tion ϕ ∈ E−
telle que ∀x ∈ [a, b],
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f(x) − ϕ(x) 6
ε

2(b− a)
(qui est un nombre stri
tement positif 
omme les autres), mais aussi de

ψ ∈ E+
telle que ∀x ∈ [a, b], ψ(x) − f(x) 6

ε

2(b− a)
(on applique le théorème à −f et on prend

l'opposé de la fon
tion obtenue). On a don
, ∀x ∈ [a, b], 0 6 ψ(x)−ϕ(x) 6
ε

b− a
. La fon
tion ψ−ϕ

a une intégrale positive et majorée par

n−1
∑

k=0

(xk+1 − xk) ×
ε

b− a
= ε. Autrement dit, en appliquant

la linéarité de l'intégrale des fon
tions en es
alier,

∫ b

a

ψ(x) dx 6

∫ b

a

ϕ(x) dx + ε. Cela prouve que

sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx > inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx − ε. Comme 
ette inégalité est vraie quelle que soit ε > 0, les

deux membres sont né
essairement égaux.

Dé�nition 4. L'intégrale de la fon
tion f sur le segment [a, b] est le nombre réel sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx

= inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx. On le note

∫ b

a

f(x) dx.

Proposition 3. Les trois propriétés fondamentales de l'intégrale (linéarité, relation de

Chasles, positivité) sont 
onservées pour les intégrales de fon
tions 
ontinues sur un seg-

ment.

Démonstration. Cette démonstration un peu te
hnique fait intervenir la 
ara
térisation des bornes

supérieure et inférieure. Soient f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a, b], λ et µ deux réels, et ε > 0.
Par 
ara
térisation de la borne supérieure, il existe une fon
tion en es
alier ϕ majorée par f sur [a, b]

telle que 0 6

∫ b

a

f(x) − ϕ(x) dx 6
ε

2λ
. De même, il existe une fon
tion ψ majorée par g telle que

∫ b

a

g(x) − ψ(x) dx 6
ε

2µ
. La fon
tion ξ = λϕ + µψ est alors une fon
tion en es
alier majorée par

λf + µg et telle que

∫ b

a

ξ(x) dx > λ

∫ b

a

f(x) + µ

∫ b

a

g(x)− ε. Comme, par dé�nition,

∫ b

a

ξ(x) dx 6

∫ b

a

λf(x)+µg(x) dx, on en déduit que

∫ b

a

λf(x)+µg(x) dx > λ

∫ b

a

f(x) dx+µ

∫ b

a

g(x) dx−ε. Cela

étant vrai quelle que soit la valeur de ε,

∫ b

a

λf(x) + µg(x) dx > λ

∫ b

a

f(x) dx + µ

∫ b

a

g(x) dx. On

prouve l'inégalité dans l'autre sens de la même façon, à l'aide de fon
tions en es
alier majorantes, et

on en déduit la linéarité.

La relation de Chasles est plus fa
ile à prouver : si ϕ minore f sur [a, b], alors la restri
tion de ϕ à [a, c]

et à [c, b] minore les restri
tions de f à 
ha
un des deux intervalles, et

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx >

∫ b

a

ϕ(x) dx +

∫ b

c

ϕ(x) dx =

∫ b

a

ϕ(x) dx. Comme 
ela est vrai pour toute fon
tion ϕ ∈ E−
, on en

déduit que

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx >

∫ b

a

f(x) dx. En
ore une fois, l'inégalité ré
iproque se prouve

à l'aide de fon
tion en es
alier majorantes, de la même manière.

Le dernier point est de loin le plus fa
ile : si f est positive sur [a, b], la fon
tion nulle appartient à

E−
, et 
omme son intégrale est nulle, on en déduit que

∫ b

a

f(x) dx > 0.
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Proposition 4. Soient f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a, b] telles que ∀x ∈ [a, b],

f(x) 6 g(x), alors

∫ b

a

f(x) dx 6

∫ b

a

g(x) dx.

Démonstration. C'est une 
onséquen
e des propriétés pré
édentes : si f 6 g, alors g − f > 0, don


par positivité de l'intégrale

∫ b

a

g(x) − f(x) dx. Il su�t alors d'appliquer la linéarité de l'intégrale

pour 
on
lure.

Remarque 5. Ce résultat signi�e simplement qu'on peut intégrer des inégalités. Il sera souvent ap-

pliqué dans un 
as très parti
ulier où l'une des deux fon
tions est 
onstante : si f est majorée par

M et minorée par m sur [a, b], alors m(b− a) 6

∫ b

a

f(x) dx 6M(b− a).

Proposition 5. Soit f une fon
tion 
ontinue et positive sur [a, b], alors f est nulle si et

seulement si

∫ b

a

f(x) dx = 0.

Démonstration. Il y a une impli
ation évidente, pour démontrer l'autre sens on pro
ède par 
ontra-

posée. Supposons que f ne soit pas nulle sur [a, b]. Il existe don
 un réel c ∈]a, b[ tel que f(c) > 0
(même si le maximum de f est atteint en une borne de l'intervalle, par 
ontinuité, f restera stri
te-

ment positive à l'intérieur). Par 
ontinuité, on peut en déduire l'existen
e d'un intervalle ]c−η, c+η[

sur lequel f(x) >
f(c)

2
. La fon
tion f est alors minorée par la fon
tion en es
alier ϕ valant

f(c)

2
sur

]c− η, c+ η[ et 0 ailleurs. Cette fon
tion en es
alier ayant pour intégrale ηf(c) > 0, on en déduit que

∫ b

a

f(x) dx > 0, 
e qui prouve notre deuxième impli
ation.

Proposition 6. Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a, b], alors

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

6

∫ b

a

|f(x)| dx.

Démonstration. Il su�t d'appliquer la propriété pré
édente : f 6 |f |, don


∫ b

a

f(x) dx 6

∫ b

a

|f(x)| dx.

Mais 
omme −f 6 |f | également, on peut aussi é
rire −

∫ b

a

−f(x) dx 6

∫ b

a

|f(x)| dx. La 
ombi-

naison des deux inégalités prouve la propriété. Cette propriété est d'ailleurs visuellement évidente,

l'intégrale de |f | revient à 
al
uler positivement toutes les aires 
omprises entre la 
ourbe et l'axe des

abs
isses (y 
ompris sur les intervalles où f est négative), on obtient for
ément une valeur plus grande

qu'en 
al
ulant la valeur absolue de l'intégrale de f , où 
ertaines portions peuvent être 
omptées

négativement. C'est l'équivalent pour l'intégrale de l'inégalité triangulaire dans le 
as de sommes

�nies.

Dé�nition 5. La valeur moyenne de f sur [a, b] est le nombre réel

1

b− a

∫ b

a

f(x) dx.
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Remarque 6. Cette valeur représente la largeur d'un re
tangle dont l'aire est égale à 
elle donnée par

l'intégrale de la fon
tion f , 
e qui 
orrespond bien à une notion de valeur moyenne.

Exer
i
e : étude d'une suite d'intégrales. C'est un sujet d'exer
i
es ré
urrent, pour lequel il faut


onnaitre les méthodes 
lassiques. On dé�nit une suite (In) par In =

∫ 1

0

1

1 + tn
dt.

1. Cal
uler les valeurs de I0, I1 et I2.

2. Déterminer la monotonie de la suite (In), et en déduire la 
onvergen
e de la suite.

3. En é
rivant 1− In sous la forme d'une intégrale, déterminer la limite de 1− In, puis 
elle de

In.

Solution :

1. On 
al
ule don
 I0 =

∫ 1

0

1

2
dt =

1

2
, puis I1 =

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]10 = ln(2), et en�n

I2 =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = [arctan(t)]10 =

π

4
. Notons que les valeurs suivantes des termes de la suite

seraient nettement plus te
hniques à 
al
uler (le 
al
ul de I3 avait été donne en exemple de


al
ul te
hnique d'intégrale de fra
tion rationnelle dans le 
hapitre sur les équations di�éren-

tielles). On est notamment 
omplètement in
apables de donner une expression expli
ite pour

In (sinon l'exer
i
e n'aurait pas grand intérêt).

2. Cal
ulons don
 In+1 − In =

∫ 1

0

1

1 + tn+1
−

1

1 + tn
dt =

∫ 1

0

tn − tn+1

(1 + tn+1)(1 + tn)
dt. Cette

intégrale est 
elle d'une fon
tion positive sur [0, 1] (le dénominateur est 
lairement positif, et

sur [0, 1], tn+1 6 tn), don
 In+1 − In > 0, 
e qui prouve la 
roissan
e de la suite (In). Une
façon légèrement di�érente de rédiger 
e 
al
ul est de pro
éder par inégalités su

essives sur

les fon
tions intervenant sous l'intégrale, pour �nir par intégrer les inégalités obtenues. La

suite (In) est par ailleurs majorée, 
ar

1

1 + tn
6 1 sur [0, 1] (quelle que soit la valeur de n),

don
 In 6

∫ 1

0
1 dt = 1. Elle 
onverge don
.

3. Cal
ulons 1− In =

∫ 1

0
1 dt−

∫ 1

0

1

1 + tn
dt =

∫ 1

0

tn

1 + tn
dt. Par la même majoration que tout

à l'heure, 1−In 6

∫ 1

0
tn dt =

[

tn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
. Par ailleurs, 1−In > 0 puisque In 6 1. Une

simple appli
ation du théorème des gendarmes permet alors de 
on
lure que lim
n→+∞

1− In = 0,


e qui revient bien à dire que lim
n→+∞

In = 1.

Pour 
eux qui auraient été tentés de produire un raisonnement du type : quand t ∈ [0, 1[,

lim
n→+∞

1

1 + tn
= 1 (ça 
'est vrai) don
, par � passage à la limite �, lim

n→+∞
In =

∫ 1

0
1 dt = 1,

sa
hez qu'on ne peut absolument pas introduire 
omme 
ela une intégration dans un passage

à la limite. Il fat véri�er des 
onditions te
hniques peu évidentes pour être 
ertain que ça

mar
he, et le théorème 
orrespondant n'est absolument pas à votre programme 
ette année.

1.3 Lien ave
 les primitives.

Proposition 7. Soit f 
ontinue sur I et a ∈ I, alors la fon
tion F : x 7→

∫ x

a

f(t) dt est

une primitive de f sur I. Il s'agit de l'unique primitive de f sur I s'annulant en a.

8



Démonstration. L'uni
ité est évidente : si deux primitives de f s'annulent en a, puisqu'elles di�èrent

d'une 
onstante, 
ette 
onstante et né
essairement nulle. La première partie du théorème revient à

prouver rigoureusement le résultat donné dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre. Fixons un réel a ∈ I et


onsidérons un autre réel h > 0 tel que [a, a+h[⊂ I, on peut alors é
rire F (x+h) =

∫ x+h

a

f(t) dt =
∫ x

a

f(t) dt+

∫ x+h

x

f(x)+ (f(t)− f(x)) dt = F (x)+hf(x)+

∫ x+h

x

(f(t)− f(x)) dt. Fixons ε > 0. La

fon
tion f étant 
ontinue en x, il existe un réel η > 0 tel que, ∀t ∈]x−η, x+η[, |f(t)− f(x)| 6 ε. En

intégrant 
ette inégalité entre x et x+h, on obtient

∣

∣

∣

∣

∫ x+h

x

f(t)− f(x) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ x+h

x

|f(t)−f(x)| dt 6

hε. En divisant tout par h, on obtient don
 la majoration suivante :

∣

∣

∣

∣

F (x+ h)− F (x)

h
− f(x)

∣

∣

∣

∣

6 ε,

quitte à prendre des valeurs de h su�samment pro
hes de 0. Cette inégalité étant vraie pour tout

réel ε > 0, on peut en déduire que lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x), soit F ′(x) = f(x). On a bien prouvé

que la fon
tion F était une primitive sur I de f .

Corollaire 1. Toute fon
tion 
ontinue sur un segment y admet une primitive.

Remarque 7. Elle en admet même une in�nité, qui di�èrent toutes d'une 
onstante, mais toutes

les primitives ne peuvent pas né
essairement se mettre sous la forme pré
édente puisqu'elles ne

s'annulent pas né
essairement sur I. Ce résultat permet par exemple de justi�er la dé�nition de

la fon
tion ln 
omme la primitive de la fon
tion inverse sur R
+∗

s'annulant en 1. Il est tellement

important qu'il est parfois désigné sous la dénomination de théorème fondamental de l'analyse.

Exemple : étude d'une fon
tion dé�nie par une intégrale. On dé�nit une fon
tion f par f(x) =
∫ 2x

x

sh(t)

t
dt. On souhaite étudier le plus pré
isément possible la fon
tion f , sa
hant qu'on est

in
apables de 
al
uler expli
itement f(x). Pour 
ela, 
ommençons par poser g(t) =
sh(t)

t
, 
e qui sera

utile pour la suite.

• Comme Dg = R
∗
, le domaine de dé�nition de f est 
onstitué des valeurs x pour lesquelles 0

n'est pas 
ompris dans l'intervalle [x, 2x]. Comme x et 2x ont toujours le même signe, la seule

valeur problématique est x = 0, don
 Df = R
∗
.

• La fon
tion g est paire (quotient de deux fon
tions impaires), don
 f est impaire (en e�et,

les bornes vont se retrouver � dans le mauvais sens � quand on 
hange le signe de x). Si

on souhaite le prouver rigoureusement, on fait le petit 
hangement de variable u = −t dans

l'intégrale : f(−x) =

∫ −2x

−x
g(t) dt = −

∫ 2x

x

g(−u) du = −

∫ 2x

x

g(u) du = −f(x). On peut

don
 se 
ontenter d'une étude sur l'intervalle ]0,+∞[.
• Le plus important est de savoir dériver 
e type de fon
tions. En notant G une primitive

quel
onque de g sur ]0,+∞[ (primitive qu'on ne sait bien sûr pas 
al
uler expli
itement),

on peut dire que ∀x > 0, f(x) = [G(t)]2xx = G(2x) − G(x). On en déduit que f ′(x) =

2g(2x) − g(x) = 2×
sh(2t)

2t
−

sh(t)

t
=

sh(2t)− sh(t)

t
. Par 
roissan
e de la fon
tion sh, f est

don
 stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[.
• Pour déterminer les limites, on pourra souvent se 
ontenter de majorations ou de minorations

brutales. I
i, par exemple, lim
t→+∞

sh(t)

t
= +∞ (par 
roissan
e 
omparée), don
 ∃a > 0, ∀t > a,

g(t) > 1 (
e n'est pas une minoration très subtile mais 
'est largement su�sant !). Si x > a,

9



toutes les valeurs de t 
omprises entre x et 2x véri�ent 
ette inégalité, don
 f(x) >

∫ 2x

x

1 dt =

x. C'est su�sant pour assurer que lim
x→+∞

f(x) = +∞. La fon
tion étant impaire, lim
x→−∞

f(x) =

−∞.

• On pro
ède de façon similaire en 0 : lim
t→0

sh(t)

t
= 1 (il s'agit du taux d'a

roissement de la

fon
tion sh, qui a don
 pour limite sh′(0) = ch(0) = 1), don
 il existe un réel a tel que,

∀t ∈]0, a], 0 6
sh(t)

t
6 2 (
ela revient à appliquer la dé�nition de la limite ave
 ε = 1). Quitte

à se limiter à des valeurs de x inférieures à
a

2
(pour que l'intervalle [x, 2x] soit in
lus dans ]0, a]),

on pourra alors é
rire 0 6 f(x) 6

∫ 2x

x

2 dt = 2x. Une simple appli
ation du théorème des

gendarmes donne alors lim
x→0

f(x) = 0 (on a i
i 
al
ulé la limite à droite, mais la fon
tion étant

impaire, la limite à gau
he est identique). La fon
tion f est don
 prolongeable par 
ontinuité

en 0. Ce prolongement est en fait dérivable 
ar lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

2g(2x)− g(x) = 2− 1 = 1. Le

théorème du prolongement de la dérivée assure don
 que la 
ourbe de f (prolongée en 0 par

la valeur nulle) y admettra une tangente d'équation y = x.

• Une allure de 
ourbe pour �nir, mais l'impossibilité de 
al
uler la moindre valeur rend le tra
é

à la main très impré
is :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

2 Formules de Taylor, le retour.

Théorème 4. Formule de Taylor ave
 reste intégral.

Soit f une fon
tion de 
lasse Cn+1
sur un intervalle I et a ∈ I, alors ∀x ∈ I,

f(x) =

n
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.

10



Démonstration. Pour 
omprendre (et même simplement retenir) 
ette formule, é
rivons-là pour n =

0 : f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt. En e�et, 
ette égalité est pratiquement évidente puisque l'intégrale

vaut f(x)− f(a). Comment faire maintenant pour transformer le f ′ en f ′′ dans l'intégrale et obtenir

la formule au rang suivant ? Tout simplement en faisant une IPP. On pose u(t) = f ′(t), soit u′(t) =
f ′′(t), et v′(t) = 1. La seule subtilité 
onsiste à 
hoisir v(t) = t − x, qui est bien une primitive

de v′, et on trouve exa
tement la formule au rang 1. Plus généralement, la formule se prouve par

ré
urren
e. L'initialisation a déjà été prouvée, pour l'hérédité, on va faire une IPP en posant u(t) =

f (n+1)(t), don
 u′(t) = f (n+2)(t), et v′(t) =
(x− t)n

n!
, soit v(t) = −

(x− t)n+1

(n+ 1)!
. On trouve alors

f(x) =

n
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k+

[

−
(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(t)

]x

a

+

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt. Le 
ro
het valant

(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a), on trouve bien la formule au rang n+ 1.

Dé�nition 6. Le polyn�me P =

n
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(X − a)k est le polyn�me de Taylor d'ordre n de

f en a, parfois noté Tn. La di�éren
e f(x)− Tn(x) =

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt est le reste intégral

d'ordre n de f en a, noté Rn(x).

Théorème 5. Taylor 3, la vengean
e : inégalité de Taylor-Lagrange.

Sous les mêmes hypothèses que pour la formule de Taylor ave
 reste intégral, on a la

majoration |Rn(x)| 6
|x− a|n+1

(n+ 1)!
Mn+1, où Mn+1 = sup

t∈I
|fn+1(t)|.

Démonstration. Il su�t de majorer le reste intégral obtenu dans le pré
édent théorème. On majore

|fn+1(t)| par Mn+1, et il reste à 
al
uler

∫ x

a

(x− t)n

n!
dt =

[

−
(x− t)n+1

(n + 1)!

]x

a

=
(x− a)n+1

(n+ 1)!
.

Exemple : En 
onsidérant f(x) = ln(1 + x) et a = 0, on prouve aisément que ∀k > 1, f (k)(x) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
(par ré
urren
e si on tient à être rigoureux). La formule de Taylor ave
 reste intégral

donne alors f(x) =
n
∑

k=0

(−1)k−1

k
xk + (−1)n

∫ x

0

(x− t)n

(1 + t)n+1
dt. En parti
ulier, le polyn�me de Taylor

d'ordre n de f en 0 est Tn = x−
1

2
x+

1

3
x2 + · · · + (−1)n−1x

n

n
. On peut par ailleurs 
onstanter que,

si x > 0, le reste intégral de 
ette formule est majoré (en valeur absolue) par

∫ x

0
(x− t)n dt =

xn+1

n+ 1
(
e qui 
orrespond à la majoration donnée par Taylor-Lagrange). En parti
ulier, 
ela prouve que,

si x ∈ [0, 1], lim
n→+∞

Tn(x) = ln(1 + x) (les approximations données par les polyn�mes de Taylor


onvergent don
 vers la valeur prise par la fon
tion, 
e qui n'est absolument pas garanti en général,

et ne fon
tionne d'ailleurs pas i
i lorsque x > 1).

3 Cal
ul numérique d'intégrales.

Dans la première partie de 
e 
hapitre ainsi que dans nos in
ursions pré
édentes dans le domaine

de l'intégration, nous nous sommes uniquement intéressés au 
al
ul exa
t d'intégrales, qui 
onstituera
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de toute façon la totalité des questions que vous pourrez avoir sur le sujet à vos é
rits de 
on
ours.

Mais si vous demandez à votre 
al
ulatri
e préférée (en supposant qu'elle n'est pas trop 
alée en


al
ul formel) de vous donner la valeur d'une intégrale, elle va pro
éder de façon bien di�érente.

Les méthodes d'intégration numérique ont pour but de 
réer des suites appro
hant la valeur d'une

intégrale donnée, en maîtrisant l'erreur 
ommise (si on ne 
onnait pas l'erreur, le 
al
ul ne sert à

rien), et de préféren
e ave
 le moins de 
al
uls possibles, pour obtenir le résultat rapidement. Nous

allons en présenter trois, la première n'étant qu'une redite de 
hoses vues dès la présentation de 
e


hapitre.

3.1 Méthode des re
tangles.

Prin
ipe : On appro
he la 
ourbe par des re
tangles de largeur 
onstante (en nombre �xé à l'avan
e)

et de hauteur égale à l'image d'un des réels de 
haque intervalle. Ainsi, en prenant un entier na-

turel non nul n et en posant h =
b− a

n
, on peut par exemple e�e
tuer l'approximation suivante :

∫ b

a

f(x) dx ≃ h

n−1
∑

k=0

f(xk), où xk ∈ [a + kh, a + (k + 1)h] (en pratique on prend habituellement

xk = a+ kh, soit la valeur à gau
he de l'intervalle, ou xk = a+(k+1)h, soit la valeur à droite). Sur

le dessin 
i-dessous, on appro
he l'aire sous la 
ourbe par la somme des aires des re
tangles bleus,


orrespondant au 
hoix de valeurs � à gau
he � de 
haque intervalle.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

Dé�nition 7. Une somme de Riemann de pas h pour la fon
tion f sur le segment [a, b] est une

somme de la forme Sn(f) =
b− a

n

n−1
∑

k=0

f(xk), ave
 les mêmes notations que 
i-dessus.

Théorème 6. Les sommes de Riemann 
onvergent vers l'intégrale de f : lim
n→+∞

Sn(f) =
∫ b

a

f(x) dx. De plus, si la fon
tion f est de 
lasse C1
sur le segment [a, b], alors |I−Sn(f)| 6

M(b− a)2

2n
, où M = sup

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

Démonstration. Nous ne prouverons le théorème que dans le 
as où la fon
tion est de 
lasse C1
.

Posons ak = a + kh, et majorons l'erreur intervalle par intervalle :

∣

∣

∣

∣

∫ ak+1

ak

f(t) dt− hf(xk)

∣

∣

∣

∣

=
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∣

∣

∣

∣

∫ ak+1

ak

f(t) dt−

∫ ak+1

ak

f(xk) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ ak+1

ak

|f(t)−f(xk)| dt. Or, la fon
tion f ayant sa dérivée majorée

en valeur absolue par M sur [ak, ak+1], l'inégalité des a

roissements �nis nous assure que ∀t ∈

[ak, ak+1], |f(t)− f(xk)| 6M |t−xk| 6M(t−ak). On peut alors majorer notre erreur par

∫ ak+1

ak

t−

ak dt =

[

(t− ak)
2

2

]ak+1

ak

=
(ak+1 − ak)

2

2
=

(b− a)2

2n2
. L'erreur maximale 
ommise sur [ak, ak+1] est

don
 de

M(b− a)2

2n2
, et l'erreur totale 
ommise sur l'intervalle [a, b] vaut au maximum n fois l'erreur

pré
édente (puisque l'intervalle a été dé
oupé en n mor
eaux), soit

M(b− a)2

2n
. On a bien prouvé

que |I − Sn(f)| 6
M(b− a)2

2n
, 
e qui su�t à prouver la 
onvergen
e de Sn(f) vers I puisque notre

majorant tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Remarque 8. Les sommes de Riemann seront très souvent utilisées ave
 a = 0 et b = 1, et des

valeurs de xk à gau
he ou à droite pour 
haque intervalle. On obtient alors la formulation simpli�ée :

lim
n→+∞

1

n

n−1
∑

k=0

f

(

k

n

)

= lim
n→+∞

1

n

n
∑

k=1

f

(

k

n

)

=

∫ 1

0
f(x) dx.

Exemple : On utilise parfois les sommes de Riemann de façon indire
te pour trouver la limite de

suites dé�nies par des sommes, en utilisant leur 
onvergen
e vers une intégrale qu'on sait 
al
uler

(
'est don
 le pro
essus 
omplètement inverse de 
elui présenté dans 
ette partie de 
ours). Ainsi, si

on pose un =
n
∑

k=1

n

n2 + k2
, on peut é
rire un =

n
∑

k=1

1

n
×

1

1 + k2

n2

=
1

n

n
∑

k=1

f

(

k

n

)

, où f : x 7→
1

1 + x2
.

D'après le théorème sur les sommes de Riemann, lim
n→+∞

un =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = [arctan(x)]10 =

π

4
.

3.2 Méthode des trapèzes.

Prin
ipe : Comme dans le 
as de la méthode des re
tangles, on dé
oupe l'intervalle d'intégration

en n segments de largeur h =
b− a

n
, mais sur 
haque segment, on appro
he désormais l'intégrale par

l'aire du trapèze passant par les deux points de la 
ourbe d'abs
isse ak et ak+1. Autrement dit, on

e�e
tue l'approximation I ≃ h

n−1
∑

k=0

f(ak) + f(ak+1)

2
= h

(

f(a)

2
+
f(b)

2
+

n−1
∑

k=1

f(a+ kh)

)

.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2
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Remarque 9. La di�éren
e entre 
ette méthode et 
elle des trapèzes est extrêmement minime en

termes de 
al
uls, puisqu'il su�t de 
al
uler n+ 1 valeurs de la fon
tion f (au lieu de n) et 
al
uler

une somme (là en
ore ave
 une seule addition supplémentaire). Pourtant, 
omme nous allons le voir,

l'erreur 
ommise est nettement plus faible.

Théorème 7. En notant Tn la valeur appro
hée de I obtenue à l'aide de la méthode des

trapèzes, lim
n→+∞

Tn =

∫ b

a

f(x) dx. De plus, si f est de 
lasse C2
sur [a, b], alors |I − Tn| 6

M2(b− a)3

12n3
, où M2 = sup

x∈[a,b]
|f ′′(x)|.

Démonstration. L'idée est la même que dans le 
as de la méthode des trapèzes, mais on a besoin

pour le 
al
ul d'un équivalent de l'IAF faisant intervenir la dérivée se
onde. Cet équivalent est donné

par la formule de Taylor-Lagrange, version � exa
te � de l'inégalité de Taylor-Lagrange énon
ée plus

haut (la di�éren
e est exa
tement la même qu'entre les énon
és du théorème des a

roissements �nis

et de l'IAF). Comme l'inégalité de Taylor-Lagrange est déjà aux frontières de programme, on ne fera

pas 
ette démonstration.

3.3 Méthode de Simpson.

Prin
ipe : La méthode des re
tangles appro
hait la 
ourbe par une 
onstante sur 
haque intervalle,

la méthode des trapèzes par une fon
tion a�ne, l'étape logique suivante est d'appro
her à l'aide d'un

ar
 de parabole, passant par les points d'abs
isse ak, ak+1 et

ak + ak+1

2
(il faut trois points pour

déterminer une parabole). Nous ne ferons pas les 
al
uls, mais nous 
ontenterons de donner la fomule

d'approximation donnée par la méthode de Simpson : I ≃ h

n−1
∑

k=0

f(ak) + 4f

(

ak + ak+1

2

)

+ f(ak+1).

Cette méthode donnes des valeurs appro
hées de I qui 
onvergent en
ore plus rapidement que les

deux méthodes pré
édentes.

Théorème 8. En notant Zn la valeur appro
hée de I obtenue à l'aide de la méthode de

Simpson, lim
n→+∞

Zn = I. De plus, si f est de 
lasse C4
sur [a, b], alors |I−Zn| 6

M4(b− a)5

2 880n4
,

où M4 = maxx∈[a,b] f
(4)(x).

Remarque 10. Par 
onstru
tion, la méthode de Simpson donne des valeurs exa
tes pour les intégrales

de fon
tions polyn�miales de degré 2. Mais elle en donne en fait aussi des valeurs exa
tes pour les

fon
tions de degré 3 (
e qui est beau
oup moins évident !), 
e qui explique que la majoration de

l'erreur � saute une étape � par rapport à la méthode des trapèzes.

On peut véri�er que la méthode donne bien une valeur exa
te pour f(x) = x3. En e�et,

∫ b

a

x3 dx =

[

x4

4

]b

a

=
b4 − a4

4
, et le 
al
ul par la méthode de Simpson (sans dé
ouper l'intervalle, 
'est inutile

i
i) donne (b − a) ×
a3 + 4(a+b2 )3 + b3

6
= (b − a) ×

2a3 + a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 + 2b3

12
= (b − a) ×

a3 + a2b+ ab2 + b3

4
=
b4 − a4

4
.
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