
Exerie à travailler n

o

5

PTSI B Lyée Ei�el

pour le 12 otobre 2020

Un lassique faisant intervenir les fontions irulaires réiproques.

1. La fontion u est dé�nie et dérivable sur R\{−1}, de dérivée u′(x) =
−(1 + x)− (1− x)

(1 + x)2
=

− 2

(1 + x)2
, qui est lairement négative sur les deux intervalles de dé�nition de u. La quotient

des termes de plus haut degré permet d'a�rmer que lim
x→−∞

u(x) = lim
x→+∞

u(x) = −1. En�n,

omme le numérateur de la fration tend vers 2 quand x tend vers −1, on obtient failement

lim
x→−1−

u(x) = −∞ et lim
x→−1+

u(x) = +∞. On peut don dresser le tableau de variations

suivant :

x −∞ −1 +∞

u −1
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ −1

2. Pour que f soit dé�nie, on doit avoir u(x) ∈ [−1, 1]. En onstatant habilement que u(0) = 1,
l'étude e�etuée à la question préédente permet d'a�rmer que Df = [0,+∞[ (on ite le

théorème de la bijetion si on veut être très rigoureux). Par ontre, omme arccos n'est pas

dérivable en 1 et en −1, la fontion f ne sera a priori pas dérivable aux endroits où u(x) = ±1.
Cela ne se produit que pour x = 0, don f est dérivable sur ]0,+∞[.

3. Calulons : f ′(x) = − u′(x)
√

1− u2(x)
=

2

(1 + x)2
√

1− (1−x)2

(1+x)2

. Sur l'intervalle de dé�nition de f ,

l'expression 1+x est toujours positive, don f ′(x) =
2

(1 + x)
√

(1 + 2x+ x2)− (1− 2x+ x2)
=

2

(1 + x)
√
4x

=
1

(1 + x)
√
x
. Les variations de f sont opposées à elles de u (le alul de déri-

vée n'était même pas néessaire pour le savoir), ave f(0) = arccos(1) = 0 et lim
x→+∞

f(x) =

arccos(−1) = π. Voii le tableau demandé :

x 0 +∞

f

0

�✒
�

�

π

4. On obtient très failement lim
x→0

f ′(x) = +∞, e qui signi�e qu'il y aura une tangente vertiale

à la ourbe à l'origine.

5. On alule à nouveau : g′(x) =
1

2
√
x
× 1

1 + x
=

f ′(x)

2
. Notons en passant que, tout omme

f , la fontion g est dé�nie sur R
+
et dérivable sur R

+∗
.
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6. L'égalité préédente prouve que, ∀x > 0, f(x) = 2 arctan(
√
x)+k, pour une ertaine onstante

k ∈ R. Par ontinuité, ette égalité restera vraie pour x = 0, et on doit don avoir f(0) = 0 =
k, don k = 0 et f(x) = 2 arctan(

√
x) (on peut aussi aluler la valeur en 1 pour retrouver la

onstante k).

7. La ourbe met un ertain temps à se rapproher de son asymptote horizontale :
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