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Deux exer
i
es pour le prix d'un.

1. On 
ommen
e bien sûr par é
rire f sous forme exponentielle : f(x) = e− ln2(x)
. La fon
tion f

est dé�nie et dérivable sur ]0,+∞[, de dérivée f ′(x) =
−2 ln(x)

x
e− ln2(x)

, qui est du signe de

− ln(x). La fon
tion f est don
 dé
roissante sur [1,+∞[ et 
roissante sur ]0, 1], admettant en

1 un minimum de valeur f(1) = e0 = 1. De plus, lim
x→+∞

− ln2(x) = −∞, don
 lim
x→+∞

f(x) = 0,

et lim
x→0

− ln2(x) = −∞, don
 on a aussi une limite nulle en 0. Ave
 un peu de 
ourage, on

peut tenter de 
al
uler la limite en 0 de f ′(x) pour savoir s'il y a une tangente remarquable à


et endroit. On pose pour 
ela X = ln(x) (qui aura don
 pour limite −∞ quand x tend vers

0) et on é
rit f ′(x) = −

2X

eX
e−X

2

= −2Xe−X
2
−X

. On aura lim
X→−∞

−X2
−X = −∞, et une


roissan
e 
omparée permet alors de 
on
lure que lim
x→0

f ′(x) = 0. On aura don
 à l'origine une

tangente horizontale pour notre 
ourbe, que voi
i :
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2. (a) La fon
tion g est dé�nie sur R et trivialement 
roissante 
omme somme de deux fon
tions

stri
tement 
roissantes. Comme lim
x→−∞

g(x) = −∞ et lim
x→+∞

g(x) = +∞ (pas la moindre

forme indéterminée à l'horizon), la fon
tion g (étant bien sûr 
ontinue) est bije
tive de R

vers R. En parti
ulier, elle s'annule en une unique valeur α, et on aura don
 g(x) < 0 si

x < α, et g(x) > 0 si x > α.

(b) Un point appartenant à la 
ourbe a pour 
oordonnées (x, ex), le 
arré de sa distan
e à

l'origine vaut don
 d(x) = x2 + (ex)2 = x2 + e2x. Cette fon
tion d est dérivable de dérivée

d′(x) = 2x + 2e2x = 2g(x). La question pré
édente montre que 
ette dérivée est négative

sur ]−∞, α] et positive sur [α,+∞[, 
e qui prouve que la fon
tion d admet un minimum en

1



α, qui 
orrespond au minimum de la distan
e entre la 
ourbe de l'exponentielle et l'origine

(mais qu'on n'est don
 pas 
apables de 
al
uler !).

(
) Par dé�nition, on a M(α, eα), ave
 g(α) = α + e2α = 0. La tangente à la 
ourbe de

l'exponentielle en son point d'abs
isse α a pour 
oe�
ient dire
teur eα (valeur de la dérivée

de la fon
tion exponentielle en α), et la droite (OM) a pour 
oe�
ient dire
teur

eα

α
. Le

produit de 
es deux 
oe�
ients dire
teurs est don
 égal à

e2α

α
= −

α

α
= −1, 
e qui prouve

que les deux droites sont bien orthogonales.
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