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Étude d'une réiproque de fontion usuelle.

1. La fontion x 7→ e−x
est stritement déroissante sur R omme omposée de deux fontions de

monotonie opposée. La fontion sh est don somme de deux fontions stritement roissantes,

et elle-même stritement roissante.

2. La fontion sh étant par ailleurs ontinue, le théorème de la bijetion nous assure qu'elle

sera e�etivement bijetive. Comme lim
x→−∞

sh(x) = −∞ et lim
x→+∞

sh(x) = +∞ (auune forme

indéterminée pour es aluls), la fontion sh est tout simplement bijetive de R vers R.

3. Toujours en utilisant le théorème de la bijetion, g aura � le même � tableau de variations

que sh : stritement roissante sur R, ave des limites respetivement égales à −∞ et +∞ en

−∞ et en +∞. Les ourbes exates des deux fontions ressemblent à ei (ourbe de sh en

bleu, ourbe de g en rouge, axe de symétrie d'équation y = x en pointillés noirs) :
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4. Il s'agit don (quitte à multiplier par 2) de résoudre l'équation ex − e−x = 2. Multiplions

également pas ex tant qu'on y est (qui est stritement positif) pour obtenir l'équation équi-

valente e2x − 2ex − 1 = 0. Il ne reste plus qu'à poser X = ex pour se ramener à l'équation du

seond degré X2− 2X− 1, qui a pour disriminant ∆ = 8, et admet don deux raines réelles

X1 =
2−

√
8

2
= 1 −

√
2, et X2 =

2 +
√
8

2
= 1 +

√
2. La première raine obtenue est strite-

ment négative et ne orrespond don à auune valeur possible pour x. Notre équation admet

don une solution unique (heureusement vu la bijetivité de sh) égale à ln(X2) = ln(1 +
√
2).
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5. On fait exatement omme préédemment : ex−e−x = 2y, don après hangement de variable

X2 − 2yX − 1 = 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 4y2 + 4 = 4(y2 + 1), qui est

manifestement toujours positif, et admet pour solutions X1 =
2y − 2

√

1 + y2

2
= y−

√

y2 + 1,

et X2 = y+
√

y2 + 1. La première solution est toujours stritement négative (ar

√

y2 + 1 >
√

y2 = |y|, don y−
√

y2 + 1 < 0 quel que soit le signe de y), on ne trouve don qu'une seule

solution à notre équation : x = ln(y +
√

y2 + 1).

6. Par dé�nition de e qu'est une réiproque, on a y = sh(x) ⇔ x = g(y), don la question

préédente prouve que g(y) = ln(y +
√

y2 + 1).

7. En gardant la variable y pour notre alul, posons u(y) = y +
√

y2 + 1 et ommençons par

aluler u′(y) = 1 +
2y

2
√

y2 + 1
=

y +
√

y2 + 1
√

y2 + 1
. On en déduit que g′(y) =

u′(y)

u(y)
=

1
√

y2 + 1
.

8. La formule vue en ours a�rme que g′(y) =
1

sh′(g(y))
=

1

ch(g(y))
. Or, on sait que ch2(g(y)) =

1+sh2(g(y)) = 1+y2 puisque les fontions g et sh sont réiproques l'une de l'autre. La fontion

ch étant à valeurs positives, on peut en déduire que ch(g(y)) =
√

1 + y2, et on retrouve bien

la formule préédente.
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