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Étude d'une fon
tion faisant intervenir une valeur absolue.

1. Manifestement, Df = R\{2}. La fon
tion f n'est ni paire ni impaire. Par exemple f(1) =
∣
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= 0. Ces deux valeurs n'étant ni égales ni opposées, la fon
tion

ne peut être ni paire ni impaire.

2. On a déjà 
al
ulé f(−1) = 0. Cal
ulons les autres valeurs demandées : f
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puis f(
√
3) =
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=
(3−

√
3)(2 +

√
3)

|3− 4| = 3 +
√
3.

3. On 
her
he don
 à résoudre l'équation |2x2 − x − 3| = |x − 2|, qui se dé
ompose en deux

équations du se
ond degré : soit on a 2x2 − x− 3 = x − 2, don
 2x2 − 2x− 1 = 0, équation

qui a pour dis
riminant ∆ = 4+8 = 12, et admet don
 deux ra
ines réelles, x1 =
2−

√
12

4
=

1−
√
3

2
, et x2 =

1 +
√
3

2
; soit on a 2x2 − x− 3 = 2 − x, don
 2x2 − 5 = 0, 
e qui donne les

deux derniers anté
édents x3 =

√

5

2
et x4 = −

√

5

2
.

Pour l'inéquation, même méthode, mais en résolvant des inéquations, don
 en faisant un joli

� tableau de signe � : on veut que |x2−x−3|−4|x−2| > 0. Le trin�me dans la première valeur

absolue a pour dis
riminant ∆ = 1 + 24 = 25, et admet don
 pour ra
ines x5 =
1− 5

4
= −1

(sans surprise vu le 
al
ul de la question 2), et x6 =
1 + 5

4
=

3

2
. L'autre valeur absolue

s'annule bien entendu lorsque x = 2, d'où le tableau d'expressions suivant :

x −1 3

2
2

|2x2 − x− 3| 2x2 − x− 3 0 x+ 3− 2x2 0 2x2 − x− 3 2x2 − x− 3

4|x− 2| 8− 4x 8− 4x 8− 4x 0 4x− 8

|2x2 − x− 3| − 4|x− 2| 2x2 + 3x− 11 0 5x− 5− 2x2 0 2x2 + 3x− 11 2x2 − 5x+ 5

On n'a en fait que deux inéquations di�érentes à résoudre :

• sur ] − ∞,−1] et sur

[

3

2
, 2

[

, 2x2 + 3x − 11 a pour fort sympathique dis
riminant ∆ =

9 + 88 = 97, et admet 
omme ra
ines xa =
−3−

√
97

4
et xb =

−3 +
√
97

4
. Il n'est pas

di�
ile de se 
onvain
re que xa < −1 et

3

2
< xb < 2 (puisque

√
97 est 
ompris entre 9 et

10), on 
onserve don
 les solutions appartenant à ]−∞, xa] et à [xb, 2[.
• sur les deux autres intervalles, le trin�me 2x2−5x+5 a pour dis
riminant ∆ = 25−40 < 0,

don
 2x2 − 5x+5 est toujours positif, et notre inégalité n'est jamais véri�ée sur

[

−1,
3

2

]

,

mais l'est toujours sur ]2,+∞[.
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Con
lusion de 
es passionnants 
al
uls : S =

]

−∞,
−3−

√
97

4

]

∪
[

−3 +
√
97

4
,+∞

[

\{2}.

4. On va bien sûr faire un tableau de signes, en reprenant des 
al
uls e�e
tués à la question

pré
édente :

x −1 3

2
2

2x2 − x− 3 + 0 − 0 + +

x− 2 − − − 0 +

h(x) − 0 + 0 − +

5. On va bien sûr dériver la fon
tion h (qui est dérivable partout où elle est dé�nie) : h′(x) =
(4x− 1)(x − 2)− (2x2 − x− 3)

(x− 2)2
=

2x2 − 8x+ 5

(x− 2)2
. Cette dérivée est du signe de son numéra-

teur, qui a pour dis
riminant ∆ = 64−40 = 24, et s'annule don
 en x7 =
8−

√
24

4
= 2−

√
6

2
,

et en x8 = 2+

√
6

2
. Ces deux valeurs véri�ant par dé�nition 2x2 = 8x− 5, on peut en déduire

que h(x7) =
8x7 − 5− x7 − 3

x7 − 2
=

14− 7
√
6

2
− 8

−
√
6

2

= 7 − 2
√
6. De même, h(x8) =

7x8 − 8

x8 − 2
=

6 + 7
√
6

2√
6

2

= 7 + 2
√
6. On peut alors dresser le magnique tableau de variations suivant (les


al
uls de limite ne posent au
un problème, en exploitant le quotient des termes de plus

haut degré en ±∞, et en utilisant les signes étudiés à la question pré
édente pour les autres

limites) :

x −∞ −1 x7
3

2
2 x8 +∞

h′(x) + + 0 − − − 0 +

h −∞
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√
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✟✯✟✟
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6. Cal
ulons don
 simplement h(x)− (2x+ 3) =
2x2 − x− 3− (2x+ 3)(x − 2)

x− 2

=
2x2 − x− 3− (2x2 − x− 6))

x− 2
=

3

x− 2
, qui tend e�e
tivement vers 0 quand x tend vers

+∞. Ce
i signi�e exa
tement que la droite d'équation y = 2x+ 3 est asymptote oblique à la


ourbe représentative de h, et don
 à 
elle de f puisque 
elles-
i sont 
onfondues du 
�té de

+∞.

La limite de h(x)−(2x+3) est tout autant nulle du 
�té de −∞, mais 
ette fois-
i on a f(x) =
−h(x) au voisinage de +∞ (sur tout l'intervalle ]−∞;−1], don
 la 
ourbe représentative de

f admettra pour asymptote du 
�té de −∞ la droite d'équation y = −2x− 3.

7. Quelques valeurs appro
hées utiles pour le tra
é :

√
3 ≃ 1.7, don
 x1 ≃ −0.35 et x2 ≃ 1.35 ;


omme

5

2
≃ 2.56, on aura x3 ≃ 1.6 et x4 ≃ −1.6 ; en�n,

√
6 ≃ 2.4 don
 x7 ≃ 0.8, x8 ≃ 3.2,

f(x7) ≃ 2.2 et f(x8) ≃ 11.8. Les asymptotes ne sont pas indiquées sur la 
ourbe qui suit (il

faut un dessin à grande é
helle pour vraiment tout bien voir) :
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