
Exerie à travailler n

o

15 : orrigé

PTSI B Lyée Ei�el

1er février 2021

Une étude de suite impliite.

1. La fontion fn est ontinue et dérivable sur [0, 1], de dérivée f ′

n
(x) = −

1

2
−nxn−1 < 0. La fon-

tion est don striteent déroissante et (étant ontinue) bijetive de [0, 1] vers [fn(1), fn(0)].

Comme fn(1) = −
1

2
et fn(0) = 1, le réel 0 est ompris entre fn(0) et fn(1) et admet un

unique antéédent par la fontion fn.

2. Par dé�nition, fn(un) = 0, don 1−
un

2
−un

n
= 0. On en déduit que fn+1(un) = 1−

un

2
−un+1

n
=

un
n
−un+1

n
= un

n
(1−un). L'enadrement 0 < un < 1 permet alors de onlure que fn+1(un) > 0.

3. On sait par ailleurs que fn+1(un+1) = 0 (toujours la dé�nition de la suite), don fn+1(un) >
fn+1(un+1). La déroissane de la fontion assure alors que un < un+1. La suite (un) est don
roissante, et omme elle est majorée par 1, onverge don d'après le théorème de onvergene

monotone.

4. Notons l la limite de la suite (un), néessairement omprise entre 0 et 1. Si l < 1, omme la

suite (un) est roissante, on aura toujours un < l, don 0 < un
n
< ln, et (d'après le théorème

des gendarmes) lim
n→+∞

un
n
= 0. Or, en faisant passer à la limite la relation 1 −

un

2
− un

n
= 0,

on obtiendrait alors 1 −
l

2
= 0, don l = 2, e qui est omplètement absurde. On en déduit

que l = 1.

Bonus : La fontion est dé�nie sur R
∗
, et ontinue sur tous les intervalles de la forme

]

1

n+ 1
,
1

n

[

(lorsque n > 0), et sur les intervalles de la forme

]

1

n
,

1

n+ 1

[

(lorsque n < −1). Il faut étudier pour

haque inverse d'entier la limite à gauhe et à droite pour voir e qui s'y passe. Plus préisément :

• sur ]1,+∞[, on aura

1

x
∈]0, 1[, don f(x) = 0. En partiulier, lim

x→1+
f(x) = 0.

• sur

]

1

2
, 1

[

, on aura

1

x
∈]1, 2[, don f(x) = x. En partiulier, lim

x→
1

2

+
f(x) =

1

2
et lim

x→1−
f(x) =

f(1) = 1. La fontion n'est don pas ontinue en 1.

• sur

]

1

3
,
1

2

[

, on aura

1

x
∈]2, 3[, don f(x) = 2x. En partiulier, lim

x→
1

3

+
f(x) =

2

3
et lim

x→
1

2

−

f(x) =

f

(

1

2

)

= 1. La fontion n'est don pas ontinue en

1

2
.

• de même on aura f(x) = nx sur l'intervalle

]

1

n+ 1
,
1

n

[

et la fontion n'est jamais ontinue

en

1

n
(limite égale à 1 à droite et

n− 1

n
à gauhe. La fontion est ontinue à gauhe en tous

es points.
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• sur ] − ∞,−1[, on aura f(x) = −x, ave une limite −1 à gauhe en −1 (et une fontion

ontinue à gauhe en e point).

• sur

]

−1,−
1

2

[

, on a f(x) = −2x, ave une limite −2 à droite en −1 (pas de ontinuité en −1)

et à nouveau −1 à gauhe en −
1

2
.

• à nouveau es onsidérations se généralisent, on a notamment f(x) = nx sur

]

1

n+ 1
,
1

n

[

quand n < 0.
• on peut par ontre remarquer que la fontion est prolongeable par ontinuité en 0, ar

lim
x→0

f(x) = 1.

Une allure de ourbe (les segments vertiaux ne devraient pas être traés, ils ne font pas partie de

la ourbe) :
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