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Exercice 1 (*)

5
nz 1 s ) 5., : < 9 ) .
1.y ~ o ™ —n2 (au numeérateur, n2 'emporte certainement face & n”, et au dénominateur,
n

par croissance comparée, In(2n) = o(2n)).

2. u, ~ne "~ qu’on ne peut pas simplifier davantage (si on tient a I’écrire autrement, wu, ~
n

exen
3 In(n?) + In(1 + #) 21n(n)
. Up = ~ .
" n?+1 n?
1 1 1 . .
bt = o (1 - m) Y TRy TpE e B s =
5w — nf4+n+1-mn?-n+1) 2n 2_nN1.

Vil tntltVal-nt1 nto(m)+n+toln)  2n
6. Celle-ci est un peu plus tordue : d’'un coté u, > n! (c’est assez évident), de l'autre w, =
-2
nl+(n—1)+ "Z E'<nl+(n—1!'+ (n—1)(n—2)! en majorant brutalement chaque terme
de la derniére sko:r?lme par la plus gros, a savoir (n — 2)!. En divisant tout par n!, on obtient

| PN . Up, T
commune 1, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim - = 1, c’est-a-dire u, ~ n!.
n—+oo n.

1
I’encadrement 1 < < 1+ — + —. Les deux termes extrémes ont manifestement pour limite
non

e\/n—l—l Inn
- eVvnin(n+1)

1
dans l'exponentielle : /n+ 1ln(n) — y/nln(n) — /nln (1 + —)
n

— eVntln(m)—vnln(n+l) Tentons de trouver un équivalent de ce qui se trouve

(n) —

7. up
n+1—n

= ——In
vn+14+4/n
1 1 1 1 1
N <E 1o (E)) — mln(n) — % + o0 <%> Par croissance comparée, le

premier terme tend vers 0, donc le tout a également une limite nulle. Par composition,

lim w, =1, ou si on préfére u, ~ 1.
n—-+0o0o

Exercice 2 (**)

Puisque la suite est décroissante, on peut certainement écrire 2un+1 < Upt1 + un < 2uy, ou

U U Uy + Uy
encore %—i_n < uy < % quitte & décaler les indices pour obtenir I’inégalité de droite. En
— n(u +u n(Up + Up—
multipliant tout par n, on a donc W < nuy < % Par hypothése, le membre
1 1

N S
de gauche a pour limite 3 puisque Up41 + Up ~ . De méme, on aura u,_1 + u, ~ 1~

1
donc le membre de droite également a pour limite 3 En appliquant le théoréme des gendarmes, on



1 1
conclut que lim nw, = =, soit u,, ~ —. En particulier, lim wu, = 0. Si on ne suppose pas la suite
n—-+o00 2 n n—-+oo
1

(uy,) décroissante, ¢a ne marche absolument plus du tout! Si on pose u; = 5 puis up+1 = — — Uy,
n

. . 1 . :
pour tout entier n > 1, on aura toujours u,+1 + u, = — (donc a fortiori I’équivalence demandée par
n
n—l (—1)n—k+1
I’énoncé), et la suite ne tend méme pas vers 0. En effet, on a alors u,, = Z —

k=1
On peut prouver que la somme se rapproche alternativement de In(2) et —In(2) selon la parité de

n, donc les sous-suites d’indices pairs et impairs de la suite ont des limites respectives In(2) — 5 et
—In(2) + 5, et la suite ne converge pas.

+ 5(_1)n+1‘

Exercice 3 (***)

1. Manifestement, u,, > y/n, donc lim wu, = +oo.
n—-+4o00

2. Tl suffit d’écrire que upy1 =\/n+1+vVn+---+V1I=n+ 1+ up.

3. Allons-y pour une récurrence : u; = 1 < 1 est vrai. Supposons donc u,, < 1/n, et déduisons-
en en utilisant I’égalité précédente que u,11 < vn+1+n < +/2n + 1. Reste a vérifier que
Vv2n +1 < n+1. Clest évident quand on éléve 'inégalité au carré (on peut, tout est positif) :
2n 4+ 1 < n? + 2n + 1 puisque n? > 0. L’inégalité reste donc vraie au rang n + 1, ce qui
achéve la récurrence. Une fois qu’on sait que u, < n, on peut écrire u,+1 < v2n + 1, donc
Unt1 = o(n), ce qui prouve la négligeabilité de u, par rapport a n.

4. Reprenons encore notre égalité : u,+1 = v/n+ 1+ o(n) ~ v/n+ 1, donc u, ~ /n.
2
us —n
5. On peut utiliser la quantité conjuguée : u, —/n = —2——. Or, u2 —n = u,_1 (c’est toujours
Up, + /1
une conséquence de la relation de la question 2), et u,—1 ~y/n — 1 ~ y/n. Le dénominateur
n 1
peut s’écrire sous la forme /n + o(y/n) + /n ~ 2y/n, donc u,, — /n ~ % ~ g Autrement

1 1
dit, lim w, —+y/n= 5 Ou encore up = Vn+ 3 +o(1).

n—-+o0o

Exercice 4 (** a **%¥)

In(1+t¢ t
1. nl + tan(z)) ~ an(z) ~ s vz (en utilisant simplement le fait que lim0 tan(z) = 0
T—

sin(z) N Vv

pour la premiére étape).

x4+ 1 s
Koy
2
3. In(cos(z)) = In(1 + cos(x) — 1) ~ cos(z) — 1 ~ —% (on a utilisé que lim cos(z) — 1 = 0 pour

0 z—0
le premier équivalent, le second est dans le cours).

5
~ I6,

1 x
4 (z+1)" —a” =a” <<1 + —> - 1) = xz(exln(“'%) —1). Or, 2® = ¢*™®) 4 pour limite 1
x

1
en 0 puisque, par croissance comparée, lin%w In(z) = 0. Et ln {14 — ) a également pour
r—r x

1 1
limite 0 car In(1 + X) o In(X), donc z1n <1 + —) v xIn <—> ~ —zln(z). On peut donc
00 T T

1
appliquer 1’équivalent classique pour ¢* —1en 0 d u=2xln <1 + — | pour obtenir finalement
x

que (z+1)* —a* v —xIn(z).



5. VIn(z + 1) — In(z) = \/m <x;1> - \/m <1+ %) o \/%N %

1 —sin(z) T T T
—tan(z) = ————=. Or, cos(x :—sin(x——)w——x uisque limx — - =0;

cos(x) (=) cos(x) » os(z) 2/ 12 P e 2
T r— T)2 1 T—T T
et 1 —sin(x) = 1 — cos <x - —> ~ Q Finalement, —— — tan(z) ~ 2 ~— ==
2/ z 2 cos(z) 2 4 2

T
(en particulier, la fonction a une limite nulle en 5 ce qui est trés loin d’étre évident a priori).
. 1 In(z) In(z) ] In(z) . .

En 0, utilisons que %% =2¢ © =e¢ © @) Or, e =  est certainement plus petit (et méme

n(@) — 2, donc, comme limzIn(z) = 0 par

négligeable, mais on n’en a pas besoin) devant e L
T—

=

1 1
croissance comparée, hm0 e ln( ) =0, et lin%w” = 1. On a donc simplement z** —x ¥ 1.
T—

In(x)

—r = x(mz%fl — 1) = x(eeT71 In(z) _

1
T

En 400, il vaut mieux s’y prendre autrement : x*

. . ln X ln(x) ln €T
1). Par croissance comparée, lim (z) = 0, donc on peut écrire e = 1 ~ ( ), et
T—+o00 I +oo x
ln(z)_l lnz(x) . , .. ..
e = In(z) ~ , qui a également pour limite 0 en +00. On peut donc utiliser une
x
. L . . . Mac_)_ll ln(z)_l
seconde fois 1’équivalent classique de ’exponentielle : e © n(z) _ 1 ~ e s In(z) ~

—+00

-

In?(z 1
( ) Il ne reste plus qu’a multiplier le tout par z pour obtenir z** — 1 o In?(z).
X [e’¢)

In(? + 1) ~In(22” +1) _ I(5) (3 +o(1))

. Regardons déja ce qui se passe en +00 : = = ~
In(z3 + 1) — In(z3 — 1) hl(izir}) In(1+ —2=) +oo
—1In(2 In(2
2( ) ~ = ; )x?’. Et ailleurs 7 En 0 ce serait stirement trés intéressant, mais on a un gros

51
probléme : la fonction n’est pas définie au voisinage de 0! Du coup, tant pis, on arréte 1a.

Exercice 5 (**)

1.

La fonction f, ayant pour dérivée f’(x) = 322 + n, qui est strictement positive sur R, la
fonction f, est strictement croissante. Elle admet pour limite —oo et —oo et +00 en +oo,
donc est bijective de R dans R. En particulier, elle s’annule en une unique valeur.

On calcule bien str f,(—1) = —1—n+n = —1 et f,(0) =n > 0 pour constater en utilisant
la croissance de la fonction f,, que —1 < u, < 0.

. Comme toujours pour les suites implicites, on calcule fp11(up) = ud + (n+ Duy, +n+1=

fu(un) + up + 1 = uy + 1 (puisque par définition f,(u,) = 0). Comme on vient de voir que
Up = —1, foy1(un) = 0, et en particulier fr11(uy) = frti1(uny1). La fonction f,41 étant
croissante, on en déduit que u, > up,41, la suite (u,) est donc décroissante.

La suite (u,) étant décroissante et minorée par —1, elle converge nécessairement vers un réel

l. Par ailleurs, on sait que u = —n(u, + 1). Si u,, convergeait vers un réel [ # —1, on aurait
une contradiction puisque le membre de gauche de cette égalité tendrait vers [3 et celui de
droite vers +oo. Conclusion : lim wu, = —1.
n——+0o0o
On sait déja que u, = —140(1) (c’est équivalent a la limite donnée a la question precedente)
3
U -1 1 ul
donc &+ = — + o0 <—> Or, I'équation définissant w, est équivalente a w, = —1 — —2,
n n n n
1 1 . .
donc u, = —1 4+ — 4+ o | — |. Pour obtenir le terme suivant, on reprend le calcul avec ce
n n

1 1N° 3 1
qu'on vient de prouver : ud = (—1 +—+o (—)) =-14—-—+4o0 <—> (le seul terme
n n n n

3



1
restant dans le développement est celui de la forme 3a2b, avec a = —1 et b = —), donc
n

3
1 3 1
un:—l——u":—1+———2+o<—2>.
n n n n

1 3 1\)*
6. Eh bien allons-y, on reprend toujours les calculs dans le méme ordre : u3 = (—1 +—-——=+o (—2)> =
n o n n

3 9 3 1 3 1
— 4o (—2> (un triple produit de (—1)? par —, et un autre de — au carré par
n n n

3 12 1 1 3 12 1
—1), donc u? = -1+———+o (—2>, puis up = -1+ ———+-—=+o <—3> Plus que deux
n o n n n n® n n

e ) 5 1 3 12 1\\? 1
fois a refaire le méme genre de calculs : up, = | =1+ —— 5+ —=+o( — =-14+—=+
n o nt on n

n3
3 9 36 3 1 3 12 37 . 1 3 12 37 [1
E—E+E—E+O<$>:—1+E—ﬁ+$,pu18un:—1+E—?+E—H+O<F).
3
Undernierpourlaroute:ufl:(—1+l—%+1—§—3—z+0<i4>> :—1+i3+§—
non n n n n n
9 36 111 3 9 27 1 3 12 37 147 1
§+$_F_E_F_F+O<F):_1+ﬁ_ﬁ+ﬁ_ﬁ+o<ﬁ)’donc
u:—l—i-l—i—i-lz ﬂ E 0<1>
" n n?2 nd nt nd nd

Exercice 6 (* a **)

=1+x+ 22+ 2%+ 2%+ o(z*) (cest du cours) puis, en

1 1 1 5)
appliquant v14+u =1+ SU~ §u2 + 1—6u3 — mu‘l + o(u*) (application de la formule du

e On commence par écrire

1 1
couprs pour (1 + x)® avec o = 5) Au=x+z>+ 23 +2* (qui tend bien vers 0), 1 =
-z
1 1 1 )
1+§(x+x2+x3+x4)—§(x+x2+x3+x4)2+1—6(m+x2+x3+x4)3+m(x—i—x2+x3+x4)4+o(x4).

Il ne reste plus qu’a tout développer en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal &
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 5

4- |42y 23 24 202 T4 o3 o4y 23,0 4, 9 o4 4

T R L R L - LS i L TR TR bR

5 45
soit f(x) =1+ 2T + §x2 + Ex3 + @w‘l + o(x*). On peut aussi gagner un peu de temps en

1
appliquant directement la formule du cours pour (1 + x)® avec & = ——, avant de remplacer

les x par des —z.

z?2 2t S

e On sait que cos(z) =1 — 5 + o1 720 + o(x®), il suffit donc d’appliquer le développement
1

1 1
= 1+u+u?+ud+o(u?) avec u = 5352 - ﬂx‘l + %x6 (un DL & l’ordre 3 sera

suffisant car u est lui-méme d’ordre 2). On ne garde bien str que les termes d’ordre inférieur
2
1 1 1 1 1 1
=1+ <—x2 - —xt+ —x6> + <—x2 - —xt+ —x6> +

1 2 1 4 1 6 ’ 6 1 2 1 4 1 6 1 4 1 6 1 6 6
g2 — =14+ —g2_ — — ot -
(290 24" +720x> Fola?) = L4 ga% = gt g F gt T g F gt o),
5

1 61
soit f(xz) =1+ 51'2 + ﬂx‘l + %x‘i + o(x%).
e Attention, on fait un développement limité en 1 et pas en 0. Posons donc A = x—1, qui lui ten-

limité

ou égal a 6 pour obtenir
cos(z)

6 24
€12, €33, €14 4 :
e+ eh + §h + Eh + ﬂh + o(h*). On conclut en remplacant A par x — 1 : f(z) =

rz—1

h h3 R4
draversOquandxtendversl:ex:eHh:exeh:ex<1+h+§+—+—+o(h4)> =

4



et+e(lx—1)+ 2(3: -1+ g(az -1)3+ i(x —1)* 4+ o(x — 1)*. Alternativement, on pouvait
trouver trés rapidement cette formule en appliquant directement la formule de Taylor-Young,

toutes les dérivées de ’exponentielle prenant pour valeur e quand =z = 1.
Attention au petit piége, la fonction a pour limite 2 en 0, il faut sortir un facteur 2 pour

pouvoir appliquer la formule du DL de 1+ u = /3 +cos(z) = 1/4— =+ o(x?)

2 72
2 1—§+0(x2):2<1—1—6+0(x2)> soitf()—?—gx + o(x?).

C’est le méme que le précédent, sans le petit piege, et & un ordre un peu plus élevé : y/cos(x) =

2 1 2 4 2 4N 2
x 1 —x x 1/ —=x T 1 1
\/1———1———1-0(364)—14- <——+—>——<—+—> —i—o(x)—l——m +—azt—

24 2 2 24 8 2 24 4 48
1 1 1
ﬁx + o(z?), soit f(z) =1— sz %x‘l + o(x?).
Plusieurs méthodes possibles ici. On peut partir de 1 =1+ax+a2+23+2+2°+
1
o(x?), et élever le tout au carré : CENE =14+ 22 +2* + 20 4+ 202 4 2203 + 22% + 225 +
T —

223 + 22* + 22° + 22° + o(2P), soit f(z) = 1 + 2z + 322 + 423 + 52* + 625 + o(2®) (on
peut deviner aisément ce que ¢a donnerait & l'ordre n, les plus courageux essaieront de le

1

démontrer). Autre possibilité : écrire f(xr) = ————, et utiliser le DL de

. 1—2x+ 22 1—u
trouver CEE =14+ 2z —22)+ (2r — 222 + 22 — 222 + (22 — 22)* 4+ (22 — 22)5 + o(2%) =

x —_—
1420 — 22 4 422 — 423 + 24 + 823 — 122 + 62° + 162* — 322° + 322° + 0(2%), soit & nouveau
f(x) =1+ 2z + 322 + 423 + 52* + 62° + o(2?).
On a déja vu ce genre de calcul : il faut penser & sortir un facteur /2 pour appliquer le
1

1z z\2 1 /x\3 3
DL de /1 + u, soit vz + 2 = /2 1+——\/§<1+§§—§(5) +E<§> +o(z )).On

pour

trouve donc f(z) = v/2 + —x - —z°+ 8% + o(z3).

Le calcul de DL d’une composee est ici doublé du petit piege habituel puisque la fonction a

2 2 2t 72 3 4
pour limite In(2) : 14¢€® —2+x—{— +—+—+o(x )—2<1_|_ +_+__|__+0( ))

6 24 4 48
22 3 gt
donc In(1+4€%) = In(2)+1In <1 + -+ = + — + 4_8 + o(x )>, on peut désormais appliquer le

2 23 44 2 3 4\ 2
DL de In(14+wu) pour obtenir In(14¢e*) = In(2)+— +Z +3162+i_8_§ (;c +%+f—2+i—8> +

1/z 22 28 oN\* 1/2 22 28 24\* 1 1 1
—<—+—+—+—) ——<—+—+ + )+o(x4):1n(2)+—w+—w2+—x3+

3\2 4 12 48 4\ 2 4 12 48 2 4 12
L N S e gL + 1 + Lo Lo + o(x?), soit f(x) = In(2) + Ly +
4118 % 32 8 24 24 16 64 ’ 2
ng - @x4 + o(x?).
Enfi calcul tres rapide : sin(z) x3+x5 il +o(z7), soit f(z) =1 12+
nIrin un ul tr rapi S\ ) =X — —— — — o\xr 1 ) = — =X
| : P 6 120 5040 !
4 6 6
20" " 5oa0° oW

On a déja calculé le DL de y/cos(z) un peu plus haut, la seule question qui se pose est
concernant le cos(y/x). A-t-on le droit de se contenter de prendre le DL de cos(z) et remplacer
les z par des \/x en profitant du fait que la présence de puissances paires uniquement va faire
disparaitre toutes les racines carrées ? Bien str que oui! Le seul détail est que le DL ne sera
évidemment valable qu’a droite de 0, puisque la fonction n’est pas définie quand x < 0. On

1
écrira donc cos(/x) = 1— % + ﬂ ~ 0% 3 +o(x?). Il ne reste plus qu’a faire une addition



1
t —_z L2 1 3 3
pour trouver f(x) 2x+ 51 720" + o(x?)
woout W
Une composée classique : €% = 1+ u + 5t % + 21 + 0 + o(z%), donc es®) = 1 4

z3 z° 1 x3 2\% 1 x3 25 \*? 1 z3 25 \*
(f‘€+m)+§<x‘€+m> +6<x_€+ﬁ> +ﬂ<x_€+ﬁ)
° 3 25 1 1 1 1 1
N VR 5) — o e o ta b3 s g
+ <x 6+120) + o(z°) +x 5 +120+2ﬂ: i +6x 5% +24x +

1
maﬁ + o(x?), soit f(x) =1+ + 2% — -2t — wa) + o(x?).
Plusieurs possibilités ici. On peut faire le classique changement de variable h = x — 2, donc

h\* 3 1
rt=024+2-2)*=16 <1+§> =16 <1+2h+§h2+§h3+0(h3)> = 16 + 32h + 24h? +
8h3 +o0(h3). Autrement dit, f(x) =, 16+32(z —2)+24(x —2)2 +2(z —2)3+o(x—2)3. On n’a
T—

méme pas eu besoin de formule du cours ici, puisqu’on développe simplement un polyndme,
on peut donc appliquer la formule du binéme de Newton pour développer.

Deuxiéme méthode : appliquer la formule de Taylor-Young, les dérivées étant ici trés faciles &
calculer. En effet, f(2) = 16; f/(2) =4x 23 =32; f7(2) =12x 22 =48 et f®)(2) =24x 2 =

48 48

48, donc f(z) = 16 + 32(z — 2) + 7(96 —-2)2 4+ F(w —2)3 4+ o(x — 2)3, ce qui donne bien le
méme DL que plus haut.

Le plus normal est d’écrire la puissance sous forme exponentielle f(x) = , avec

3 3 1 3\?% 1 3\% 1 3\ 4
In(1+sin(z)) = In <1—{—x— % +o(3:4)> :x—%—§ (m— %) —{—§ <x— %) ~1 (m— %) +

o(xt) =z — 23 - Z2? + 61'4 + =23 — —at 4+ o(z?) = x — 5.%2 + 6363 - Ex‘l + o(z?). En
fait, on s’est fatigués a aller jusqu’a ’ordre 4 pour rien puisqu’on va multiplier par  avant de

P In(1+sin(z))

)

1 1 .
mettre dans 1’exponentielle : zIn(1 +sin(z)) = 22 — §x3 + 63:4 + o(z*), donc e*m(1+sin(z)) —

1+a2% - %x3 + éx‘l + % <x2 — %x?’ + éw‘l)z +o(x?) =1+ 2% - %x3 + éx‘l + %x‘l + o(x%)
(inutile d’aller plus loin que I’ordre 2 ici). On conclut : f(x) =1+ 22 — %xg + %x‘l + o(z?).

Pour un DL ailleurs qu’en 0 d’une fonction comme 'arctangente, le mieux est, de loin, d’ap-
pliquer la formule de Taylor-Young, surtout que l'ordre n’est pas trés élevé. On sait que
fay =5 fw) = ﬁ done f/(1) = 3 et f'(x) = _(14?%)2’ done /(1) =~ Tl ne
%(:g - i(x S 1) 4oz — 12

Si on tient vraiment a faire un changement de variables, mieux vaut le faire sur la dé-
1

T
reste plus qu’a conclure : f(z) lim1 1 +
Tr—r

rivée que sur l'arctangente elle-méme car on ne saura pas vraiment quoi faire de

1+ a2 . .
arctan(1l + h). Allez, faisons le calcul : en posant h = x — 1, TF(ht1) = ohaE s
1 1 1 1 1
3 % m = 5(1 —h+o(h)) = 3 §h + o(h). On primitive ensuite, en ajoutant bien

1 1
siir la constante — arctan(zr) = % +-h— ZhQ + o(h), qui est bien le DL trouvé plus haut.

Ici, le changement de variable est non seulement conseillé mais méme bienvenu sinon la racine
carrée pose probléme. Posons donc h = x — 1, soit = h + 1, pour trouver \/z =+/1+h =

1, 1o 1.3 3 _ 1, Lo 1.3 3y L, Lo
L 5h— B+ h +o(h),et1n(ﬁ)_1n<1+2h W2 b o) ) = She
1, 1/1 1., 1. 0\2 1/1, 1, 1., oo 11, 1o, 1,
= 2<2h h +16h>+3 Sh— Sh2 ) bo() = Sh— W24 hP— kP



1 1 1 1
16h3+ﬂh3+0(h3) On en déduit que f(z ) 15( —1)—Z(w—l)Q—i—é(aE—l)?’—i—o(w—l)?’.
Tiens, c’est amusant, il semble y avoir une certalne régularité dans ce DL. Un hasard ? Pas

du tout, on a en fait calculé beaucoup pour rien, on pouvait simplement dire que In(y/x) =

1 1
3 In(x) = 3 In(1+ (x — 1)), et appliquer le DL de In(1 4 u) en 0.
On procéde simplement en deux temps, en faisant attention a sortir un facteur 2 de la racine :

1 1 1 1 1 1
V14 x= 1+—x—§x2+ﬁx3+0(x3), donc\/1++V1+2a= \/2 + 3%~ §x2 + 1—63:3 +o(x3) =

1 1/1 1 1
V2 x \/1+ x——x2+—x3+0(x3) \/§<1+—<—x——x2+—x3>

16" 32 o \4" 16" T 32
1 .\ 1 /1 1 1
(it 2 103 I LN 23 3y _
8 (4:” 16" +32x> 16 (4:” 16" +32x) + o)
1 1 1 1 1 V2
201 T 02 i 3__ 2 o 3 3 3 it D) ye
f( TR e T e Tt T rom® ) o) soit fla) = V2 S

9 9
Rien de bien difficile : cos(3z) = 1 — 5.%'2 + o(z?), donc In(cos(3x)) = —§x2 + o(z?) (& cet
ordre-1a, on ne se fatigue pas trop).
Un petit peu de trigonométrie n’est pas inutile ici, en 'occurence des formules d’addition. On

pose h = x — g, donc f(z) = cos <z + h) = COS <g) cos(h) — sin <§> sin(h) = %cos(h) —

2 3
*/;sin(h) - % <1 - % 4 o(h3)> V3 (h - % o(h3)> _ %—?h—ih%—%h?’nto(h?’),

Soitf%f;%—?(x—%)—i(w—§)2+ﬁ($—§>3+0<x—§>3-

Il n’est méme pas évident a priori que cette fonction est définie en 0, ou plutdt prolongeable
par continuité en 0. Rien ne nous empéche pour autant de tenter un développement limité,
qui & premiére vue s’apparantera plutét a un développement asympgotiquf. On4 peut écrire

1 1 _ L 1 _l+ S —fm i tolh) _
sin(z) - %3 + 1””—250 +o(zb) T 1- %2 + % + o(x4) x

1
— —i—éw—i——x?’—i—o(w?’). Notez que pour obtenir ce développement a I'ordre 3, il était nécessaire
de partir d'un DL & l'ordre 5 du dénominateur. On fait pareil pour le deuxiéme inverse :
2 4 4
L1 1 :1—%—12—0+§—6+o(x4):1 +Lg; 3 4 o(z).
sh(z) = 14+ %2 + 190_;() + o(z4) x z 6 360

T
En faisant la différence, on trouve trés simplement f(z) = = + o(z?).

Attention ici, il y a une petite difficulté : numérateur et dénominateur tendent tous deux vers

0 en 0, mais comme ils également tous deux équivalents & x, une simplification des DL va se

produire pour donner une fonction qui se prolonge par continuité Toutefois, il faut anticiper

cette simplification et faire initialement des DL & 1’ordre 3 si on veut obtenir de 'ordre 2 pour
In(1+ z) x—x;—l—%g—i-o(x?’) 1 ”234-””2 +o(z

; . )
: = — -+ 2+ olx X
U T+ E 4 L o(ad) 142 + +o(x2) 27 3 (=)
+

1 1 1 1 1
1—Zp— = 2 — .2 2 - 1-= - _ -
( Tt T el )> 2x+3x 1" T 12
2
1—$+§$2+O($2).

Encore une composée assez classique, en n’oubliant pas de sortir un facteur In(3) pour avoir

3 2 3
quelque chose qui tend vers 0 : In(2e”+e™* = In (2 + 27 + 22 + % +1—z+ % - % + 0(x3)>



3 1 1 1 1 1

In (3 +x+ 5.%2 + 6963 + 0(903)) = In(3)+In <1 +t3r+ 51'2 + Ex:” + 0(903)) = 1n(3)—|—§x+
1, 1 4, 1/1 1, 1 \> 1/1 1, 1.\° . 11,
- 3o Zpa = - e — -1 s
SRR <3x+ 20T ) Fylgetar gy ) tol) =@+ gedats
1 1 1 1 8
Ex3 - ExQ — 6.%'3 + 8—11'3 + o(x?), soit f(x}zz In(3) + 3% + §x2 — 8—1.%'3 + o(x?).

e Rien de spécial a signaler pour celui-1a : f:e_ 5y = (x — 22 4 o(2?))(1 — 2z + 422 + o(2?)) =

x

r — 2% — 222 + o(2?), soit f(z) =z — 322 + o(z?).
e On commence bien sar par écrire 2% = ¢*!"(#)_ Ensuite, le plus rapide est sirement d’appliquer

directement la formule de Taylor-Young, surtout que l'ordre n’est pas trés élevé. On calcule

f(2) =22 = 4; puis f'(z) = (In(x) + 1)e*™@) donc f/(2) = 4(1 + In(2)); et enfin f"(z) =

1

—e=(@) 1 (In(x) + 1)%2e*™@) donc f7(2) = 2 + 4(1 + In(2))%. On en déduit que f(z) =,

x x>

4441+ 1n(2)(z — 2) + (1 +2(1 +1In(2))?)(z — 2)% + o(z — 2)2.

Sinon, si on y tient vraiment, on fait le changement de variable h = x — 2, donc f(x) =

e(2+h) In(2+h) _ e(2+h)(1n(2)+1n(1+g)) _ e(2+h)(1n(2)+%h—%h2+o(h2)) — 2 In(2)+(1+In(2))h+ 2 h2+o(h?)

1 1+ 1In(2))?
4e(IHIn@Dht3h2+o(h%) _ 4 (1 + (1+1In(2))h + ZhQ + %fﬂ + o(hz)), ce qui donne

évidemment le méme résultat que ci-dessus.
e Ce qui est dans I’arcsinus tend vers = en 0, et en faire le développement limité ne pose pas de
1

14z 14z 1 11 11 11
probleme : 5770 = =5 X1+%:<5+§$)<1_§x+1x2+0(:g2)):§+Zx_§x2+

1 1
o(x?). Cherchons désormais le DI d’arcsinus en 3 pour pouvoir composer : arcsin <§> =

T, arcsin’(r) = 1 donc arcsin’ <l> = — et enfin arcsin”(z) = S
6’ a2 2) ~ V3 ~2(1 - 22)?
%, donc arcsin”(z) = i On en déduit que arcsin(z) = T4 2 (m - l) +
(1—a2)2 3V3 vl 6 3 2

2 1\? 1\? L T
Wﬁ (m - §> +o (m - §> . Il ne reste plus que la derniére étape : f(x) 06

2
—i—% (iw — éﬁ) + % (ix - éx2> + o(2?) = % + 2\1/31' — 4\1/51'2 + 241/§$2 + o(z?),
soit f(z) = Ty Lx - LxQ + o(x?).
6 2v3  24V3

Exercice 7 (***)

On va appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction exponentielle : sur lintervalle
[0,z], la dérivée de l’exponentielle est majorée par e®, donc, en écrivant la formule & lordre 2,

1 1
et — (1 +t)] < gtget quel que soit t € [0,z]. En posant t = —In(1 + 2?), on trouve alors
n

1 1 1
enin(te?) _q _ = In(1 + 2?)| < o3 In?(1 +22%) x e%m(HIQ), soit (1 + xQ)% —1——In(1+2?)| <
n n n

In?(1 + 22
% x (1 +x2)%. Or, si z € [0,1], 1 + 22 < 2, et a fortiori (1 + xz)% < 2. On en dé-
n
. 2\ L 1 9 1112(2) ., . ye ., .
duit que |{(14+2%)» —1——In(1+2°)| < 5 Par intégration de I'inégalité, on obtient alors
n n

5 = 5 Autrement dit, il suffit
n n

11n?(2) B In?(2)
“J

1 1 1 1
/ (1+x2)% dx—/ 1dx——/ In(1+ %) dx
0 0 nJo )

1
de prendre a = / lde =1,etb = / In(1 + 22) dz. Cette intégrale se calcule par une IPP,
0 0



2
en posant u(r) = In(1 + x?), donc u'(z) = rxz, et v'(x) = 1, donc v(xz) = x, pour trouver
x
222

1 1
1
b = [zln(1 21—/ d:12—2/1— dz = In(2) — 2 t —
[zIn(1 + 2%)]g L T2 n(2) ; 12 n(2) + [arctan(z)]g

In(2) — 2 + —. Comme le majorant est négligeable par rapport & —, on peut donc conclure que
1 J glig
n

1 In(2) -2+ 72 1
/(1+x2)id(£:1+u+o<_>
0 n n

Exercice 8 (* a **)

1 1 1 1
e Puisque — tend vers 0, on peut effectuer un développement limité : In <1 + —> = o2 +
x T x

1 1 1 1 1
— 40— |,doncz—2’In {1+~ ) =2— x+— - + — | (on n’oublie pas de multiplier
33 x3 x x

par x? également dans le 0). En particulier, la limite demandée est égale & 3

tan(x) .
e On commence par écrire la pulSS&nce sous forme exponentlelle 6902 In( ) . Puis on effectue

un développement limité (normalement lordre 1 suffira) étape par étape. D’apres le cours,

t
an(z) =1+ T +o(x3). On peut alors composer sans probléme

tan(x) = x+% +o(x*), donc

par In(1+4wu) : In <tan(x)

2
> =In <1 + %) +o(m3) = % +0(x?) (en fait, un équivalent suffit a
<tan(x)

1
partir de cette étape). On en déduit que hrr%) —2 In > =3 puis que la limite recherchée
x
vaut e%.

e Il suffit ici de faire un développement limité & l'ordre 2 du numérateur : e* — z — cos(z) =
2

2
1+x+ % —z—1+ % + o(2?) = 22 + o(x?), donc la limite demandée est égale & 1.

e Pour faire un développement limité ici, il faut d’abord se ramener & 0. Pour cela on factoriser

par x? dans la racine carrée (on supposera x > 0) : Va2 + 3z +2—x = x4/1 + + —2 —r=
x

/ 3 2 3 2
T ( I+—-+—=- 1) . Puisque —+— tend vers 0, on peut effectuer un développement limiteé
r T T T

3 2 3 1 3
(a Pordre 1, ¢a suffira) de la parenthése : (1+ -4+ < | —-1=1+——-140|—) ~ —.
r  x? 2x T 2x

3
On en déduit facilement que lim Va2 +3x +2—x = 3 Notons au passage que le terme en

T—+00

— n'intervient pas dans le calcul, on peut donc remplacer dans la racine carrée initiale le +2
x
par n’importe quelle autre constante sans changer la limite.

e Ce n’est pas exactement un développement limité qu’on va faire, mais on va les exploiter

1 1 03 3 a3 |
quand méme : — — — _ (w)?) T (x)G . Reste & faire un DL & l'ordre 6
3 sin®(z) a3 sin® () x
. 3 x3 x° 3 1 1
du numérateur : sin®(z)—a23 = (z — " + 0 +o(x%) | —a3 = x3—§x5—x3+0(x6) ~ —5365.

1
On en déduit que — — —— ——. En particulier, il n’y a pas de limite finie en 0.
T sin®(z) I*)O 2z

x? ln(ch(%))

1
e On passe bien str a ’exponentielle pour obtenir e . Puisque — tens vers 0, on peut

sirement effectuer un développement limité, qu’on poussera jusqu’a l'ordre 2 pour anticiper

1 1 1 1 1
le produit par 22 :ch (= | =1+ =—=+o0| — |,doncIn (ch | — ~ —— ce donc on déduit
x 212 x2 T 212



que la limite recherchée vaut e2 = Ve.

Exercice 9 (** a **%*)

1. Ecrivons le développement limité de f a Iordre 3 en 0 (mieux vaut étre prudent) : In(1 +

1 1 1 1
5(90 +22)? + g(x + 223 +o(z3) = v + 22 — 5902 — 23+ §x3 +o(2?) =

1 2
r + =22 — 223 + o(23). La courbe admet donc en 0 une tangente d’équation y = =, et le

r+2?) =z + 2% -

terme suivant du développement limité étant toujours positif au voisinage de 0, la courbe sera
localement située au-dessus de sa tangente. Pour chaque figure, la courbe sera représentée en
rouge et la tangente ou 'asymptote en bleu.

0.57
0.4
03+
0.2+

0.1+

| ‘ ‘ ‘ . 0 ‘ ‘ ‘ ‘ |
-05 -04 -03 -02 -0.1 0 01 02 03 04 05

-0.1+

-02+

-03+

—04 +

-05+

z
x+ 322 + ta3 + o(a3)

2. On est repartis pour un petit développement limité : f(z) =

1 1 1 1 1 1
= =1——z— =24+ =22+ 0(2?) =1— =z + —22+ o(2?). La courbe
1+ 1z + 122+ o(2?) 26 4 (@) 27 12 (%)
1
admet une tangente d’équation y = 5% + 1, et elle est située localement au-dessus de sa

tangente.

10



. 0.9

05 -04 -03 —02 —0.1
0.8+

0.7+

0.6

0.5+

3. Tl faut commencer par se ramener & un calcul en 0 en mettant /z en facteur partout :

1 1

flz) =V (2 - \/1 +— —\/ ) Posons X = — pour clarifier le calcul : VX f(x) =
x x

1 1 1

2-(14+X)2 —(1-X)? =2-1- X+

f@) ~ XVE~ e

I’axe des abscisses au voisinage de +oo.

1
1-=
T

1
-X2_1
8

. En particulier, lim f(x) =0, et la courbe est située au-dessus de
T—r—+00

1 1 1
+5X+ gX2 +0o(X?) = ZX2 +0(X?), donc

1+

20 30 40 50 60 70 80 90 100

1
S 24 X +3X2+ 1X3 4+ o(X3)

1 1 .
} X m, Soit Xf(x)

1
. Posons donc X = —, alors f(z)
x

1 1 1 1 1 1 1 1 1

=X T T T = (1-X-—-X?-—_X34+-X’4+-X3--X3+40
2 145X+ 7X24+ 5X34+0(X3) 2 2 4 12 4 4 8
S (X3). On en déduit que f(z) Ll lxey (X?) PP
——= — 0 . On en déduit que f(z) = —=—-+— 0 =—r——+—

2 47748 4 2X 4 48 24T sy

0| — |- En particulier, la courbe admet une asymptote oblique d’équation y = T et

x

elle est localement située au-dessus de cette asymptote.

11

(x9)



3L

5. Ce qui se trouve dans l'arctangente a une limite nulle, on doit pouvoir s’arranger pour faire

un développement limité. Commengons par poser comme d’habitude X = —, et écrivons
x
1 1 1 X

1+$:EXTIEZI:K;:XQ—X+X%+4X%:X;X?hW+dX%Enmmwmm

X3 2
par larctangente, arctan <1 ) =X -X2+X3- 5 +o(X?) = X — X? +§X3+0(X3),

+x

X 3 3x x
asymptote d’équation y = x — 1, et elle est localement située au-dessus de I’asymptote.

1 2 2 1
donc f(z) = =—-14+-X+4oX)=xz—-14+—+0 <—> La courbe admet donc en +oo une

6. Il ne faut pas avoir peur, et surtout pousser les DL suffisamment loin dés le départ pour
avoir les informations souhaitées (dans la correction, je mets le degré minimal nécessaire
pour chaque DL, mais au brouillon, soit on va directement trés loin, soit on fait plusieurs

i) arctan(x) x — x—; + % + o(x%) z(1— x—; + %4 + o(x%)) 1

essais) @ — = — _

W) G- F - g+ Pl P

1-Z 42 155 1 1
3 5 <

1 1 13 1
1-— 5332 + 5234 + O($5)> <1 + §IE2 — m$4 + 1234 + 0(,1?5)) =

2 4 )
L TN

12



1 1 1 1 1 13 1 1 1 7
2 4 2 4 4 4 ) — 2 2
1
il ne reste plus qu’a conclure que f(z) = 8 + me + o(2?), la fonction a donc pour limite —

en 0, y admet une tangente horizontale, et sa courbe est située localement au-dessus de cette
tangente.

0.6

-1 09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 0.1 [0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

-0.1

-02

1
7. Ce n’est pas si compliqué que ca. Posons ¢(t) = ———, et G une primitive de ar
D pliqué que ¢ g(t) ige D g (p

exemple celle qui s’annule en 0, la fonction g étant définie sur R). On peut affirmer que
f(x) = G(2?) — G(z). Commengons par écrire un développement asymptotique de g(t) quand

1 1 T2

t tend vers +oo, en posant comme toujours T = — : g(t) = = =

P ) t 9(t) 2 /1 V14T

2/ +1
T2 1 1 1 1 3

=T%2(1—=T*+ T8+ -T8 4+ 0(T®) | = T?>— =TS+ =-T104o(T10),
1+ 574 — $T8 + o(T9) < 2 8 4 (") 27 8 T
it g(t) 1 1+3+ ! 0 t maintenant écrire G(t) 1+1 1+

1 T Ty —_ . n malintenan Trir = —— —_—— —

ORI = 32 T 546 T ggto T O\ 410 UL MARtenant ecrre t 1065 240

0<$>,puis f(x):G(x2)—G(x):i—%—ﬁ+o<%>.

1+

8. Commencons par préciser que Dy =|0, 1{U]1, +oo[. Il y a donc trois endroits oi1 on peut étudier
le comportement local de f. Commencons par regarder ce qui se passe en 0 : par croissance
comparée, lir%f(x) = 0, donc on peut prolonger f par continuité en posant f(0) = 0. On

T—
ne peut évidemment pas faire de développement limité en 0, pour étudier la dérivabilité

T In(x
éventuelle on va donc tenter d’utiliser le taux d’accroissement. En 0, & = 2( )1 a pour
T x? —

limite 400, donc f admet une tangente verticale en 0 et n’y est pas dérivable. En fait, a
défaut de développement limité, les plus curieux feront un développement asymptotique :

13



f(z) = —zn(x) x . —1x2 = —xln(z)(1 + 22 + o(z?)) = —xIn(x) + 23In(x) + o(x> In(z)).

Bon, en l'occurence, ¢a n’a aucun intérét. En 400, par contre, c’est un peu pareil : f(x) ~

In(x)

(ce qui permet d’obtenir facilement I’existence d’une asymptote horizontale coincidant
In(x 1 In(x 1 1 In(x

L ) (L (1))
x x x

avec ’axe des abscisses), et f(z) = T
1-= z
>. La encore, ce n’est pas palpitant. Passons maintenant & ce qui se passe

In(z In(x N
o, (1

en 1. On peut alors poser x = 1+ h, avec h qui tend vers 0, pour obtenir f(1 4+ h) =

(L+m(i+h) Q0=+ o(h)  (A+m(A—5h+ih+o(h?) 1
(1+h)2-1 h(2 + h) 2+h 2
—sh+3h+h—3h? +o(h?) 1 R Ve o) (1 Ly Lye s )

1+ 1n T2 2" 6 T° Tyt
1 1 1 1 1 1 1 1

= 5 <1 + §h — éhz — §h — ZhQ + ZhQ + 0(h2)> = 5 — Ehz +O(h2) La fOIlCtiOIl f est dOIlC

prolongeable en 1 en posant f(1) = =, elle y admet une tangente horizontale, et sa courbe est

localement située en-dessous de cette tangente. On aimerait pouvoir étudier les variations de la
fonction pour justifier I’allure globale de la courbe ci-dessous, mais la dérivée est franchement
moche, donc on s’en abstiendra.

1+

1
(=220 @) bour en déduire que

In(z)
x2
a pour limite +o00, donc 1im+f(x) = +00. Concentrons-nous plutot sur ce qui se passe en +00 :
z—0

. Commencons par écrire sous forme exponentielle f(z) = e

Dy =R En 0, c’est trés rapide, ce qui est dans I'exponentielle est équivalent & — qui

n(z)— @) x x In(z In?(z In?(z 2
fla) =75 = s = n@) | @) @y (1 - 952) a 295(4) - x(4 Lo ra
e =2 1+ z2 +2x4 +0( 354)
1 In?
B n(z) I;(ff) + O(IHiEf)). On est dans le domaine des développements asymptotiques
x

ici plusg,v que dans celui des développements limités, mais les informations qu’on peut en tirer
sont les mémes : la droite d’équation y = x est asymptote oblique & la courbe, et celle-ci est
localement en-dessous de son asymptote. La encore, ’étude des variations ne meénerait pas
trés loin, voici l'allure de la courbe :

14



Exercice 10 (**%*)

Comme toujours pour les suites adjacentes, trois points & vérifier. Commencons par le plus facile :

n

o= 1 d 1 1
Z cos| - | —n+ Zcos — ) =1-—-cos > 0 puisqu’un cosinus peut difficilement étre
P k — k n+1

plus grand que 1. La suite (u,,) est donc croissante. Reste le dernier point, pour lequel, vous vous en

1
Up — Uy = Sin (—) tend certainement vers 0 quand n tend vers 4+oco. Ensuite, w11 —up, =n+1—

. .. . 1 . 1
doutez, on va recourir & un développement limité : v, 1 — vy = Up41 — Uy +Sin ( | —sin | — | =
n n

1 . 1 . 1 1 1 . 1 1 . 1
l—-cos| —— |+sin|{—— ] —sin|{— )] =1—cos| — X T | +sin| — % T |—sin|—|=
n-+1 n+1 n n 1+ no 1+ n

n

1 1 1+ 1 . 1 1+ 1 . 1 1 1 1 +1 1
—cos|——=+o0o|—= sin|—— =40 = —sin|{ =] =1- - - - =
n  n? n? n  n? n? n 2n?2 n n?
1

1 1
- 4+ o0 <ﬁ =53 + o0 ol b Puisque v,+1 — vy, est équivalente a une suite négative, elle est

forcément elle-méme négative a partir d’un certain rang. Cela suffit & prouver que les suites (uy,) et
(vp,) convergent vers une méme limite (mais ne me demandez pas quoi, je n’en sais rien!).

Exercice 11 (**%)

1. La fonction f est définie si et seulement si ce qui se trouve & l'intérieur de la valeur absolue
est strictement positif, donc défini (il faut supprimer la valeur interdite 1) et différent de 0 (il
faut enlever —1). Autrement dit, Dy = R\{—1,1}. Ce domaine est symétrique par rapport &

11—z 1+z
0, et f(—z) = (2> —1)In e —(2% — 1) In |=——=|, donc la fonction f est impaire.
x —x

2. Au voisinage de 0, 1 + z et 1 — x sont tous les deux positifs, et on peut méme séparer le

quotient pour écrire f(z) = (22 —1)(In(1+2) —In(1—x)). On sait trés bien que In(1+ ) =
z—
1 1 1

1 1
x— §x2 + gxg - Zm‘l +o(z*), et donc que In(1 —z) = —x — §x2 - 53:3 - Zm‘l + o(z*), dont on

2 2
déduit que In(1+2z) —In(l —x) =2z + §x3 +o(z*), puis que f(z) = 223 — 2z — §x3 +o(z*) =

15



4
—2x + gx?’ + 0(m4). Puisque f admet un développement limité & l'ordre 1 en 0, elle y est

4
dérivable, et I'équation de sa tangente est y = —2x. De plus, on a f(z) + 2z ~ 53:3, donc

f(z) 4+ 2x est positif a droite de 0 et négatif a gauche de 0 (en restant au voisinage de 0, bien
entendu), et la courbe sera en-dessous de sa tangente & gauche de 0, et au-dessus & droite.

2X 1+X
3. (a) En constatant que 1 4+ T x 1 + e il s’agit au signe pres du développement limité
2X
qu’on a déja calculé, pas besoin de se fatiguer donc : (1 — X?)In <1 + ﬁ) =2X —
4
gX3 + o(X3).
1 1 I S
(b) Posons donc X = —, et calculons f(z) = | — —1|In |, soit X*f(z) = (1 —
: 1+ X o .. .
X?)In 1% (puisqu’au voisinage de 0, | X —1] = 1— X)), ce qui est exactement ce dont
on vient de calculer un DL en 0 a la question précédente. On peut donc immédiatement
2 4 4
.. 2 _ e = . _ =
affirmer (en divisant tout par X*) que f(z) = e 3X +0(X), soit f(x) e 2x 3 +

< 1 >

ol —].

x

(c) Oui, la courbe admet une asymptote oblique d’équation y = 2z, et comme f(x) — 2z ~

3, < 0 au voinage de +o00, la courbe sera en-dessous de son asymptote quand x tend

X
vers +o00.

(d) On peut constater que le méme calcul reste valable tel quel, ou utiliser 'imparité de la
fonction f : la courbe admet la méme asymptote oblique d’équation y = 2x en —oo, mais
cette fois la courbe sera localement au-dessus de cette asymptote.

. On peut toujours écrire f(x) = (2 —1)In |1+ z| — (2 — 1)In |1 — =|, et le premier terme de

cette différence a certainement une limite nulle en 1. Reste donc & gérer le second : on sait que

iigbx In(z) = 0 (croissance comparée classique), donc i;ml(a:—l) In |[1—z| = 0 (la valeur absolue

ne change rien, si ce n’est éventuellement le signe du calcul), et lim1 (22—1)In|1—z| =0 (on se
T—

contente de multiplier par z+ 1 la limite précédente). La fonction f est donc prolongeable par
continuité en 1, en posant f(1) = 0. Pour savoir si ce prolongement est dérivable, on calcule

1 1 21 2 2
le taux d’accroissement 7y (h) = i ;_h) = (« +};L) )ln‘ —;h‘ =(2+h) ln‘1+ 7l il

n’y a méme pas de forme indéterminée ici : }llimﬁ(h) = +00, donc la fonction prolongée n’est
—0

pas dérivable en 1 (la courbe y admettra une tangente verticale).

1+=z l—-z4+142
. En utilisant le résultat donné dans I’énoncé, f'(z) = 2z1n . T (r?2—1) x %
-z -z
1- 1 2 1 1
T —2zln Rk — (2% —1) x =2z |In Rak) = 2xg(z).
1+ 11—z 1— a2 l—z| =
. Dérivons donc & son tour la fonction g (en reprenant une partie du calcul de dérivée de la
2 1 222 +1—2a? a?+1
ti ¢cédente) : ¢ = ——+ = = . Cette dérivé t
question précédente) : ¢'(x) T2t 21— 22 (1= 27 ette dérivée es
du signe de 1 — 22, donc positive sur tout l'intervalle ]0, 1[ et négative sur |1, 4+oc[. Pour ce
dernier intervalle, on a lir}rl g(z) = 0 (aucune forme indéterminée ici, ce qui est dans le
T—>+00

In tendant vers 1), donc g est toujours positive sur |1, +oo[ (méme pas besoin de calculer
Pautre limite). Par contre, lim+g(x) = —oo (encore une fois, on a un In qui a une limite
z—0

nulle), mais lim g(x) = +oo (toujours pas de forme indéterminée!). La fonction g étant
z—1—

strictement croissante sur |0, 1[, elle est bijective de cet intervalle vers R, et en particulier
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= In(3) — 2 < 0 (tout le

1
s’annule exactement une fois entre 0 et 1. On calcule donc g 3

[SSRNN N
~

. Le signe est un peu moins

3
monde sait bien que In(3) ~ 1.1 < 2), et g (Z) = In(7) —
4
flagrant, mais on peut dire par exemple que In(7) > In(6) = In(3) + In(2) ~ 1.8 > 3 pour
justifier la positivité de cette valeur. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction
] 9 1 3 ! 2 : A :
g s’annule donc sur l'intervalle 31l Comme on a vu plus haut que f’ était du méme signe

que g (quand z > 0 du moins), on peut dresser le tableau de variations complet suivant (en
exploitant la parité et les calculs effectués précédemment) :

T |—00 —1 —Q 0 o 1 +00
~ 0.9 +00

f 0/ \o 0/
" T~

—00 ~ —0.9

7. On n’oublie bien str pas ’asymptote, la tangente en 0 et leurs positions relatives par rapport
a la courbe :

Exercice 12 (**)

1. La fonction arctan étant impaire, f est paire (le numérateur est impair, le dénominateur
aussi). La fonction f est par ailleurs définie sur R*.
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2. Le cours nous dit que arctan(z) = x — lx3 + o(z*) au voisinage de 0, donc f(z) = —(1 +
z?) (m - le% + o(m4)> 1 (x + 23:3 + 0(x4)> =1+ ng + o(x?).
3 x 3 3
3. Puisque f admet un développement limité & l'ordre 1 en 0, elle y est dérivable aprés avoir
été prolongée par continuité en posant f(0) = 1. De plus, f/(0) =0, ce qui n’est évidemment

guére surprenant pour une fonction paire. Enfin, f(z) — 1 ~ §x2 > 0, donc la courbe sera

au-dessus de sa tangente horizontale au voisinage de 0.

1
4. C’est hyper classique, on pose par exemple g(z) = arctan(x) + arctan (—), g est définie et
x

IS S 1
Col422 2?2 1+ L 1422 1422
X

dérivable sur |0, +o0[, de dérivée ¢'(x) = 0, donc

g est constante sur R™*. Tl suffit alors de calculer g(1) = 2arctan(1) = g pour conclure.

1 L+ 1) arctan(<
5. Commengons comme d’habitude par poser X = — pour calculer f(z) = (X2 ) (x) =
x

1
X
14+ X2)(Z — arctan(X 1
( )G —arctan(X)) - X fa) = (14 X (F Xt ixt o) = T - X+
X 2 3 2
2 2 1

%XQ - §X3 + 0(X3), dont on déduit que f(x) = gaz -1+ % ~ 5.2 +o0 <E> On observe
bien la présence d’une asymptote oblique d’équation y = T — 1, et f(x)? <gaz - 1) ~ 21
x

est positif au voisinage de +00, la courbe de f sera donc au-dessus de son asymptote dans un
tel voisinage. En —oo, le calcul précédent n’est plus directement valable car la formule de la
question précédente ne marche que pour des valeurs strictement positives de x, mais on peut
simplement utiliser la parité de f : on aura une asymptote oblique d’équation y = L 1,
et la courbe sera également au-dessus de cette asymptote sur un voisinage de —oo.

1 241 — 222
6. La fonction h est définie et dérivable sur ]0, 1] et sur |1, +-o00[, et b/ (z) = +2 + T

T 1422 (22 -1)2
1 241 (22 —1)2 — (22 +1)? 422 : . P
el e = GRS = — RS qui est toujours négatif.

Par ailleurs, 2(0) =0, lim h(z) = —oo, lim+h(x) = 400 (calculs sans difficulté, et d’ailleurs
z—1- z—1

T
inutile si on ne veut que le signe de la fonction h), et lirj{l h(z) = 5" On peut donc écrire le
T—r+00

tableau de variations suivant :

z |0 1 +00
+OO\
h |0 5
\_OO
7. Caculons donc f'(x) = 222 arctan(z) + = —2(3:2 + 1) arctan(z) _ (22 —1) arc;can(x) tz
x x

22 -1
22
toujours positive, et donc que f est strictement croissante sur R™*. Bien entendu, par parité

de f, cette derniére sera décroissante sur | — 0o, 0.

h(z). Comme 2% — 1 est toujours du méme signe que h(z), on en déduit que f’ est

8. On n’oublie bien sir pas les belles asymptotes :
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Probléme (***)

1. (a) Le trinome 1+ 2 + 22 ayant un discriminant strictement négatif, il est positif sur R. La

1
seule valeur interdite est donc 0, a cause du — dans '’exponentielle, et D, = R*.
x

(b) La fonction g est certainement dérivable sur son domaine de définition (ce qui est sous

1 1 1 2¢ + 1
la racine ne s’annule jamais), et ¢'(z) = ——ezV1+ o +a2 +er X —0— =
1 J ) g( ) 372 : 2 /1 +x+$2
ez ez

(2222 +1) —2(1 +z +2?)) = (223 — 2?2 — 22 — 2).

202v/1 4+ x + a2 202v/1 4 x + a2
(c) La dérivée ¢’ est du signe de h(z) = 223 — 2% — 20 — 2. On calcule 1/ (z) = 622 — 22 — 2 =
1-+/13

2(322—x—1). Ce trinome a pour discriminant A = 13, et s’annule donc pour z; = :

1++13
6

et 19 = . Le tableau de variations de la fonction h ressemblera donc & ceci :

T |—o0 T T2 +00

h(z1) +00
h / \ /
—0 h(wg)

Pour déterminer le nombre de valeurs annulant h, il faut hélas étre capable de donner le

signe de h(z1). Utilisons le fait que h'(z1) = 0, donc 3z = 21 + 1, pour en déduire que
2 4 1 8 2 1 1

3= ot ;xl = §x1+—. On en déduit que h(z1) = 223 —22 2112 = §x1+§—§x1—§—

13 19
2x1 —2 = ——x1 — —. Le nombre x étant compris entre —1 et 0 (puisque 3 < v/13 < 4),

on en déduit que h(z1) < 0, ce qui suffit & conclure que h est strictement négative sur
| — 00, z2] (avec h(x2) < h(x1) < 0). Elle est ensuite bijective de [xa, +00[ sur [h(z2), +00]
et s’annule une unique fois sur cet intervalle. De plus, h(1) =2 -1-2-2 = -3 < 0,
et h(2) =16—-4—-4—2=6 > 0, ce qui assure que 1 < a < 2 par croissance de h sur
[x2, +00] (le réel xo étant strictement inférieur a 1).

(d) Commencons par constater que lim e% = 1, ce qui suffit & prouver que lim g(z) =
T—F00 T—F00

lim 1+ x + 22 = +o00. Ensuite, lin})\/l + x + 22 = 1 (que ce soit a gauche ou a droite),
Tr—r

r—*+00
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(i)

donc lim g(z) = lim e = +00. De méme, lim g(xz) = 0 (cette fois-ci, ce qui se trouve
z—0t z—0t x—0~

dans I'exponentielle tend vers —oo).

La fonction est bien prolongeable & gauche en 0 en posant g(0) = 0 d’aprés le calcul

de limite précédant. De plus, le taux d’accroissement en 0 est alors donné par 7(x) =

1

x ew . . 1
M = —+/1 + x + z2. La racine carrée tend toujours vers 1 en 0, et en posant X = —,
T T T
1

e . _ . o
— = XeX, avec X qui tend vers —oo quand z tend vers 0~. Cette expression a une limite
nulle par croissance comparée, ce qui prouve que g prolongée est dérivable & gauche en 0,
avec une demi-tangente horizontale

On a déja signalé que lim e = =1,donc g(z) ~ 1x+vVa?~uz.

T—+400 T—r+400

x 1 1
Commencons donc par écrire que M = e%q 1+ -+ —5, et effectuons un développement
x T

limité a 'ordre 3 (il faut multiplier par z a la ﬁn) de cette expression quand — tend vers

X
O:ei:1+l+i+i+o<i> ,/1+ +——1+ u—lu + B4 o(u?) (en
r 21?2 623 a3 8 16
1 1 . 1 1 1 1 1 1 1
posantu:;%——),smt\/1+;+—:1+%+@—@—4—+16x3+ <§>:
3

1 3
14—+ — - — . Il ne reste plus qu’a effectuer le produit pour obtenir
2r | 822 1623
9(x) 1+1+3 ! TR NI I Y G O
z 7 R - _ N N N N N o N — N
x 8x2 161‘3 x 2x2 8x3 222 4a3 623 x3 2x
11 + 29 + 1 Final t btient g(z ) + = > +— 1 +— 29 + 1 Cett
—— +——+40( — |. Finalement, on obtien =z o| = |. Cette
S8x2  48x3 a3 ’ gz x2

2 8r 48x?
3

expression suffit a prouver que la droite d’équation y = x + — est asymptote & la courbe

3 11
représentative de g en +00, et comme g(z) —z — 3~ % qui est positif en +oo, la courbe
T

sera au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

Puisque lim g(x) = 400, la méme droite ne peut stirement pas étre asymptote ! Pourtant,
tout le cggaloode la question précédente reste valable & un petit détail prés : quand x < 0,
V22 = —z, c’est donc le développement asymptotique de M en —oo qui est donnée

par la formule ci-dessus. Autrement dit, il y a un simple changement de signe : la droite

s . 3 X
d’équation y = —x — 5 Sera asymptote a la courbe de g en —oc.

Seules des demi-droites sont représentées pour les deux asymptotes :

20



2. (a)

(b)

Il suffit d’appliquer le théoréme de la bijection sur chacun des deux intervalles |0, o] et
[ar, +00], en utilisant que g(a) < 5, ce qui est donné dans 1’énoncé.

Par définition, on a g(u,) < g(un+1) et g(v,) < g(vp4+1). En appliquant la décroissance de
g sur |0, o et sa croissance sur [a, +00], on en déduit que u, > u,41 et v, < vy41. La suite
(uy) est donc décroissante, et la suite (vy,) croissante. Comme (u,,) est de plus minorée,
elle converge nécessairement vers un réel [ > 0. Si on avait [ # 0, par passage a la limite,
on en déduirait que ngrfoog(un) = g(l), ce qui est impossible puisque g(u,) = n, qui tend

vers +00. On a donc nécessairement lim u, = 0. De méme, si (v,) était majorée, elle
n—+oo

convergerait vers un réel [ > «, ce qui est impossible pour les mémes raisons que (uy,). La
suite n’est donc pas majorée, et elle diverge vers 4oc0.

On va en fait partir de In(g(u,)) = In(n) (puisque u, > 0, rien ne peut nous empécher
1 1

de prendre le In). Constatons que In(g(x)) = ln(e%) +In(vVi+az+22) = —+ 3 In(1 +
x

1 1
x + 2%) pour obtenir — + §ln(1 + up + u2) = In(n). 11 suffit de tout multiplier par
u

n
Uy pour obtenir ’égalité demandée. Comme on sait déja que lim wu, = 0, on aura cer-
n—-+0o0o

tainement lim %Ls/l +up, +u2 = 0 (produit de deux termes de limite nulle), donc

n—+oo
1
lim In(n)u, = 1. Cela revient exactement a dire que u, ~ ——.
n—-+00 In(n)

1 Up,

_ 2
In(n)  2In(n) In(1+untus)
1

Le plus simple est de reprendre notre égalité pour écrire u,, —

U
et de prendre un équivalent du membre de droite : "~ 5 d’aprés la question
2In(n)  2In*(n)
1
précédente, et comme u, +u2 a une limite nulle, In(1 + w, +u2) ~ up +u2 ~ u, ~ )
n(n
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1 1
In(n) ~ 21n?(n) . In(n) - 21n3(n)

(u? étant négligeable devant u,), soit u, — . On peut

1 1
6cri ssultat la f = 35
écrire ce résultat sous la forme u,, n(n) + 21n3(n) + 0 <1n3(n))

Up,
21In(n)

Faisons cette fois-ci un développement limité : In(1 + uy, +u?) =

1 1 1 1 1 1 1 1
<2ln2(n) * 41n%(n) o <1n4(n)>> <ln(n) * 21n3(n) * In2(n)  2In2(n) * 31n3(n)

o <;>> - + ! + > + ! +o <;> On obtient donc
m3(n))/)  23(n)  4ln*(n)  12In°(n)  4In’(n) In°(n)/)

encore mie e demandé ! + ! + : + 2 + <—1 )
ncore mieux que demandé : u, = 0 :
d In(n)  2In%(n)  4kn*(n) 3Wn°(n) In®(n)

1
On sait que lim e =1, donc g(v,) ~ /1 + v, +v2 ~ /02 ~ v,. Comme g(v,) = n,

n—-+o0o
il en découle que v, ~ n.

Il suffit de sortir le v, de la racine carrée et de tout passer de l'autre coté : g(v,) =
4 1 1 _1 1 1) 2 . 1 1 )
Upevn 1+—+—2:n,doncvn:ne vn <1—|——+—2> . On sait que — ~ —, soit
Un, n Un Un Un n
1 1

1
—=—+4o0 <—>, on peut donc effectuer un développement limité & I'ordre 1 de tout ca :
Up N n

1
_1 1 1 1 1) 2 1 1
e o = 1—-—+4o <—>, et (1 + — 4+ —2> =1-—+o0 <—> En effectuant le produit,
n n v n

n - 2n

1 1 1 3 3
tp=nXxX|{l————+o0(—]]=n—=+0(1). Autrement dit, lim v, —n=——.
n 2 n—-+o0 2

Vous l'aurez compris, il s’agit de reprendre les calculs précédents & l'ordre deux puis

Co : 1 1 1 1 1 3 1
a lordre trois : — = —5——— = — | ————- | = = [ 1+~ +o| = =
vp n—5+o0(1) n\l-s5+o(;) n 2n n

1 3 1 . 1 1 1 ) 1
—ts5to|l—= ) Profitons-en pour signaler en passant que — + - =—t5zto|—5
n Up U n

n  2n? n V2 n 2n?
R N 13 1 1
puisqu'un — s’ajoute. On peut alors écrire € m =1— — - —+4+ — 40| — | =

n? n  2n?  2n? n?
1
1 1 1 1 1)\ 2 1 3 1 5
1——— “)iet (14— 4+ =) =1-cu+2w? 21— 2
n n2+0<n2>’e < +vn+ %) SRR +olu?) 2n  4n?

3 1 1 7 1 1 1
— +0<—2> =1-—-— +0<—2> (en ayant posé u = — + —2) On obtient
n n v v

8n? 2n  8n2 " 2
1 1 1 1 7 1
donc & Taide d’ oduit que = 1— 2 — — — il T = _
n 1 un prodult que v, n < . + 2 8’2 +o <n2>>
3 1 _ '
n-g - 3 4+ o0 — ). On constate avec un amusement certain que les coefficients nous
n n
rappellent ceux de la question 1.g avant de passer & la derniére étape.
, 1 1 1 1 3 11 9

On recommence tout ! D’abord — = —Xx 3 T —==(l+—+—=S+-—

1+3+29+ 1 A 1+1 1+3+29+1+3+ 1 1+
~+—+—+o0|— |.Aupassage, —+— = —F+—+——+—+—+o0| = | =~
n 2n?  8nd n3 passage, v, V2 n 2n?2 8nd3 n2 nd n3 n

n
d +53+ 1 Il ne reste plus qu’a enchaine “n 1 ! 3 29+ ! + 3
—4——+40(— ).Ilner us qu’a enchainer:e¢ m =1—————— 4+ —+———
2n2  8n3 n3 prusd n 2n? 8n3 2n?2 2n3

1
1 1 1 1 55 1 1 1Y) 2
—to| = |=1-———— ———=+o0 | — |. De plus en plusrigolo, { 1 + — + — =
n3 U U2

n n

B S SE T IV S SURPRS DN SO B SNSRI R
——u4+ - -—uw 4o =1-—-— - —+—— 4+ ————+40ol= )=
2n  4n?  16n3  8n?2  8n3  16n3 n3



1
l1—-——— ——+40(— |. Allons, du courage, plus quun « petit » produit a faire :
2n  8n?  4n3 n3

1 1 1 55 1 n 1 . 1 7 n 7 7 n 1 "

p=nl|ll-———-—S-—-——+—+—=———+—————=F0| —= soit en-

" n2  24n3  2n  2n?  2n3  8n?  8n3  4n3 n3/))’

finv,=n—-— — — — 4+ 0| — ). Ceux qui pensaient naivement qu’on retrouverait
2 8n  3n? n?

29
du 8 comme au 1.g ont perdu!
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