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Exercice 1

3 243 7 12 T+ 49448 97
1. Calculonsdonc:vozi;ulz 2221;1)1:7;1@:427: 5—1_6 :%.Poussons
R ) N 168 . ) ) .
méme jusqu’d v = —— puisqu’on nous en demande une valeur approchée. Pour I'obtenir,

on pose tout bétement la division euclidienne : 168 = 97 + 71, puis 710 = 97 x 7 4 31, et
310 = 97 x 3+ 19, donc vy ~ 1.73. C’est une valeur approchée par défaut, comme toujours
quand on arréte une division euclidienne aprés quelques étapes.

. . . 3
2. On va prouver par une récurrence simultanée que u, et v, appartiennent a I'intervalle {2, 2] .

C’est bien entendu vérifié au rang 0 vu les valeurs calculées plus haut. Supposons donc que ce

soit le cas au rang n, on a alors 3 < u, +v, < 4 en additionnant simplement les encadrements,
1

Un+1

3 1 2
donc 5 < Upt1 < 2 comme souhaité. De plus, 3 < < 3 (tout est positif, pas de

. ) _ 3
probléme pour passer a l'inverse en changeant le sens des inégalités), donc 3 < Upy1 < 2, et
notre propriété reste donc vérifiée au rang n + 1, ce qui achéve notre récurrence.

2
3. Calculons donc upt1 — Vpt1 = Un U _ 0 = (tn +vn)” = 12. Or, par définition,
2 Uy, + U, 2(up + vp)

Upvy, = 3, donc (un + vn)? = (Un + vn)? — 4upv, = u2 + 02 — 2uv, = (uy — vp)?, ce qui

donne bien la formule demandée par I’énoncé. Comme numérateur et dénominateur de cette

fraction sont tous deux positifs, on en déduit que unp41 — Vpt1 = 0, donc upyq1 = vpy1, ce

qui prouve l'inégalité u, > v, pour tout entier n > 1, le cas particulier n = 0 découlant des
valeurs initiales calculées plus haut.

Uy, + U Up — U . ) . , .
4. Calculons upy1 — up = S, = ——" Cette expression est négative d’aprés la

question précédente, donc (u,) est décroissante. Puisque (u,) est décroissante et positive,
1

<> est croissante, et (vy) également. Nos deux suites sont donc monotones et bornées
Un,

(d’apres la question 2), elles sont convergentes (mais on ne peut pas dire plus pour l'instant).

Up — Uy Uy —

. (Y .
5. On sait que vp41 —Upy1 = X " Or, les encadrements de la question 2 prouvent
2 Up + U,

1 un - vn . .
que u, + v, = 3, et que u, — v, < > donc vp41 — Upt1 < 1 (ce qui est encore mieux
que ce que l'énoncé demandait).

. . 3 1 1
6. On peut effectuer une petite récurrence : au rang 0, on sait que ug—vg = 2 — 35 3% gV
X

donc I'inégalité est en fait une égalité (et elle est donc vraie!). Supposons maintenant l'inégalité

demandée vérifiée au rang n, alors d’apres la question précédente (et 'hypothése de récurrence)

1 1
U —v < =(up —vy) < = X = ce qui prouve la propriété au rang n+ 1
n+1 n+1\6(n n)\6 2 % 6" 2X6n+17 q p prop g
et achéve donc la récurrence.




1
2 X 6™

1 1
comme lim = 0 (suite géométrique de raison —), le théoréme des gendarmes permet
Jim o =0 ( g q o) g p

d’afﬁrmer ue hm Up — Unp = 0 Cet te hmll € Combinée aux monotonies deS deux Suites
n n 9 I
n—-+00

permet de dire que (uy,) et (v,) sont des suites adjacentes. En particulier, elle ont une limite
commune [. Comme par définition on a u, X v, = 3, et que par ailleurs lirf Unv, = 12 (par
n—-+0o0

7. Comme 0 < uy,, —v, < (on a vu a la question 3 que u, — v, = 0, donc u, — v, > 0), et

simple produit de limites), on en déduit que 12> = 3, et donc | = /3 (les deux suites ayant
clairement une limite positive).

8. On souhaite avoir |u, — I| < 1071%, Or, par adjacence des deux suites, on sait qu’on aura

toujours v, <1 < uy, et donc |u, — 1] < up — vy, < Une condition suffisante (mais pas

2 x 6™
nécessaire, bien siir) pour obtenir la valeur approchée souhaitée est donc que 5 % 6" < 100,
10
soit 6™ > ——, donc en passant au logarithme de base 6 (histoire de faire original), n >

logg(1010) —logg(2) (valeur qui, pour les curieux, a une partie entiére égale a 11. Il suffit donc
de prendre n = 12 pour étre certain d’avoir dix décimales correctes en prenant u, comme
approximation de v/3. Si on se contente de n = 4, par le méme raisonnement, on est certains

1
d’avoir un écart inférieur a 5 6 = 0% 506 =3 93

et 1074, on aura donc au minimum trois décimales correctes.

. Cette valeur est comprise entre 1073

Exercice 2

1 0 O
1. On calcule donc M2 = | —6 7 —6 |. On constate en passant que M? = —M + 2 mais
-3 3 2
1 0 0
ce n’est pas ce qui est demandé. Passons donc a M3 = 18 —17 18 |. Cette fois-ci on
9 -9 10

obtient la relation M3 = 3M — 2I (on commence par constater que les coefficients hors de la
diagonale sont tous multipliés par 3 lors du passage de M a M?3, puis on regarde ce qui se
passe sur la diagonale pour obtenir le coefficient devant I dans la relation).

3 1
2. On peut donc écrire 3M — M3 = 21, soit M <2I— 2M2> = I. La matrice M est donc
3 1 1 0 0
inversible, d’inverse =1 — —M?=| 3 -2 3
2 2 3 _3 5
2 2 2

3. Nous allons procéder par récurrence. Au rang 0, M = I, qui est bien de la forme souhai-
tée en posant simplement ug = 0. Supposons maintenant la propriétée vérifiée pour M™,

1 0 0 1 0 0
et calculons alors M"t! = M™ x M = 2u, 1-—2u, 2u, X 6 -5 6 =
Up, —Up 14+ u, 3 -3 4
1 0 0 1 0 0
6 —4du, —5+4u, 6—4u, | = | 2B3—2u,) 1—-23—2u,) 2(3—2uy,) , qui
3—2u, —3+2u, 4-—2u, 3 — 2u, -3+ 2u,, 14 (3 —2uy,)

est bien de la forme souhaitée en posant u,+1 = 3 — 2u,. La récurrence fonctionne donc, et
la proriété est prouvée pour tout entier naturel n.

4. Puisqu’on a obtenu la relation de récurrence uy,1+1 = 3 — 2uy,, la suite (u,) est arithmético-
géométrique, d’équation de point fixe x = 3 — 2z, qui a pour solution x = —1. On pose donc
Un = u, — 1 et on constate que vy = Up+1 — 1 = 2 — 2u, = —2v,,. La suite (v,) est donc



géométrique de raison —2 et de premier terme vy = up—1 = —1, donc v, = —(—2)", puis u,, =
1 0 0
1+v, = 1—(=2)". On en déduit que M" = [ 2+ (=2)"*1 —1 - (=2)"*1 24 (—2)n*!
1—(=2)" -1+ (-2)" 2—(=2)"

1
5. Si on applique la formule précédente avec n = —1, donc (—2)" = ~3 et (—2)"t = (-2)0 =1,

1 0 0

on trouve M~ = | 3 —2 3 |, ce qui est bien la valeur de l'inverse calculée plus haut.
3 3 5
2 T2 2

6. Pour une fois, effectuons directement le calcul matriciellement :

1 0 0 1 00
M = 6 —5 6 I = 010 L2<—L2—6L1
3 =3 4 0 01 Ls <+ L3 —3L,
1 0 O 1 0 0
0 -5 6 -6 1 0
0 -3 4 -3 0 1 L3 — 5L3 — 3L,
1 0 O 1 0 0
-5 6 -6 1 O Lo <> Lo —3L3
0 0 2 3 -3 5
1 0 0 1 0 0
0 =5 0 —15 10 -15 Ly« —Ls/5
0 0 2 3 -3 5 Lo+ L3/2
100 1 0 0
010 3 -2 3
3 3 5
001 2 T2 2

On retrouve bien str une fois de plus la méme matrice inverse.

Exercice 3

1 1
1.Oncalculedoncm:I+I:2,v1:u1:2etw1:0+1:1.
. 1 1 1 5
Pulsuz:1+§+I:5,v2+2uz:5etw2:0+7+2x2:5.
1 1 1 1 8 6 6
Enfi =4+ -4+ -+ -== = 6usz = 16 et =0+-+2x=-4+3x6=24
mm Uz =gyt Ty T lus =0 ctws =0F g 2 g

n n
. En exploitant la symétrie des coefficients binomiaux < k> = ( k)’ on se rend compte
n—

qu’en remplacant k par n — k dans la somme, les deux expressions sont effectivement égales
(on se contente en fait d’effectuer la somme en sens inverse). On a donc, en développant,

" nl " nl . noy,
Wy, = ZnT - ZkT =n X nlu, — wy,, soit 2w, = nv, et donc w, = —
= W = &)
o n n X n! . .
. On sait déja que w, = 511” = Tun Effectuons par ailleurs un calcul astucieux : w, =

n

|
Z(k +1- 1)2) (on applique une bonne vieille astuce belge). En séparant le facteur en
k=0 k



n
(k+1)n! ) 1 <n>
k+1et —1, on trouve alors w,, = ————— —nlu,. Or, on peut écrire que =
" EE% B) " P T \k

! 1 1
( k;b(k 1) ) <ZI 1) (c’est une variante de la formule sans nom), donc w,, =
n — : n
= n+1

1) x n! 1! 1
Z W - Z nntl —nlu, = (n+1)! Z “miv —un. On reconnait presque
k=0 (k+1) k=0 k:—H) P ( ; )

dans la premiére somme la valeur de wu,41, il ne manque que le terme numéro 0. Autrement

dit, on a w, = (n+ 1) (up4+1 — 1) — nlu,, donc ; up = (n+ )Y (up+1 — 1) — nlu,. On divise
Un L Mun (n+2)uy,

n+l 2n4+2  2n+2

tout par n! : gun =+ 1)(up+1 — 1) — up, soit upy; — 1 =

C’est exactement la relation demandée

1 1 1 1
4. On peut calculer uy = 1 + - 1 + - G + + = 1= 3 et en déduire & ’aide de la relation précédente
6 8 8 13 7 91 151
queu5—1+ﬁu4—1+5 gzl—i—g*— Ensuite, u6—1+EU5 1—1—%*—60,@5
f 14 14 4 151 4 o1 151 256 p .
enfin uy = —ug = - X — = ——. Passionnan
! 15T T 77 %60 105 105
2n+1u 1 2n+1 2n+1
5. Cest lcul tout béte exploitant 1 tion 2 : tpi1 = ntl —
est un calcul tout béte exploitant la question ntl ) n+2+n+2x

n-+2 _ 2n+1 2n+1 _ 2n+1 on 2n+1

Uy = Up = Up = tn-
2n+2 " n—|—2+2(n+1) s S
n ok
6. On procéde par exemple par récurrence, en prouvant plus simplement que ¢, = Pl Au
k=0
rang 0, le membre de droite de la relation vaut 1 (un seul terme dans la somme égal a 1), ce
2n+1
qui est bien la valeur de tg. Supposons la relation vraie au rang n, alors t, 11 = n +tn
n
on+1 n 2k n+1 2/€
"2 + Frl P ce qui achéve la récurrence.
k=0 k=0
Exercice 4
xr — Yy + z = a
1. Utilisons la méthode du systéme en résolvant : 2r — vy = b . On peut addi-
-r + y + 2z = ¢
1 1
tionner les deux équations extrémes pour obtenir immédiatement 3z = a+c, soit z = ga—i— §C'
Ensuite, on effectue par exemple 'opération Ly — L qui donne ’équation x — z = b — a, soit
r=z—a+b= —ga +b+ §C’ et on reporte dans la deuxiéme équation du systéme initial :
y=2xr—0b= —ga +b+ gc. Le systéme ayant toujours une solution unique, la matrice est
-2 3 1
inversible, et son inverse vaut P~! = - —4 3 2
1 01
-1 -2 2
2. Le plus simple est de commencer par calculer AP = -2 -2 0 |, puis P71AP =
1 2 4
-1 0 0
0 2 0 |].Lamatrice D est bien diagonale.
0 0 2

3. On va procéder par récurrence. Pour n = 0, on a bien PD°P~! = PI3P~! = PP~! =



I3 = A%, Supposons maintenant la formule vérifiée au rang n, et constatons que la définition
D = P71 AP implique A = PDP—1 (en multipliant & gauche par P et a droite par P~!). On
peut alors écrire A"t = A" x A = PD"P~! x PDP~! = pD"DpP~! = pprtip-1L

1 -1 1 (=" 0 0
Il ne reste plus qu’a calculer le produit : PD" = 2 =1 0 | x 0 2" 0 =
-1 1 2 0 0o 27
(-1 —2n 2n
2(-1)" -2 0 , puis A" = PD"P~! =
(_1)n+1 on 2n+1
2x (=)l 45 x2" 3x(—1)" -3 x 2" (-1)» -2

S| 4ax (=)t 42nt2 6x (=1)" -3 x2" 2 x (—1)"—2ntl

3 2x (=1 =2t 3 x (1"l 43 x2n (—1)nFl 4 ond2

. En effectuant les opérations L1 — Lo et L1 + L3, on obtient les deux équations = + z = 7 et
3z + 3z = 21, qui sont manifestement équivalentes. Le systéme n’est donc pas un systéme
de Cramer, on peut simplement exprimer deux des variables en fonction de la troisiéme, par
exemple z = 7 — x, puis en remplacant dans la premiére équation initiale, bx —3y —7+x = 5,
donc 3y = 6z — 12 et y = 2z — 4. On peut alors écrire S = {(z,2x — 4,7 —z) | x € R}.
Comme le systéme n’est pas de Cramer, sa matrice, qui est justement la matrice A+ I3, n’est
pas inversible.

6 -3 -1 14 -9 -3
. Pour changer, calculons donc : A% = 4 =2 =2 |,puis A3 = 12 —10 —6 |. Les
-2 3 5 -6 9 11

coefficients en-dehors de la diagonale étant identiques entre A et A2, et ceux sur la diagonale
étant augmentés de 2 quand on passe de A & A%, on en déduit facilement que A% = A + 21I.
On peut aussi remarquer si on a du temps a perdre que A3 = 34 + 21.

. On par de I'égalité A2 = A+21I et on isole la matrice identité : [ = %(AQ—A) = %A(A—I). On
en déduit directement que la matrice A est inversible et que son inverse est A~1 = }(A— I)=
3 3 _1 2
> -5 i
-1 §2 1
2

. C’est évidemment une récurrence classique : au rang 0, la propriété est vraie en posant sim-
plement ag = 0 et by = 1 (et également au rang 1 en posant a; = 1 et by = 0, méme si ¢a
ne sert pas pour la récurrence). Supposons désormais la propriété vraie au rang n, alors en
exploitant la relation de la question 5 on peut écrire A"t = A" x A = (a, A + b,])A =
anA? + b, A = a,(A+21)+ b, A = (an +b,)A+2a,1. La propriété est donc héréditaire, avec
de plus les relations de récurrence an4+1 = an + by, et b1 = 2an,.

. En décalant la relation de récurrence précédente, an42 = apy1 + bpr1 = any1 + 2a,. La suite
(a,) est donc récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation carastéristique 22 — x — 2 = 0. Cette
équation admet pour racines évidentes x1 = —1 et z9 = 2, on peut donc écrire a, sous la
forme A x (—1)" 4+ u x 2", avec (A, 1) € R?. En appliquant cette expression pour n = 0 et

1
n = 1, on trouve les conditions A\+pu=0et —A+2u=1,donc A = —p et 3u =1, soit p = 3

1 , ) 2" — (=)™ ,
et A = ——. Autrement dit, pour tout entier naturel n, a,, = ————, puis b, = 2a,_1 =
2"+ 2 x (—1)" 2" — (—=1)" 2"+ 2 x (—1)"
+3(). Enfin, on conclut : A" = (=1) A+ + (=1) 1. On peut écrire la
1 —2x (=1)"+5x%x2" 3 x(=1)"—-3x2" (=)™ —2n
matrice explicitement : A" = 3| 4~ (=) +272 6x (=1)"—=3x2" 2x (—1)" 2"t

% (_1)n _ 2n+1 —3x (_1)n 13 x o (_1)71-1—1 4 2n+2
C’est exactement la méme matrice que celle obtenue & la question 3 (encore heureux!).



9.

10.

11.

Inutile de s’embéter avec les coefficients, la formule générale en fonction de A et de I suffit :

1/1 1 1/1 1
pour n = —1, on devrait avoir a_; = = < + 1> =—etb 1= ( — 2> = ——. Autrement

3\ 2 2 3\ 2 2
1

dit, on devrait avoir A~ = §A — 5[, ce qui est bien le cas (cf question 6). La formule est
donc valable pour n = —1.
O ed a1 ti écédente : —111—1tb —11—1—2—

n procéde comme 3 la question précedente : a—z = 2 { o =—getb2=g1l7 =
3 1 3
T On devrait donc avoir A=2 = _ZA + ZI' Or on sait que A2 = A+ 2, et (A +

1,3\ 1, 1. 3 3
2[)(—4A+4I>_ JAT = SA+ DA

la formule souhaitée correspond bien & I'inverse de A%. La formule est donc toujours valable
pour n = —2 (en fait elle le reste pour tout entier relatif).

1 1 1 3 .
1= _ZA_ 5]—1— 1A+§I = I, ce qui prouve que

On souhaite désormais calculer le commutant de la matrice A, c¢’est-a-dire ’ensemble de
toutes les matrices M vérifiant AM = M A.

a b ¢
(a) En bourrinnant salement et en posant N = d e f |, la condition DN = ND
g h i
—a —b -—c —a 2b 2c
se traduit par 2d  2e 2f = —d 2e 2f |. Cingq des neuf équations ainsi
29 2h 2i —g 2h 2i

obtenues (celles concernant a, e, f, h et i) sont manifestement vraies, alors que les quatre
autres impliquent tout aussi trivialement la nullité du coefficient correspondant. On conclut

a 0 0
donc que toutes les matrices de la forme N = | 0 e f | commutent avec la matrice
0 h i

(b) C’est un calcul sans intérét : ND = DN < P~ 'MPD = DP'MP < MPD =
PDP—1MP < MPDP~' = PDP~'M < AM = M A puisque A = PDP~L.

(c) Comme M = PNP~! les question précédentes impliquent que les matrices commutant
avec A sont de la forme M = PNP~! ot N est de la forme obtenue plus haut, qu’on
100 0 00 0 00 0 00
peut écrire N=a| 0 0 O | +e] O 1 O |+f( O O 1 |+A O O O |+
0 00 0 0 0 00 010

0
100 100
i 0 0 O |.Ennotant M; = P X ( 0 0 0 | x P! et ainsi de suite, on aura bien
0 01 0 00
la forme souhaitée par I’énoncé. Le calcul explicite des matrices My, My, M3, My et Ms
-7 9 4
a un intérét a peu pres nul. Donnons simplement M; = — 0 00
0 0 0



