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1. Rappelons pour 
ommen
er que ch(x) = 1+
x2

2
+ o(x3), don


1

1 + ch(x)
=

1

2 + x2

2
+ o(x3)

=

1

2
× 1

1 + x2

4
+ o(x3)

. On peut poser u =
x2

4
+ o(x3) (la variable u tend bien vers 0 quand x

tend vers 0), don

1

1 + u
= 1 − u + o(u) = 1 − x2

4
+ o(x3). Il ne reste plus qu'à e�e
tuer

le produit par l'exponentielle : g(x) =
1

2

(

1− x2

4
+ o(x3)

)(

1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

)

=

1

2
+

x

2
+

x2

4
+

x3

12
− x2

8
− x3

8
+ o(x3) =

1

2
+

x

2
+

x2

8
− x3

24
+ o(x3).

2. On sait que

√
1 + x = 1 +

1

2
x − 1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3), il ne reste plus qu'à additionner pour

obtenir fk(x) = 1 +
k

2
+

1 + k

2
x+

k − 1

8
x2 +

3− 2k

48
x3 + o(x3).

3. La fon
tion fk admettant toujours un développement limité à l'ordre 1 en 0, elle y est toujours

dérivable, et l'équation de la tangente Tk 
orrespondante est simplement y = 1+
k

2
+

1 + k

2
x.

4. Cher
hons le point d'interse
tion de deux droites de la famille : 1 +
k

2
+

1 + k

2
x = 1 +

k′

2
+

1 + k′

2
x si k − k′ = (k′ − k)x, 
e qui se produira toujours lorsque x = −1. L'ordonnée


orrespondante étant égale à

1

2
(on rempla
e simplement x par −1 dans l'équation de Tk),

toutes nos tangentes sont 
on
ourantes au point

(

−1,
1

2

)

.

5. Pour que la fon
tion hk ait une limite �nie en 0, il faut que le terme en

1

x
s'annule, 
e qui se

produira lorsque 1+
k

2
= 0, don
 k = −2. On peut alors é
rire fk(x) = −1

2
x− 3

8
x2 +

7

48
x3 +

o(x3), don
 hk(x) = −1

2
− 3

8
x+

7

48
x2 + o(x2). On en déduit su

essivement :

• lim
x→0

hk(x) = −1

2
, don
 la fon
tion hk est bien prolongeable par 
ontinuité en 0.

• hk(x) −
(

−1

2
− 3

8
x

)

∼
x→0

7

48
x2, 
e qui prouve que la droite d'équation y = −1

2
− 3

8
x

est tangente à la 
ourbe représentative de hk en 0 (puisque la di�éren
e tend vers 0), et,

omme 
et équivalent est positif, que la 
ourbe est au-dessus de sa tangente au voisinage

de 0.

Une allure possible de 
ourbe :
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Problème 1 : Probabilités.

I. Cas d'une population de deux personnes.

1. Il ne se passera plus rien : peu importe qui on tire, la personne tirée ne peut pas in�uen
er

quelqu'un qui a déjà le même avis que lui. On 
onservera don
 la même situation pour tous

les jours suivants.

2. Pour que la situation n'évolue pas au jouer 1, il faut qu'on tire deux fois la même personne

(sinon la première personne tirée fera 
hanger d'avis la deuxième), 
e qui se produit ave


une probabilité

1

2
(peu importe qui on tire en premier, il fait retirer le même ensuite). Si on

veut que la situation reste la même au jour n, il faut qu'on tire deux fois la même personne à


ha
un des jours pré
édents (sinon, 
omme on l'a vu à la question pré
édente, on ne reviendra

jamais en arrière). Comme la probabilité de tirer deux fois la même personne restera toujours

égale à

1

2
, on a don
 une probabilité égale à

1

2n
de ne pas avoir évolué au jour n.

3. Comme la réalisation de l'événement An implique 
elle de An+1 (
f question 1), il est évident
que (pn) sera une suite 
roissante. Comme la probabilité de rester à la situation � un vote pour


haque 
andidat � tend vers 0 quand n tend vers +∞, il serait logique d'avoir lim
n→+∞

pn =
1

2
(symétrie de la situation pour les deux 
andidats, on aura une 
han
e sur deux de se stabiliser

à une situation où tout le monde vote pour A, et et une 
han
e sur deux pour que tout le

monde vote pour B).

4. Si on veut faire un 
al
ul dire
t, An est réalisé si et seulement si on tire d'abord la personne

qui préfère A puis 
elle qui prèfère B à l'un des n premiers jours, ave
 une situation qui n'a

pas évolué auparavant (après, on sait que ça ne 
hangera plus). La probabilité que 
e tirage

apparaisse au jour k est de

1

2k−1
× 1

4
, don
 pn =

1

4

n
∑

k=1

1

2k−1
=

1

4

n−1
∑

k=0

1

2k
=

1

4
× 1− 1

2n

1− 1

2

=

1

2

(

1− 1

2n

)

=
1

2
− 1

2n+1
.

Alternativement, on explique 
lairement que pn = qn (où qn est la probabilité dé�nie à la

question suivante), et que pn + qn +
1

2n
= 1, puisque les trois événements An, Bn (les deux

personnes préfèrent B au jour n) et Cn (pas d'évolution depuis le départ, on a toujours une
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perosnne qui préfère 
haque 
andidat) forment un système 
omplet d'évènements. On a don


2pn +
1

2n
= 1 et on retrouve bien sûr la même formule.

5. Comme on l'a déjà explique, qn = pn = 1 − 1

2n+1
. Sans surprise, on aura lim

n→+∞
pn + qn = 1,


e qui signi�e qu'à long terme tout le monde �nira par voter la même 
hose.

6. On va appliquer la formule de Bayes. On sait déjà que P (A2) =
1

2
− 1

8
=

3

8
et P (A3) =

1

2
− 1

16
=

7

16
. Il ne reste plus qu'à signaler que PA2

(A3) = 1 (si A2 est véri�é, alors A3 l'est

for
ément) puis à é
rire PA3
(A2) =

P (A2)× PA2
(A3)

P (A3)
=

3

8

7

16

=
6

7
.

II. Cas d'une population de trois personnes.

1. L'énon
é nous a�rme qu'une seule personne préfère le 
andidat A initialement, don
 X0(Ω) =
{1}. Ensuite, 
omme on ne peut gagner (ou perdre) qu'un seul vote par jour, on aura X1(Ω) =
{0, 1, 2}, puis Xn(Ω) = {0, 1, 2, 3} pour tout entier n > 2 (on ne peut bien sûr pas dépasser

la population totale).

2. On a déjà signalé que X1(Ω) = {0, 1, 2}. Pour avoir X1 = 0, il faut qu'un hobitant votant

pour B 
onvainque l'unique habitant votant pour A, don
 P (X1 = 0) =
2

3
× 1

3
=

2

9
. Symétri-

quement, pour avoir X1 = 2, il faut que notre unique habitant votant pour A 
onvainque l'un

des deux qui votent pour B, 
e qui donne aussi P (X1 = 2) =
1

3
× 2

3
=

2

9
. On peut 
al
uler la

dernière probabilité en passant au 
omplémentaire, mais un 
al
ul dire
t permet de véri�er

nos raisonnements : X1 = 1 si on tire deux habitants ayant le même avis, don
 soit deux

fois l'habitant préférant A, soit deux fois de suite un des deux habitants préférant B, d'où

P (X1 = 1) =
1

3
× 1

3
+

2

3
× 2

3
=

5

9
. On peut résumer la loi dans un petit tableau :

k 0 1 2

P (X1 = k) 2

9

5

9

2

9

On 
al
ule ensuite fa
ilement E(X1) =
5

9
+

4

9
= 1 (normal puisque la loi est symétrique) et

E(X2
1 ) =

5

9
+

8

9
=

13

9
don
, en appliquant la formule de König-Huygens, V (X1) = E(X2

1 )−

E(X1)
2 =

13

9
− 1 =

4

9
.

C'est un peu plus 
ompliqué pour la loi de X2. Commençons par le plus simple : X2 = 3 si on

avait X1 = 2 et qu'on a ensuité tiré un des deux habitants préférant A, puis le seul habitant

préférant B, don
 P (X2 = 3) =
2

9
× 2

3
× 1

3
=

4

81
. À l'inverse, on aura X2 = 0 dans deux


as : si on avait déjà X1 = 0 (dans 
e 
as la situation ne peut plus évoluer) ou si on avait

X1 = 1 et qu'on a tiré � B puis A �, 
e qui se produit toujours ave
 une probabilité

2

9
. Bref,

P (X2 = 0) =
2

9
+

5

9
× 2

9
=

28

81
(on peut bien sûr faire un arbre pour mieux visualiser toutes


es possibilités). Deux possibilités également pour avoir X2 = 1 : soit on avait déjà X1 = 1

et on n'a toujours pas évolué (la probabilité restant de

5

9
à 
haque fois), soit on avait X1 = 2

et on a tiré � B puis A � ave
 probabilité

2

9
. Au total, P (X2 = 1) =

5

9
× 5

9
+

2

9
× 2

9
=

29

81
.

Véri�ons que la dernière probabilité est 
ohérente : on a X2 = 2 si on avait X1 = 1 et qu'on

a tiré A puis B, ou qu'on avait déjà X1 = 2 et qu'on a tiré deux fois la même préféren
e, 
e
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qui donne P (X2 = 2) =
5

9
× 2

9
+

2

9
× 5

9
=

20

81
. La somme des quatre probabilités obtenues est

bien égale à 1.

k 0 1 2 3

P (X2 = k) 28

81

29

81

20

81

4

81

On 
al
ule à nouveau fa
ilement E(X2) =
29

81
+
40

81
+
12

81
= 1, puis E(X2

2 ) =
29

81
+
80

81
+
36

81
=

145

81

don
 V (X2) =
145

81
− 1 =

64

81
.

3. C'est la même 
hose qu'à la première question de la première partie de l'exer
i
e : si Xn = 0,
tous les habitants préfèrent B, la situation ne peut don
 plus évoluer et on aura né
essairement

Xn+1 = 0. De même, si Xn = 3, tout le monde préfère A et on restera dans la même situation

au jour suivant.

4. Les 
al
uls sont exa
tement 
eux qu'on a e�e
tués pour 
al
uler la loi de X1 : PXn=1(Xn+1 =

0) =
2

9
(on doit tirer � B puis A �), PXn=1(Xn+1 = 1) =

5

9
(en doit tirer deux personnes

ayant le même avis), PXn=1(Xn+1 = 2) =
2

9
(on doit 
ette fois tirer � A puis B �), et bien

entendu PXn=1(Xn+1 = 3) = 0 (on ne peut pas 
onvain
re deux personnes le même jour).

De façon 
omplètement symétrique, on aura PXn=2(Xn+1 = 2) =
5

9
(on doit tirer deux

personnes ayant le même avis), et PXn=2(Xn+1 = 1) = PXn=2(Xn+1 = 3) =
2

9
(et bien sûr

PXn=2(Xn+1 = 0) = 0).

5. Il faut 
iter la formule des probabilités totales, appliquée au système 
omplet d'évènements


onstitué par les quatre évènements Xn = 0, Xn = 1, Xn = 2 et Xn = 3, pour justi�er 
orre
-
tement. Par exemple, on aura PXn+1=1 = PXn=0(Xn+1 = 1) × P (Xn = 0) + PXn=1(Xn+1 =
1) × P (Xn = 1) + PXn=2(Xn+1 = 1) × P (Xn = 2) + PXn=3(Xn+1 = 1) × P (Xn = 3) =
5

9
P (Xn = 1) +

2

9
P (Xn = 2). De même, P (Xn+1 = 0) = P (Xn = 0) +

2

9
P (Xn = 1), et

de même pour les deux autres probabilités. On obtient bien Un+1 = M × Un en posant

M =









1 2

9
0 0

0 5

9

2

9
0

0 2

9

5

9
0

0 0 2

9
1









.

6. C'est une ré
urren
e immédiate : M0U0 = InU0 = U0, et en supposant la formule vraie au

rang n, la question pré
édente permet d'a�rmer que Un+1 = MUn = M(MnU0) = Mn+1U0.

7. On applique bêtement la formule : E(Xn) =
1

2× 3n
+

1

2

(

7

9

)n

− 1

3n
+

(

7

9

)n

+1+
1

2× 3n
−

3

2

(

7

9

)n

= 1 (tout le reste se simpli�e).

8. Puisque lim
n→+∞

(

7

9

)n

= 0, on a immédiatement lim
n→+∞

P (Xn = 0) =
2

3
, lim
n→+∞

P (Xn = 1) = 0,

lim
n→+∞

P (Xn = 2) = 0 et lim
n→+∞

P (Xn = 3) =
1

3
. Autrement dit, on tend à se rappro
her

d'une situation où tout le monde préfère le même 
andidat, et il y a deux fois plus de 
han
es

que 
e 
andidat soit le 
andidat B, 
e qui 
orrespond exa
tement à la proportion initiale de

personnes préférant le 
andidat B au 
andidat A. Ce résultat est en fait généralisable : s'il y

a une population quel
onque, on aura toujours � à la limite � tout le monde qui préfère un

des deux 
andidats, et la probabilité qu'il s'agisse du 
andidat A est exa
tement la proportion

initiale de personnes préférant A.
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Problème 2 : Algèbre linéaire.

I. Étude d'un exemple dans R
3
.

1. L'espa
e de départ étant le même que 
elui d'arrivée, il su�t de véri�er la linéarité. Soient

u(x, y, z) et v(x′, y′, z′) deux ve
teurs de R
3
, et λ ∈ R, alors f(λu + v) = f(λx + x′, λy +

y′, λz+z′) = (λy+y′+λz+z′, λx+x′+λz+z′, λx+x′+λy+y′) = λ(y+z, x+z, x+y)+(y′+
z′, x′ + z′, x′ + y′) = λf(u) + f(v). L'appli
ation f est bien linéaire, 
'est un endomorphisme

de R
3
.

2. Un ve
teur u(x, y, z) appartient au noyau si et seulement si x+ y+ z = 0, don
 si z = −x− y.

On peut don
 é
rire ker(f) = Vect((1, 0,−1), (0, 1,−1)), et ker(f) est un espa
e ve
toriel de

dimension 2 puisque les deux ve
teurs obtenues ne sont pas proportionnels. Le théorème du

rang nous assure don
 que dim(Im(f)) = 3 − 2 = 1, 
e qui est 
on�rmé par les 
al
ul des

images des trois ve
teurs de la base 
anonique (toutes identiques) : Im(f) = Vect((1, 1, 1)).

3. Supposons u(x, y, z) ∈ ker(f)∩Im(f). On doit alors avoir x+y+z = 0 et (x, y, z) = λ(1, 1, 1),

e qui implique 3λ = 0 et don
 u = 0. Autrement dit, ker(f) ∩ Im(f) = {0}. Comme de

plus dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 3 = dim(R3), on peut 
on
lure que ker(f) et Im(f) sont
supplémentaires dans R

3
.

4. On 
al
ule i
i très fa
ilement g2(x, y, z) = (3(x+y+z), 3(x+y+z), 3(x+y+z)) = 3g(x, y, z).
On peut ensuite 
onje
turer qu'on aura gn = 3n−1g, 
e qu'on va prouver par ré
urren
e. La

propriété est trivialement vraie pour n = 1, et en la supposant vraie au rang n, on pourra

é
rire gn+1 = g ◦ gn = g ◦ 3n−1g = 3n−1g2 = 3ng, 
e qui prouve l'hérédité. Par 
ontre, la

formule ne fon
tionne pas pour n = 0 : g0 = id, et
1

3
g ne ressemble pas vraiment à l'appli
ation

identité.

5. On peut 
onstater que g = f + id, don
 f = g− id, et 
al
uler f2 = (g− id)2 = g2−2g+ id =
3g − 2g + id = g + id = f + 2 id. Sinon, un 
al
ule plus expli
ite fon
tionne bien sûr aussi.

6. D'après la question pré
édente, f2 − f = id, don
 f ◦
(

1

2
f − 1

2
id

)

= id, 
e qui prouve à la

fois que f est bije
tive et que sa ré
iproque est f−1 =
1

2
f− 1

2
id. Autrement dit, f−1(x, y, z) =

(

y + z − x

2
,
x+ z − y

2
,
x+ y − z

2

)

.

7. On prendra don
 pour base la famille de trois ve
teurs B = ((1, 0,−1), (0, 1,−1), (1, 1, 1))
(qui est né
essairement une base puisque ker(g) et Im(g) sont supplémentaires). Par dé�nition,

g(1, 0,−1) = g(0, 1,−1) = 0 et g(1, 1, 1) = (3, 3, 3) = 3×(1, 1, 1). On en déduit queMatB(g) =




0 0 0
0 0 0
0 0 3





. Pour aller vite, on peut utiliser la relation f = g− id pour obtenir MatB(f) =

MatB(f)− I3 =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 2





.

8. On é
rit simplement les 
oordonnées de nos trois ve
teurs en 
olonne : P =





1 0 1
0 1 1
−1 −1 1





.

La matri
e est né
essairement inversible puisque notre famille est une base. Pour l'inver-

ser, é
rivons don
 un système :







x + z = a

y + z = b

−x − y+ z = c

. On peut pro
éder par sub-

stitution : x = a − z et y = b − z, don
 z − a + z − b+ = c, dont on déduit z =
a+ b+ c

3
, puis x =

2a− b− c

3
et y =

−a+ 2b− c

3
. L'inverse de notre matri
e est don
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P−1 =
1

3





2 −1 −1
−1 2 −1
1 1 1





.

9. En notantM = MatB(f), on 
al
ule PM =





−1 0 2
0 −1 2
1 1 2





, puis PMP−1 =





0 1 1
1 0 1
1 1 0





.

La matri
e obtenue est la matri
e représentative de f dans la base 
anonique.

II. Étude plus générale.

1. C'est la même 
hose que dans le 
as parti
ulier étudié pré
édemment : f ◦ 1

2
(f − id) = id,

don
 f est bije
tive, de ré
iproque f−1 =
1

2
f − 1

2
id.

2. Cal
ulons don
 : g ◦ h = (f + id) ◦ (f − 2 id) = f2 − f − 2 id = 0 puisque f2 = f +2 id. C'est
exa
tement la même 
hose pour h ◦ g, qui est aussi nulle.

3. Pour faire beau, on peut é
rire un joli système : ag+ bh = af + a id+bf − 2b id = (a+ b)f +
(a− 2b) id, qui sera manifestement égale à l'identité si a+ b = 0 et a− 2b = 1 (la ré
iproque

n'est pas évidente, mais peu importe i
i). On doit don
 avoir b = −a, soit 3a = 1, 
e qui

donne �nalement la relation

1

3
g − 1

3
h = id.

En parti
ulier, 
ela signi�e que, quel que soit le ve
teur u ∈ E,

1

3
g(u) − 1

3
h(u) = u. Or,

1

3
g(u) ∈ Im(g) et −1

3
h(u) ∈ Im(h), 
e qui su�t à prouver que Im(g) + Im(h) = E.

4. Comme g ◦ h = 0, on a né
essairement Im(g) ⊂ ker(h) (en e�et, si v ∈ Im(g), par dé�nition,
v = g(u), don
 h(v) = h ◦ g(u) = 0, don
 u ∈ ker(h)). De même, on aura Im(h) ⊂ ker(g).
Le résultat obtenu à la question pré
édente prouve don
 que ker(g) + ker(h) = E. De plus,

si u ∈ ker(g) ∩ ker(h), le ve
teur véri�e (par dé�nition de g et h) f(u) = −u et f(u) = 2u,

e qui implique fa
ilement u = 0. On a prouvé que ker(g) ∩ ker(h) = 0, les deux sous-esp
es

sont don
 bien supplémentaires dans E.

5. On note p la proje
tion sur G parallèlement à H, et q la proje
tion sur H parallèlement à G.

(a) Même sans faire de dessin, les sous-espa
es étant supplémentaires, on peut dé
omposer

tout ve
teur u ∈ E sous la forme u = uG + uH , ave
 uG ∈ G et uH ∈ H. Par dé�nition,

f(uG) = −uG et f(uH) = 2uH , don
, par linéarité de f , f(u) = 2uH−uG. Or, la dé�nition

des proje
tions impose que uG = p(u) et uH = q(u), don
 f(u) = 2q(u)−p(u). La relation
étant véri�ée pour tous les ve
teurs, f = 2q − p.

(b) Ces deux 
omposées sont nulles (après avoir appliqué q, on obtient un ve
teur appartenant

à H, don
 au noyau de p, et ré
iproquement).

(
) Signalons en passant que p + q = id (proje
teurs � opposés �), ça peut toujours servir.

Cal
ulons également f ◦ p = (2q − p) ◦ p = 2q ◦ p − p ◦ p = −p (le premier terme est

nul, et p ◦ p = p 
ar p est un proje
teur). De même, f ◦ q = 2q2 − p ◦ q = 2q. On peut

alors 
onje
turer que, pour tout entier naturel n, on aura fn = 2nq+ (−1)np, 
e qu'on va

bien sûr prouver par ré
urren
e. L'initialisation est faisable au rang 0 : 20q + (−1)0p =
q + p = id = f0

. En supposant la relation vraie au rang n, on é
rit ensuite simplement

fn+1 = f ◦ fn = f ◦ (2nq + (−1)np) = 2nf ◦ q + (−1)nf ◦ p = 2n+1q + (−1)n+1q, 
e qui

prouve l'hérédité et a
hève la ré
urren
e.

(d) On devrait don
 avoir f−1 =
1

2
q − p, 
e qu'on peut par exemple véri�er en 
omposant :

(

1

2
q − p

)

◦ (2q − p) = q2 − 1

2
q ◦ p − 2p ◦ q + p2 = q + p = id. Ça mar
he, la formule est

en
ore valable pour n = −1 (et en fait pour tout entier relatif).
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III. Un dernier 
as parti
ulier.

1. La linéarité est évidente, mais é
rivons quand même le 
al
ul : f(λP+Q) = (λP+Q)(1)(X2+
X+1)−(λP+Q)(X) = λP (1)(X2+X+1)+Q(1)(X2+X+1)−λP (X)−Q(X) = f(λP )+f(Q).
Par ailleurs, f(P ) est somme de deux polyn�mes de degré (au maximum) 2 don
 appartient

à R2[X]. L'appli
ation f est don
 un endomorphisme.

2. Cal
ulons déjà f(P )(1) = 3P (1) − P (1) = 2P (1), puis f(f(P )) = 2P (1)(X2 + X + 1) −
f(P (X)) = P (1)(X2 +X + 1) + P (X) = P (1)(X2 +X + 1)− P (X) + 2P (X), 
e qui prouve
bien que f2 = f + 2 id et don
 qu'on peut utiliser les résultats de la partie II.

3. Pour le polyn�me P donné dans l'énon
é, P (1) = 3, don
 f(P ) = 3(X2 + X + 1) − (X2 −
3X + 5) = 2X2 + 6X − 2. En reprenant les notations de la deuxième partie, p + q = id et

2q − p = f , don
 q =
1

3
f +

1

3
id et p =

2

3
id−1

3
f . Autrement dit, q(P ) =

1

3
(2X2 +6X − 2) +

1

3
(X2 − 3X + 5) = X2 +X + 1, et p(P ) =

2

3
(X2 − 3X + 5)− 1

3
(2X2 + 6X − 2) = −4X + 4.

On applique en�n la formule prouvée en �n de partie : fn(P ) = 2nq(P ) + (−1)np(P ) =
2n(X2 +X + 1) + (−1)n(4− 4X) = 2nX2 + (2n − 4(−1)n)X + (2n + 4(−1)n).
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