Devoir Surveillé n°5 : corrigé

PTSI B Lycée Eiffel

23 janvier 2021

Exercice 1

1. (a) Calculons apt+1 = Up+1+Vnt1 = 2Up — Uy + 20, — Uy, = Uy +Vy = ay. La suite (a,) est donc
constate égale & ag = ug +vg = 3. De méme, b1 = Upy1 — Unt1 = 2Up — Uy — 20, + Uy =
3u, — 3v, = 3b,, donc la suite (b,) est géométrique de raison 3 et de premier terme
bp =2 —1=1. On en déduit que b, = 3".

anp+b, 3"+3 ) anp—0b, 3-—-3"
= . De méme, v, = = .

(b) Comme a,+b, = 2u,, on aura u, =

2 2 2 2
2. (a) On effectue d’abord un caleul trivial : AxUy = (2 7 Yx [ %0 )= ( 2un =0 ) _
. la 1 errectue abord un calcul trivial : n = 1 9 o, = —Un+2’l)n =

( U"H ) = Up41. Ensuite il faut faire une récurrence pour prouver la propriété P, :
n+1

Un:A”x< f >.C’estvraipourn:Opuisquerx< ? > :IQX( ? ) = < ? > = Up.

Si on suppose ensuite I’égalité vérifiée au rang n, il suffit d’écrire en exploitant la premiére

. . . 2
partie de la question puis ’hypothése de récurrence que Uy, 41 = AxU, = Ax A" X < 1 > =

2 . .
AL < 1 ), ce qui prouve 1’hérédité et achéve la récurrence.
: —4 . . .
(b) On obtient A% = _54 5 ) Les coefficients non diagonaux ont été multipliés par 4

par rapport & la matrice A, donc nécessairement a = 4. Ensuite, sur la diagonale, on doit
avoir 5 =4 x 2+ b, donc b = —3. En effet, on vérifie que A% = 44 — 31,.

(c¢) C’est la récurrence classique permettant d’obtenir des relations de récurrence sur les deux
suites. La propriété est vraie au rang 0 en posant ag = 0 et by = 1, et aussi au rang 1 en
posant cette fois a; = 1 et by = 0. Supposons-la vraie au rang n, alors A"t = A" x A =
(anA+b,I3) x A = a, A%+ b, A. Tl ne reste plus qu’a reprendre le résultat de la question
précédente : A" = a, (44 — 31) + b, A = (4a, + by)A — 3a,I>. La propriété est donc
vérifiée au rang n + 1 avec les conditions a,+1 = 4a, + by, et b1 = —3ay,.

(d) Comme toujours dans ce type d’exercices, la suites (ay,) est récurrente linéaire d’ordre 2 :
Gnt2 = dant1 + bpy1 = 4dap1 — 3a,. L’équation caractéristique associée 22 —4rx+3=0a
pour racine évidente x1 = 1 et pour deuxiéme racine xo = 3, il existe donc deux constantes
réelles a et 3 telles que, Vn € N, a, = a+ 3". En particulier, ag = 0 implique a+ 5 =0

et a; = 1 implique a + 38 = 1, donc (en soustrayant les deux équations) f = 5 et

1 - 3" —1 s 3-3n

a=—0= —5 Autrement dit, a, = —5 dont on déduit b, = —3a,_1 = .
3" —1 3—-3"

1/3"+1 1-3"
n __ —
Enfin, on calcule A" = 5 x A+ 5 XI—2 ( 1-3" 3n41 )



(e)

2 . .
En calculant A™ x 1 ), on retrouve en exploitant le résultat de la question 2.a que

1-3" 3"43 3"+1 3-3"
U, =3+ 1+ 5 = 5 ,etv, =1—-3"+ 5 = 5
Si on échange les valeurs initiales ug et vg, celd revient a échanger le réle de u, et v,
. . . 3—3"
puisque les relations de récurrence sont symétriques. On trouvera donc w, = 5 et

3"+3 . 1
Vp = 5 - On peut aussi retrouver ces formules en calculant A™ x 5 |-
Sur une matrice de taille 2, le pivot de Gauss est vite exécuté :
2 -1 10
A= (—1 2 ) I= (o 1> Ly <+ 2Ly + L4
2 -1 10
0 3 1 2 L+ 3L1+ Lo
6 0 4 2
0 3 1 2 LQ — L2/3

(0 7) (

1
La matrice A est donc bien inversible, et A~ = 3 < 1 ; >

[SSEEININ)

[SSIIUVIE

)
) Ly« L1/6
)

4 1 4
On sait que A%2 = 4A — 315, donc I = §A - gAQ = A X (3[2 -

4 1
nouveau que A est inversible, et surtout que A~ = 512 — §A = (

qui donne bien la méme matrice inverse qu’avec le pivot de Gauss (heureusement).
1 1/ 4 2
Pour n = —1, on a bien str 3" = 3 donc la formule de la question d donne 5 < 3 i > =
2 1 3 3
(113)-a
3 3
1 10 8
Vérifions maintenant pour n = —2, ol la formule de la question 2 donne 3 < g ) =
9 9
2
1/5 4 o a1 L[ 21 175 4 .
9<45>.Or,A = (4 )—§ 1 o =5\ 4 5 . La encore, la formule
fonctionne parfaitement.
On commence par calculer J? = ( ; ; > = 2J, puis on démontre facilement par récur-

n—

rence que, Vn > 1, J* = 271 x J. C’est en effet vrai au rang 1 puisque 20 x J = J, et

en le supposant vérifié au rang n, alors J"H = J% x J = 2""1J2 = 2"J ce qui prouve

I’héréditeé.

On peut en effet écrire A = 3I5 — J (on est obligé de mettre un coefficient —1 devant

J pour gérer les coeflicients en-dehors de la diagonale, puis les coefficients diagonaux

imposent un coefficient 3 devant I3). Les matrices 3 et —J commutent, on peut donc
n

appliquer la formule du binéme de Newton : A" = (—J+313)" = Z (k) (=D)k(BI)"F =
k=0

n
Z (Z) (—=1)*3"=*J* 11 faut isoler le terme numéro 0 dans la somme pour avoir le droit
k=0



n
de remplacer J* par la formule démontrée ci-dessus : A" = 3"I3 + Z(—l)kS"_ka =
k=1

- 1 « 1
n kon—kok—1 7 _ an kon—k 7 _ an n n __an
3 12+k§1(—1) gnkok—1y 3 12+2k§1(—2) 8RS = 8" It (~243)"—3") = 3" In+

1-3" . . : :
J. On peut vérifier facilement que les quatre coefficients de la matrice correspondent

bien & ceux calculés auparavant.

Exercice 2 (d’aprés un sujet de CAPES)

A. Etude d’un exemple.

no
[
=
o

1x2 2 2x2 10 03l 310
1. C 1 1 d : == = — 1 = 3 3 = — ¢t ﬁ = 21 21 = —.
alculons donc a9 3 3, puis as 1 T % 91 el ennn aq 1 n 3(1) 361

Heureusement qu’on ne nous a pas demandé d’aller plus loin.

2. Nous allons bien sir effectuer une démonstration par récurrence. Le terme ag calculé & la

premiére question appartient bien a 'intervalle |0, 1[. Supposons désormais que 0 < a, < 1,
1+a,
1+ 2a,
celui de a,, (tout est positif) pour conclure que 0 < a,+1 < 1, ce qui achéve la récurrence.

2
an (14 ay) e, = an(1 4 an) — an(1l + 2ay) @ _ (le
1 + 2an 1 + (7% 1 + an,
dénominateur étant positif puisque a, > 0). La suite est donc strictement décroissante.
Comme elle est de plus minorée par 0, le théoréme de convergence monotone assure sa

convergence vers une limite [ € R. On peut alors passer & la limite dans la relation de

alors 0 < 1+4ay, <14 2ay,, donc 0 < < 1, et on peut multiplier cet encadrement par

3. En effet, ap11 —an, =

récurrence a = M : comme lim a =let lim an (1 + an) = dC) (opé-
il 1+2a, n—too "1 n—+oo 1+ 2ay, 1421 p

rations élémentaires sur les limites, aucun risque d’annulation du dénominateur), on doit avoir

(141
I = E—:_QZ)’ donc I(1 +20) = I(1 +1), soit I? = 0, et donc [ = 0. Notre suite converge donc
nécessairement vers 0.
1 1 14 2a, 1 14 2a, — (1 1

4. C’est un calcul direct : - — = +20n — 21200 (1+ an) = .
nt1 an  ap(l4ay) 14+ay, an (14 ay) 1+a,

= 1, ce qui suffit & assurer la convergence de (u,) vers

5. Comme lima, =0, on a lim
n—+ool 4+ G,

une limite égale a 1.

) . ) 1 &
6. En remplacant u; par son expression, la somme est en fait télescopique : v, = — g U =
n
k=1

1< 1 1 1T 13 1 1

n a a nzai_ﬁ ar  na nay
— g1 k Uk — ak n+1 1

7. En exploitant le théoréme de Cesaro donné dans ’énoncé, on peut affirmer que la suite

(vp) a la méme limite que (u,), c’est-a-dire qu’elle tend vers 1. Or, lim — = 0, donc
n—+o0onaj
I’expression obtenue & la question précédente permet d’affirmer que lim =1, et
N—=+00NAp4-1
. . - n+1
donc que hrf nap+1 = 1. En fait, en écrivant (n + 1)ap41 = X Nap41, €6 comme
n—-+00
.o on+1 ) . . , T
lim =1, on peut obtenir lim (n+1)a,4+1 = 1, ce qui en décalant les indices permet
n—+oo n n—-+4oo
enfin de conclure que lim na, = 1.
n—-+o0o



B. Réciproque du théoréme de Cesaro.

1 n—1 1 n—1 ( 1)n 1
_ = _1yntl — & 1\ — N — : —
1. On a donc v, = - kgo( 1) - ,;0( 1) o Autrement dit, v, = 0 lorsque

n est pair (ce qui est normal puisqu’on a alors compensation exacte entre les —1 et les 1 dans
la somme) et v, = - si n est impair (14 encore normal, il ne reste dans la somme qu’un seul
terme égal & —1 qui ne se simplifie pas).

2. Dans la mesure ol les termes non nuls de (v,) se rapprochent de 0, on aura Erfoovn =0 (si

n
on veut étre hyper rigoureux, on peut utiliser le théoréme du cours qui dit que, si les deux

sous-suites (va,) et (vop+1) convergent vers une méme limite, (v,) converge aussi vers cette
limite). Par contre, la suite (u,) ne converge pas, c’est une suite géométrique de raison —1
qui est périodique. La réciproque de Cesaro est donc manifestement fausse.

C. Une réciproque partielle.

1. La suite (u,) étant supposée croissante, on aura u,+1 < up pour tous les entiers k compris

2n 2n
entre n+1 et 2n. On en déduit donc que Z Up = Z Upt1 = Nup4q (il y a bien n termes
k=n+1 k=n+1

dans la somme).

9 2n 1 n 1 2n n 1 2n
2. Calculons donc 2vy, — v, = %Zuk — EZuk = (Zuk — Zuk> = Z ug. 11
k=1 k=1 k=1 k=1 k=n+1
ne reste alors plus qu’a diviser par n l'inégalité de la question précédente pour obtenir celle

demandée ici.

3. La suite (v,) étant convergente par hypothése, elle est forcément bornée, donc majorée par
un réel M et minorée par un réel m. Mais slors on aura toujours vg, — v, < 2M — m, donc
Unt1 < 2M — m, et la suite (uy,) est donc majorée. Comme elle est par ailleurs croissante, le
théoréme de convergence monotone nous assure de sa convergence. Notons pour 'instant [ la
limite de la suite (u,) et I’ celle de la suite (v,,). L'inégalité u, 1 < vo, — v, permet d’obtenir,

par passage a la limite, la premiére condition [ < 2’ —1’, donc [ < I'. Mais par ailleurs, comme
n

: : . 1 ¢ o
la suite (u,) est croissante, on a aussi v, = — g up < — E Up = Up, et U'inégalité u, < v,
n
k=1 k=1
implique directement !’ < [. Finalement, on a nécessairement | = I’, les deux suites ont bien
la méme limite.

4. On vient de prouver le résultat suivant : si la suite (u,) est croissante, la réciproque du
théoréeme de Cesaro est vraie (puisque la convergence de (v,) implique alors celle de (uy)).
On peut facilement montrer que cette réciproque s’étend plus généralement & toutes les suites
monotones.

Exercice 3

A. Un exemple de taille 2.

1. Bon, c’est vraiment pour le plaisir de faire un pivot de Gauss que je vais rédiger complétement
le calcul de l'inverse ici :



1 1 1 0
A= <1 1) I'= <O 1> Lo Lo+ Ly

10
1 1 L1<—2L1—L2

1 -1 Ly <+ L1/2
1 Loy (—L2/2

N =
N———

DO —

NI
N

~—_

(o 7)

1
2 ) La trace de la matrice A~1

0 2
-2 0
qui n’est 14 non plus strement pas égal & (Tr(A))>2.

2. Encore un calcul fort difficile : A2 = ( > Cette fois-ci on a carrément Tr(A?) = 0, ce

. . . . . ; -2 2 .
3. Puisqu’il n’y a pas besoin d’étre rigoureux, calculons juste A3 = < 9 _9 ), puis A =

—415. Le puissances vont donc étre multipliées par —4 tous les quatre étapes, ce qu’on peut
résumer par les formules suivantes :

_ Ak
e si n =4k (avec k € N), alors A" = (_4)k[2: < (—4) 0 >

_A\k _ ANk
e sin=4k+1,alors A" = (—4)FA = < _((:li)k E—jgk >

0 (_1)k22k+1
e sin = 4k+2 (pair mais pas multiple de 4), alors A" = (—4)F A2 = ( (—1)k+192k+1 0 )

) -1 k+122k+1 -1 k22k+l
o sin =4k +3, alors A" = (—4)4° = < E—1;k+122k+1 ((_1)12+122k+1 >

4. On aura donc Tr(A%*) = (—1)F22k+1 = Tr(A%+1) Tr(A%+2) = 0 et Tr(A+3) = (—1)k+122k+2,

5. L’application n’est évidemment pas injective puisque, entre autres, les matrices I et A ont la
méme image par la trace. Par contre, elle est certainement surjective, le réel z a par exemple

pour antécédent la matrice < g 0 )

B. Un exemple de taille 3.

1. Ma religion m’interdisant de faire plus de deux pivots de Gauss dans un méme corrigé de
devoir, je vais cette fois-ci utiliser la méthode du systéme, en résolvant donc le systéme :

r — Yy + 2z = a
y — 2z = b . Effectuons pour commencer 'opération L3y < L3 + Lq :
-r + 2y — z = ¢
r — y + 2z = a r — Yy + 2z = a
y — z = b, puislopération Lg <— L3+Ls: y - z = b .
Yy + 2z = a+c 2y = a+b+c
1 1 1
Le systéme est triangulaire, on peut le remonter : y = 2@ + ib + 26 puis z =y —b =
1 1 1 1 3
5(1 — §b + 50, et enfin xr = a+y— 2z = §a + ib — 5(:. La matrice P est donc inversible,



1 1 3 -1
dinverse P! == 1 1 1
2 1 -1 1
2 0 —4 2 0 0
2. Commencgons par calculer AP = 0 0 2 ,puis D=P7'AP=10 0 0
-2 0 2 0 0 -2

3. Les deux traces sont nulles : Tr(A) =—-1—-1+2=0et Tr(D)=24+0—-2=0.

4. C’est une récurrence classique. Au rang 0, on peut écrire PD°P~! = PP~! = I3 = A° donc
la propriété est vérifice. Supposons-la vraie au rang n, alors A"t! = A" x A = PD"P~'A. Or,
la relation D = P71 AP est équivalente & DP~! = P~!A (en multipliant les deux membres
de l'égalité & droite par P~1), ce qui permet d’obtenir A"*! = PD"DP~! = pD"t1p=1 et
d’achever ainsi la récurrence.

2" 0 0 om0 —(=2)nt!
5. Un calcul brutal : D" = 0 0 0 , puis PD"™ = 0 0 —(—-2)» , et enfin
0 0 (=2 —2" 0 —(=2)"
21171 + (_2)n 3 x 2n71 _ (_2)n (_2)n _ 2n71
At = (—2)n! —(=2)nt (—2)n-t . On peut donc calculer

(_2)7171 _ 2n71 —3 % 2n71 _ (_2>n71 27171 + (_2)n71
Tr(A?) = 2771 4 (=2)" — (=2)" 1 421 4 (—2)7~1 = 27 4 (—2)") soit la méme valeur que
Tr(D™).
6. La relation est en effet vraie quelles que soient les matrices considérées, en appliquant la
propriété rappelée au début de I'énoncé : Tr(P~! x AP) = Tr(AP x P~!) = Tr(A).

C. Une question indépendante pour conclure en beauté.

On cherche une matrice symétrique, donc de la forme M = . Essayons d’éliminer

o R

b ¢
d e
e f
les variables au fur et & mesure qu’on récolte des informations :

e Tr(M)=1,donc a+d+ f =1, ce qui permet d’obtenir f = 1—a—d, plus que cinq variables.

e a+b+c=2, donc c=2—a—0b, plus que les quatre variables a, b, d et e.

e b+d+e=4,donce=4—b—d, plus que les trois variables a, b et d.

ecte+ f=-5donc2—a—-b+4—-b—d+1—a—d= -5, s0it —2a —2b—2d = —12, ou
encore d = 6 — a — b. Il ne reste plus que les deux inconnues a et b.

e la somme des quatre coins donne a +2c+ f = —4,donca+4 —-2a —-2b+1—-a —d = —4,
ou encore —2a — 2b — d = —9. Remplacons d par son expression : —2a —2b—6+a+b = -9,
soit a+b=3 et donc b=3 —a.

e la derniére condition devrait toujours étre vérifiée : en effet, la donnée des sommes des trois
lignes impose que la somme de tous les coefficients de la matrice vaut 1. Si les quatre coins
ont une somme égale & —4, il est donc automatique que les cing autres aient une somme
égale a 5. Vérifions quand méme : 2b+d+2¢e =6 —-2a+6—-—a—(3—a) +8—2b—2d =
17—2a —2b— 12+ 2a + 2b =5, c’est bon!

Il ne reste plus qu’a simplifier les expressions des différentes variables : b =3 —a,c=2—a —b =
2—a—-B—-a)=-1,d=6—-a—-b=3,e=4-b—-d=4—-3+a—-3=a—-2et f =

1l—a—d=—-2—a.1l yadonc une infinité de solutions au probléme, toutes les matrices de la forme
a 3—a -1 1 2 -1

M=1| 3—a 3 a—2 , avec a € R. Par exemple, la matrice M = 2 3 -1 est
-1 a—-2 —-2-—a -1 -1 -3

solution.



