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Exercice 1

On s’intéresse dans cet exercice a deux suites (uy) et (v,) définies pas les conditions suivantes :

2uy, — : :
ug=2,v9=1let,Vn € N: tntl Un =" on posera également dans la suite de 'exercice
Untl = 2Up — Uy
2 -1 . . . .
A= < 1 9 ) Plusieurs questions dans 'exercice permettent de démontrer de différentes fagons

un méme résultat, il est alors bien entendu exclu d’utiliser le résultat d’une question précédente pour
redémontrer une formule déja obtenue par une autre méthode.

1. Calcul explicite de u,, et v,.

(a) On pose a,, = u, + vy, et by, = u, — vy,. Vérifier que les deux suites (ay) et (by,) sont d'un
type bien particulier, et déterminer leur expression explicite en fonction de n.

(b) En déduire les expressions de u,, et de v, en fonction de n.
2. Lien entre les suites (uy,) et (v,) et la matrice A et calcul de A™.

Un

(a) En posant, pour tout entier naturel n, U, = ( > (matrice & une seule colonne et deux

Un

2
lignes), veérifier que U,y1 = A x U, et en déduire rigoureusement que U, = A™ X ( 1 )

(b) Calculer A? et déterminer deux réels a et b tels que A% = aA + bls.

(c¢) Prouver par récurrence l'existence de deux suites réelles (a,) et (b,) telles que A™ =
anA + by Is.

(d) Calculer explicitement a,, et b, en fonction de n, et en déduire la valeur de A™ (on écrira
explicitement les quatre coefficients de la matrice).

(e) Retrouver les expressions explicites de u,, et de vy, puis calculer ces mémes expressions
si on modifie dans ’énoncé les conditions initiales en ug = 1 et vg = 2 (en conservant les
mémes relations de récurrence).

3. Différentes méthodes de calcul de l'inverse de A.
(a) Calculer I'inverse A~! de la matrice A & I’aide d’un pivot de Gauss.
(b) Retrouver plus rapidement ce méme inverse a l'aide du résultat de la question 2.b.

(¢) L’expression de A™ obtenue a la question 2.d fonctionne-t-elle pour n = —17 Et pour
n=-27

4. Calcul de A™ a l’aide de la formule du binéme de Newton.

1
(a) En posant J = < 11

(b) Exprimer A en fonction des matrices J et I, puis retrouver la valeur de A™ a aide d’une
application maitrisée de la formule du binéme de Newton.

), calculer rigoureusement les puissances de la matrice J.



Exercice 2 (d’aprés un sujet de CAPES)

Tout cet exercice est centré sur un théoréme classique (mais pas a notre programme) sur les suites :

1 n
si la suite (uy)n>1 converge vers une limite finie [, et qu’on définit une suite (v,) par v, = — E U,
n
k=1

alors la suite (v,,) converge également vers [. Ce résultat pourra étre utilisé sans démonstration tout
au long de V'exercice. Il est connu sous le nom de théoréme de Cesaro.

A. Etude d’un exemple.

Dans cette premiére partie, on s’intéresse a la suite (a,) définie par a; = 1 et Yn € N*| a,41 =

an(l+ ay)
14+ 2a,
1. Calculer a9, ag et ay.
2. Démontrer que, Vn > 2, on a 0 < a, < 1.
3. Montrer que la suite (a,) est décroissante, et en déduire sa convergence. Déterminer sa limite.
1 1
4. Montrer que - — = .
an+1 Qn, 1+ap
1 1 ) . o,
5. On pose u, = — —. Déterminer la nature et la limite éventuelle de (u,).
Gnp4-1 Qnp
n
6. En posant v, = — Z ug, exprimer v, en fonction de a,11 et de a;.
nk:l
a
7. Déduire des questions précédentes la limite de — quand n tend vers +oo.
n

B. Réciproque du théoréme de Cesaro.

1 n
On pose dans cette partie u, = (—1)", et toujours v, = — Z U,
n

1.

k=1
Calculer explicitement v, en fonction de n (on pourra distinguer deux cas selon la parité de
Etudier la convergence des deux suites (v,) et (uy). La réciproque du théoréme de Cesaro
est-elle vraie?

C. Une réciproque partielle.

On suppose dans cette question que (uy,) est une suite croissante, et que la suite (v,) toujours

n

1

définie par v, = — Z ug converge vers une limite [ € R.

k=1

2n
. Montrer que nup41 < Z U .

k=n+1

. En déduire que, Vn > 1, w11 < 202, — Up.

. Montrer que la suite (u,) est majorée, puis convergente, puis qu’elle a la méme limite que la

suite (vy,).

Enoncer un résultat réciproque (sous certaines hypothéses) du théoréme de Cesaro.



Exercice 3

n
On rappelle que la trace d'une matrice carrée M € M, (R) est définie par Tr(M) = Zmu
1=1

(somme des coefficients diagonaux de la matrice). On rappelle également que, pour deux matrices
carrées de méme taille, on a toujours Tr(AB) = Tr(BA).

A. Un exemple de taille 2.

On définit dans cette partie A = < _11 1 >

1. Calculer A=%. A-t-on Tr(A~!) = (Tr(A))~1?

2. Calculer A%, A-t-on Tr(A?%) = (Tr(A))??

3. Calculer plus généralement A™ (on pourra donner plusieurs formules selon le reste de la
division de n par 4, sans les démontrer par une récurrence rigoureuse).

4. En déduire la valeur de Tr(A™) en fonction de n (la encore on pourra distinguer plusieurs
cas).

My(R) — R
M — Tr(M)
tifiera les réponses données.

5. L’application { est-elle une application injective ? Surjective 7 On jus-

B. Un exemple de taille 3.
-1 5 -3 1 -1 2
On définit dans cette partie deux matrices A = 1 -1 1 et P= 0 1 -1
0 —4 2 -1 2 -1
Prouver que la matrice P est inversible et calculer P~
Calculer le produit P~! AP, qu’on notera désormais D (on doit obtenir une matrice diagonale).
Comparer la trace des matrices A et D.
Montrer que, Vn € N, A" = PD"P~!,

En déduire A™ (on écrira explicitement toute la matrice) puis comparer Tr(A") et Tr(D").

G SAN R

Démontrer que la relation Tr(P~1AP) = Tr(A) est toujours vraie.

C. Une question indépendante pour conclure en beauté.
Déterminer une matrice M € M3(R) qui vérifie toutes les conditions suivantes :

e M est une matrice symeétrique.

Tr(M) = 1.

la somme des coefficients de la premiére ligne de M vaut 2.

la somme des coefficients de la deuxiéme ligne de M vaut 4.

la somme des coefficients de la troisiéme ligne de M vaut —5.

la somme des coefficients dans les quatre coins de la matrice M vaut —4.

la somme des cing autres coefficients (ceux qui ne sont pas dans les coins donc) de M vaut 5.

La solution de ce probléme est-elle unique 7



