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Exer
i
e 1

1. En é
rivant le nombre −1 sous sa forme exponentielle, −1 = eiπ, et en posant z = reiθ,

résoudre l'équation z4 = −1 revient à résoudre r4e4iθ = eiπ. On sépare module et argument

pour obtenir les deux 
onditions r4 = 1 et 4θ ≡ π[2π], qui impliquent r = 1 et θ ≡ π

4

[π

2

]

.

Les quatre ra
ines quatrièmes re
her
hées sont don
 z1 = ei
π

4 =

√
2

2
+ i

√
2

2
, z2 = ei

3π

4 =

−
√
2

2
+ i

√
2

2
, z3 = ei

5π

4 = −
√
2

2
− i

√
2

2
et z4 = ei

7π

4 =

√
2

2
− i

√
2

2
.

2. On applique les formules d'Euler : cos2(x) sin2(x) =

(

eix + e−ix

2

)2

×
(

eix − e−ix

2i

)2

=

(e2ix + 2 + e−2ix)(e2ix − 2 + e−2ix)

4× (−4)
= −e4ix − 2 + e−4ix

16
=

1

8
− cos(4x)

8
.

On en déduit I =
∫

π

4

0

1

8
− cos(4x)

8
dx =

[

x

8
− sin(4x)

32

]
π

4

0

=
π

32
.

3. Une fa
torisation par l'angle moitié permet d'é
rire z = −2ei
π

14 (e−i
π

14+ei
π

14 ) = −4 cos
( π

14

)

ei
π

14 =

4cos
( π

14

)

ei(
π

14
+π)

. Comme cos
( π

14

)

> 0, on vient d'é
rire la forme exponentielle du nombre

z, don
 arg(z) ≡ 15π

14
[2π].

4. C'est une appli
ation dire
te du 
ours : s(z) = 2ei
5π

6 (z − zA) + zA = (−
√
3 + i)(z − 3 + 2i) +

3− 2i = (i−
√
3)z + 3

√
3− 2

√
3i− 3i− 2 + 3− 2i = (i−

√
3)z + 1 + 3

√
3− (2

√
3 + 5)i.

5. Cher
hons don
 une solution de la forme z = bi, où b ∈ R. On doit alors avoir −b3i − 5b2 +
2b2i+13bi−4b+33−6i = 0. En séparant parties réelle et imaginaire, on trouve don
 les deux

équations −b3 +2b2 +13b− 6 = 0 et −5b2 − 4b+33 = 0. Cette dernière équation (du se
ond

degré) a pour dis
riminant ∆ = 16+660 = 676 = 262 (si ça ne vous saute pas aux yeux, vous

pouvez 
ommen
er par fa
toriser par 4), et admet don
 pour ra
ines b1 =
4 + 26

−10
= −3 et

b2 =
4− 26

−10
=

11

5
. On se 
ontente de véri�er que b1 est aussi solution de l'autre équation (du

troisième degré) : −(−3)3+2(−3)2+13(−3)−6 = 27+18−39−6 = 0. Le nombre z = −3i est
don
 solution de l'équation initiale. On peut don
 fa
toriser son membre de gau
he par z+3i.
On peut 
omme toujours e�e
tuer une division eu
lidienne ou une identi�
ation. Pour 
ette

dernière méthode, on developpe (z + 3i)(az2 + bz + c) = az3 + (3ia+ b)z2 + (3ib+ c)z + 3ic.
En identi�ant ave
 notre polyn�me initial, on doit don
 avoir a = 1, puis 3ia + b = 5 − 2i,
don
 b = 5− 5i, et en�n 3ib + c = 13 + 4i, don
 c = 13 + 4i− 3i(5 − 5i) = −2− 11i, 
e qui

est 
ohérent ave
 la dernière 
ondition 3ic = 33− 6i.

Reste maintenant à résoudre l'équation du se
ond degré z2 + (5 − 5i)z − 2 − 11i = 0. Elle a

pour dis
riminant ∆ = (5− 5i)2 +4(2+11i) = 25− 50i− 25+8+44i = 8− 6i. Cher
hons un
nombre 
omplexe δ = a+ib véri�ant δ2 = ∆. On obtient 
omme d'habitude les deux équations
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a2 − b2 = 8 et 2ab = −6, auxquelles on ajoute la 
ondition sur les modules |δ|2 = |∆|, qui se
traduit i
i par a2+b2 =

√
82 + 62 = 10. En 
ombinant l'équation aux modules ave
 la première

des deux autres, on trouve 2a2 = 18, don
 a = ±3, et 2b2 = 2 don
 b = ±1. Comme a et b

doivent être de signe 
ontraire puisque 2ab = −6, on peut prendre δ = 3−i. On 
al
ule alors les

deux solutions restantes : z1 =
−5 + 5i+ 3− i

2
= −1+2i et z2 =

−5 + 5i− 3 + i

2
= −4+3i.

Con
lusion : S = {−3i,−1 + 2i,−4 + 3i}.
6. Puisque f(z) est de la forme az + b, on sait déjà que f est une similitude 
omplexe. Com-

mençons par mettre son 
oe�
ient a sous forme exponentielle : | − 1 −
√
3i| =

√
1 + 3 = 2,

don
 on peut é
rire −1 −
√
3i = 2

(

−1

2
−

√
3

2
i

)

= 2e−i
2π

3
. On peut déjà a�rmer que f

est une similitude de rapport 2 et d'angle −2π

3
. Il ne reste plus qu'à trouver son 
entre, en

résolvant l'équation f(z) = z, soit (−1 −
√
3i)z + 2 −

√
3 + (2 +

√
3)i = z, 
e qui donne

z =

√
3− 2− (2 +

√
3)i

−2− i
√
3

=
(
√
3− 2− (2 +

√
3)i)(−2 + i

√
3)

4 + 3

=
−2

√
3 + 4 + 2

√
3 + 3 + i(3− 2

√
3 + 4 + 2

√
3)

7
=

7 + 7i

7
= 1 + i. Voilà qui tombe quand

même fort bien. Notre appli
ation f est don
 une similitude dire
te de 
entre A(1 + i), de

rapport 2 et d'angle −2π

3
.

7. Commençons don
 par poser Z = z3 pour se ramener à l'équation du se
ond degré Z2+(2i−
1)Z − 1− i = 0. Cette équation a pour dis
riminant ∆ = (2i− 1)2 + 4 + 4i = −4− 4i+ 1 +

4 + 4i = 1, et admet don
 pour solutions Z1 =
1− 2i+ 1

2
= 1 − i et Z2 =

1− 2i− 1

2
= −i.

Reste maintenant à 
al
uler toutes les ra
ines 
ubiques de 
es deux nombres pour obtenir

les solutions de l'équation initiale. Pour 
ela, on les é
rit sous forme exponentielle : Z1 =
√
2

(

1√
2
− 1√

2
i

)

=
√
2e−i

π

4
a pour ra
ines 
ubiques les trois nombres z1 = 2

1

6 e−i
π

12
; z2 =

2
1

6 ei
7π

12
; et z3 = 2

1

6 ei
5π

4 = − 1

2
1

3

− 1

2
1

3

i. De même, le nombre Z2 = −i = e−i
π

2
a pour ra
ines


ubiques les nombres z4 = e−i
π

6 =

√
3

2
− 1

2
i ; z5 = ei

π

2 = i ; et en�n z6 = ei
7π

6 = −
√
3

2
− 1

2
i.

Les six nombres 
al
ulés sont les six solutions de l'équation initiale.

Exer
i
e 2 (fortement inspiré d'un exer
i
e de Ba
)

1. Le 
entre du 
er
le est simplement le milieu du segment [AB], don
 a pour a�xe zΩ =
zA + zB

2
= −1

2
. Le rayon du 
er
le peut alors se 
al
uler par exemple en 
al
ulant la distan
e

ΩA = |zA − zΩ| =
∣

∣

∣

∣

3

2
− 2i

∣

∣

∣

∣

=

√

9

4
+ 4 =

√

25

4
=

5

2
.

2. On 
ommen
e don
 par 
al
uler zD =
3 + 9i

4 + 2i
=

(3 + 9i)(4 − 2i)

16 + 4
=

30 + 30i

20
=

3

2
+

3

2
i. On

peut alors 
al
uler DΩ = |zD − zΩ| =
∣

∣

∣

∣

2 +
3

2
i

∣

∣

∣

∣

=
5

2
(le 
al
ul du module est quasiment le

même qu'à la question 1). Le point D étant situé à distan
e R de Ω, il appartient bien au


er
le C.
3. Le triangle est re
tangle en M si l'angle géométrique ÂMB est un angle droit, don
 si

arg

(

zA − zM

zB − zM

)

≡ π

2
[π], ou en
ore si

zM − zA

zM − zB
∈ iR. En posant zM = a + ib, on va alors


al
uler la partie réelle de

a+ ib− 1 + 2i

a+ ib+ 2− 2i
=

((a− 1) + i(b+ 2))((a + 2) + i(2− b)))

(a+ 2)2 + (b− 2)2
. Notre
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nombre est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle, don
 si (a−1)(a+2)−(b+2)(2−b) = 0,
soit a2 + a − 2 + b2 − 4 = 0. On re
onnait une équation de 
er
le qu'on va fa
toriser :

(

a+
1

2

)2

− 1

4
+b2−6 = 0, don


(

a+
1

2

)2

+b2 =
25

4
. On re
onnait un 
er
le dont le 
entre a

pour a�xe −1

2
et don
 le rayon est égal à

5

2
. Oh, quelle 
oïn
iden
e, 
'est le 
er
le C ! Cela ne

surprendra bien sûr que 
eux qui ont 
omplètement oublié tout 
e qu'ils ont vu en géométrie

au 
ollège : un point M appartient au 
er
le de diamètre [AB] si et seulement si le triangle

ABM est re
tangle en M .

4. Comme Ω et I sont tous deux situés sur l'axe réel et que I est � à droite � de Ω, le point

E est simplement situé de façon à 
e que le nombre zE − zΩ ait pour argument

π

4
et pour

module

5

2
(puisque le point appartient au 
er
le C). Autrement dit, on a simplement zE =

5

2
ei

π

4 + zΩ =
5
√
2

4
− 1

2
+

5
√
2

4
i. Passionnant.

5. Soit r l'appli
ation dé�nie sur C par r(z) = ei
π

4

(

z +
1

2

)

− 1

2
.

(a) Il s'agit manifestement de la rotation de 
entre Ω et d'angle

π

4
.

(b) Normalement, si vous avez déjà 
ommen
é à faire la �gure, il devrait vous paraitre évident

que r(K) = E. E�e
tuons quand même le 
al
ul : r(2) =
5

2
ei

π

4 − 1

2
. Ah ben oui, 
'est bien

le point E 
omme prévu.

(
) Voi
i la �gure demandée :

0 1 2 3−1−2−3−4

0

1

2

3

−1

−2

−3

B

IOmega K

A

E
D

(d)

(d) On va supposer que 
e qui est souhaité est une 
onstru
tions géométrique permettant

d'obtenir le point E à la règle et au 
ompas en ayant uniquement au départ le repère

orthonormal de tra
é sur notre feuille. Une façon de faire :

• on pla
e sur la �gure les deux points d'a�xe 2 et −3.
• on tra
e à la règle et au 
ompas la médiatri
e (d) du segment reliant les deux points

pré
édemment pla
és (rappel : pour 
ela, un prend un é
artement de 
ompas aléatoire
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pas trop petit, et à partir des deux points on tra
e deux ar
s de 
er
le qui vont se


ouper en deux points appartenant à ladite médiatri
e).

• le point d'interse
tion de 
ette médiatri
e et de l'axe réel est Ω, 
e qui permet de tra
er

le 
er
le C (qui passe par les deux points initiaux).

• on tra
e la bisse
tri
e de l'axe réel et de la médiatri
e (d) tra
ée pré
édemment (rappel :

pour 
ela, il su�t i
i de prendre un é
artement de 
ompas pas trop petit et de tra
er

des ar
s à partir du point K et du point d'interse
tion de la médiatri
e (d) et du 
er
le

C, le point d'interse
tion des ar
s n'a plus qu'à être relié à Ω).
• le point d'interse
tion de 
ette bisse
tri
e et du 
er
le C est le point E.

Exer
i
e 3

1. Il s'agit d'e�e
tuer une bije
tion entre les 10 élèves du groupe et les 10 pla
es disponibles dans

les deux voitures, on va don
 utiliser des permutations (si vous préférez, l'ordre des élèves est

important, et il n'y a pas de répétitions possibles puisqu'on ne va pas asseoir deux élèves à la

même pla
e). Il y a don
 10! = 3 628 800 pla
ements possibles (on donnera toutes les valeurs

numériques dans 
e 
orrigé).

2. Il y a 
inq pla
es à attribuer pour dix élèves, on va 
ette fois-
i avoir un arrangement :

10!

5!
= 10 × 9 × 8 × 7 × 6 possibilités (10 élèves possibles pour la première pla
e, plus que

9 pour la suivante et
). Alternativement, on 
hoisit un groupe de 
inq élèves parmi les 10

disponibles, puis on 
hoisit l'ordre dans lequel on les asseoit dans la voiture, soit

(

10

5

)

× 5!

possibilités. Les deux nombres sont bien entendu égaux, ils valent 720 ∗ 42 = 30 240.

3. On 
hoisit la voiture dans laquelle on va 
aser les garçons, puis la pla
e o

upée par une �lle

dans 
ette voiture. Ensuite, il reste à ordonner les quatre garçons sur les quatre pla
es qu'ils

vont o

uper, et les six �lles sur les six pla
es qu'elles vont o

uper, soit 2 × 5 × 4! × 6! =
10×24×720 = 172 800 (soit une très faible proportion de l'ensemble des pla
ements possibles,

à peine 5%). Il existe plein d'autres façons d'obtenir 
e résultat.

4. Une possibilité parmi d'autres : on 
hoisit deux pla
es dans la première voiture, puis deux

pla
es dans la deuxième, on permute les quatre garçons sur 
es quatre pla
es et les six �lles

sur les pla
es restantes, soit

(

5

2

)

×
(

5

2

)

× 4! × 6! = 1 728 000 (dix fois plus que le 
al
ul

pré
édent, ça se produira don
 presque une fois sur deux).

5. Les pla
es des six �lles sont imposées, 
elles des quatre garçons aussi, il ne reste plus qu'à

permuter les deux groupes, don
 4!× 6! = 17 280 pla
ements possibles. C'est bien sûr en
ore

dix fois moins qu'à la question 3.

6. On est don
 obligés de mettre un garçon et une �lle à l'avant de 
haque voiture, et un garçon

entouré de deux �lles à l'arrière. On peut 
hoisir su

essivement les 
hoses suivantes :

• un garçon et une �lle à mettre à l'avant de la première voiture : 6× 4 = 24 possibilités, à

multiplier par deux pour savoir lequel des deux prendra le volant.

• un garçon à mettre à l'arrière de la première (plus que trois possibilités, et il ne 
hoisit

pas sa pla
e, il sera for
ément au milieu).

• une �lle à mettre à sa gau
he, une autre à sa droite, 5× 4 = 20 
hoix possibles.

• un garçon et une �lle à mettre à l'avant de la deuxième voiture, 3 × 2 = 6 possibilités, à

multiplier à nouveau par deux.

• on n'a plus le 
hoix pour le garçon à l'arrière, mais on a en
ore deux possibilités pour

pla
er les deux dernières �lles autour de lui.

On trouve �nalement 48×3×20×12×2 = 69 120 
as possibles. En fait, on peut faire beau
oup

plus simple : on 
hoisit une pla
e à l'avant dans 
haque voiture (deux 
hoix possibles à 
haque

fois) où on mettra des garçons, ensuite on permute les garçons sur les quatre pla
es où ils

doivent être installés, puis les six �lles sur les pla
es restantes, soit 4× 4!× 6! possibilités.

4



7. Le genre de question qui fait toujours plaisir. On reprend don
 tout ave
 les hypothèses

supplémentaires :

(a) On 
hoisit le 
ondu
teur de la première voiture (quatre possibilités), le 
ondu
teur de la

deuxième (plus que trois possibilités), puis on 
ase les huit derniers étudiants dans un

ordre aléatoire, 
e qui fait 4× 3× 8! = 483 840 possibilités au total.

(b) Même prin
ipe, on 
hoisit le 
ondu
teur (quatre possibilités) puis on e�e
tue un arrange-

ment de quatre étudiants sur les neuf restants, 
e qui donne 4× 9!

5!
= 12 096 possibilités

pour la première voiture.

(
) On va séparer deux types de 
as : si le garçon qui a le permis ne 
onduit pas, on 
hoisit

la voiture où vont être les garçons (deux 
hoix), puis on les permute sur les quatre pla
es

disponibles hors 
ondu
teurs (4! = 24 
hoix possibles), on 
hoisit la �lle qui 
onduit leur

voiture (3 possibilités), puis 
elle qui 
onduit l'autre voiture (plus que 2 
hoix) et en�n

on permute les quatre �lles restantes sur les pla
es � non 
ondu
teur � de la deuxième

voiture. On a don
 2× 24× 6× 24 = 6 912 
as possibles. Deuxième possibilité : le garçon


ondu
teur 
onduit, on 
hoisit alors la voiture des garçons (toujours 2 
hoix), la pla
e

o

upée par une �lle dans 
ette voiture (4 
hoix), on permute les trois garçons qui ne


onduisent pas sur leurs pla
es attitrées (3! = 6 
hoix possibles), on 
hoisit la 
ondu
tri
e

de la deuxième voiture (3 
hoix) et on permute les 
inq �lles restantes sur les 
inq dernières

pla
es disponibles (y 
ompris 
elle dans la voiture de garçons, si on isole 
ette pla
e-là il

faut distinguer des 
as selon qu'on y met une �lle qui a ou non le permis, 
'est en
ore plus

pénible), 
e qui laisse un fa
teur 5! = 120 à ajouter, soit don
 2× 4× 6× 3× 120 = 17 280

as. Au total on a don
 24 192 
hoix possibles.

(d) Là en
ore 
'est plus simple de distinguer deux 
atégories : si 
e sont des �lles qui 
onduisent

dans 
haque voiture, on 
hoisit les deux 
ondu
tri
es (3 × 2 = 6 possibilités), puis on


hoisit deux garçons et deux �lles parmi les quatre pour 
ompléter la première voiture

(don


(

4

2

)2

= 36 possibilités), on ordonne 
es quatre personnes sur les quatre pla
es hors


ondu
teur de la première voiture, et on fait pareil dans la deuxième voiture (4! possibilités
pour 
haque voiture), 
e qui fait don
 6× 36× 242 = 124 416 possibilités. Passons aux 
as

où le garçon qui a le permis 
onduit : on 
hoisit sa voiture (2 
hoix), on 
hoisit la �lle qui


onduit l'autre voiture (3 
hoix), on 
omplète 
ette voiture (
elle où la �lle 
onduit) ave


deux �lles et deux garçons (un garçon et une �lle sont déjà �xés, don


(

3

2

)

×
(

5

2

)

= 30


hoix possibles), et 
omme auparavant on permute 
es quatre o

upants ainsi que les

quatre de l'autre voiture, 
e qui donne don
 2 × 3 × 30 × 242 = 103 680 possibilités. Au

total, on a obtenu 228 096 
as pour 
ette question.

(e) Ah, ça 
'est vite fait, 
omme on ne peut pas faire 
onduire deux garçons, il n'y a au
une

possibilité i
i.

(f) Devinez quoi ? On va en
ore distinguer selon le sexe des 
ondu
teurs. Si on fait 
onduire

deux �lles, on 
hoisit les deux 
ondu
tri
es (6 
hoix), puis les deux garçons qui seront leurs

voisins à l'avant de 
haque voiture (4×3 = 12 
hoix), puis les garçons au milieu à l'arrière

de 
haque voiture (seulement 2 
hoix possibles) et on permute les �lles restantes sur les

quatre dernières pla
es, don
 6 × 12 × 2 × 24 = 3 456 
as possibles. Si le garçon qui a le

permis 
onduit, on 
hoisit sa voiture, (2 
hoix), la 
ondu
tri
e de l'autre voiture (3 
hoix),

le voisin de 
ette 
ondu
tri
e (3 
hoix), la voisine du 
ondu
teur de l'autre voiture (5 
hoix),
et à l'arrière 
'est pareil qu'avant (2× 24 
hoix possibles), don
 2× 3× 3× 5× 48 = 4 320

as. On a don
 au total 7 776 
as pour 
ette dernière question.
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Exer
i
e 4

1. Cal
ulons don
 : f(1) =
−1− i

1 + i
= −1 ; f(3i) =

2i− 2

4i
=

1

2
+

1

2
i ; et f(−1+ 2i) =

−3 + i

−1 + 3i
=

(−3 + i)(−1− 3i)

10
=

6 + i

10
=

3

5
+

4

5
i.

2. L'équation f(z) = 0 implique simplement z − 2− i = 0, don
 l'unique anté
édent de 0 par f

est 2 + i. L'équation f(z) = 1 implique z − 2 − i = z + i, qui est manifestement impossible.

Le nombre 1 n'a don
 pas d'anté
édent par f . En�n, f(z) = 3− i si z− 2− i = (z+ i)(3− i),

don
 z − 2 − i = 3z − iz + 3i + 1, ou en
ore (i − 2)z = 4i + 3, dont on déduit z =
4i+ 3

i− 2
=

(4i + 3)(−i− 2

5
=

−11i− 2

5
= −2

5
− 11

5
i.

3. Surtout pas de 
al
uls 
ompliqués pour 
ette question, il su�t de partir de f(z) =
z − 2− i

z + i
=

Z et de 
al
uler expli
itement la ré
iproque : z−2−i = zZ+iZ implique z(1−Z) = 2+i+iZ,

don
, si Z 6= 1, il admet pour unique anté
édent par f le nombre z =
2 + i+ iZ

1− Z
. Ce 
al
ul

su�t à assurer que f est bije
tive entre les deux ensembles annon
és dans l'énon
é, et que

f−1(z) =
iz + 2 + i

1− z
.

4. Il s'agit 
ette fois de résoudre l'équation f(z) = z, soit z − 2 − i = z2 + iz, ou en
ore

z2 + (i − 1)z + 2 + i = 0. C'est une équation du se
ond degré dont le dis
riminant vaut

∆ = (i− 1)2 − 4(2 + i) = −2i− 8− 4i = −8− 6i. On va don
 
her
her un nombre 
omplexe

δ = a + ib tel que δ2 = ∆, 
e qui équivaut en isolant parties réelle et imaginaire aux deux


onditions a2 − b2 = −8 et 2ab = −6. On ajoute une troisième équation à l'aide du module :

|δ|2 = |∆|, soit a2 + b2 =
√
62 + 82 = 10. En additionnant et en soustrayant 
ette dernière

équation à la première, on a alors 2a2 = 2, don
 a = ±1, et 2b2 = 18, don
 b = ±3, Comme a et

b sont de signe opposé puisque 2ab = −6, on peut par exemple prendre δ = 1−3i. On en déduit

les deux solutions de notre équation : z1 =
1− i+ 1− 3i

2
= 1−2i, et z2 =

1− i− 1 + 3i

2
= i.

L'appli
ation f a deux points �xes.

5. À nouveau au
une raison d'être subtil : on pose brillamment z = a+ ib, et on 
al
ule f(z) =
a+ ib− 2− i

a+ ib+ i
=

((a− 2) + i(b− 1))(a − (b+ 1)i)

a2 + (b+ 1)2
. Pour avoir f(z) ∈ R, la partie imaginaire

de f(z) doit s'annuler, 
e qui donne la 
ondition ab − a − ab − a + 2b + 2 = 0, ou en
ore

b = a − 1. On re
onnait une équation de droite dans le plan, que nous représenterons après

avoir traité les deux questions suivantes.

6. On reprend bien sûr l'expression obtenue à la question pré
édente. Cette fois-
i 
'est la partie

réelle qui doit s'annuler, don
 a2 − 2a + b2 − b + b − 1 = 0. On re
onnait une équation de


er
le : (a−1)2+ b2 = 2, 
er
le de 
entre B(1) (on reprend la notation de la dernière question

de l'énon
é) et de rayon

√
2 te
hniquement, il faut enlever de 
e 
er
le le point A(−i) qui est

à une distan
e

√
2 de B).

7. Cette fois-
i, on peut revenir à l'expression initiale de f : on veut que

∣

∣

∣

∣

z − 2− i

z + i

∣

∣

∣

∣

= 1, don


|z − 2 − i| = |z + i|. Première méthode possible, on pose à nouveau brutalement z = a + ib

et on 
al
ule les modules (en élevant au 
arré pour ne pas s'embêter ave
 des ra
ines 
arrées

inutiles) : |(a− 2) + i(b− 1)|2 = |a+ i(b+ 1)|2 donne (a− 2)2 + (b− 1)2 = a2 + (b+ 1)2, soit
a2 − 4a+4+ b2 − 2b+1 = a2 + b2 +2b+1. On re
onnait �nalement une équation de droite :

4a+ 4b− 4 = 0, don
 b = 1− a.

Deuxième méthode une fois qu'on a é
rit l'égalité des modules |z − 2 − i| = |z + i|, on se

rend 
ompte qu'il s'agit de l'ensemble des points équadistants de spoints d'a�xe 2 + i et −i,


'est-à-dire de la médiatri
e du segment joignant 
es deux points. Il est temps de faire le petit
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s
héma demandé : la droite de la question 5 en bleu, le 
er
le de la question 6 en rouge et la

droite de la question 7 en vert :

0 1 2 3−1−2

0

1

2

−1

−2

A

B

8. Là en
ore, plusieurs façons de rédiger (on peut notamment utiliser la ré
iproque pour � tri-


her � et faire un 
al
ul ressemblant à 
elui de la question pré
édente), mais mettons-nous

dans la peau d'un élève standard de PTSI qui va bêtement poser z = a + ib. En reprenant

l'expression de la question 5 et les simpli�
ations ultérieures de la partie réelle et de la partie

imaginaire, on sait que f(x) =
1

a2 + (b+ 1)2
(2b− 2a+ 2+ i(a2 + b2 − 2a− 1)). Or, si z ∈ U,

on sait que a2 + b2 = 1, 
e qui permet de simpli�er à la fois le dénominateur et la partie ima-

ginaire de notre expression : f(z) =
1

2b+ 2
(2b+2−2a−2ai) = 1− a

b+ 1
− i

a

b+ 1
. Le nombre

obtenu a une image dans le plan 
omplexe appartenant à la droite d'équation y = x+ 1.

9. Là en
ore, il y a plein de réda
tions possibles. Partons du fait qu'un point appartenant au


er
le de 
entre A et de rayon 1 a une a�xe 
omplexe de la forme z = eiθ − i, et essayons de

prouver que, sous 
ette hypothèse, |f(z) − 1| est 
onstant (
e qui reviendra bien à montrer

que f(z) est situé sur un 
er
le de 
entre B). On 
al
ule don
 f(z)− 1 =
eiθ − 2− 2i

eiθ
− 1 =

−2− 2i

eiθ
. Le 
al
ul devient essentiellement trivial puisque le dénominateur de la fra
tion est

par dé�nition de module 1 : |f(z)− 1| = | − 2− 2i| =
√
8 = 2

√
2. Le 
er
le re
her
hé a don


pour rayon 2
√
2.
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