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Exer
i
e 1

1. Il faut 
ommen
er par � dé
ouper � la somme via une petite dé
omposition en éléments

simples : 
omme k2 − 1 = (k − 1)(k + 1), on peut é
rire

1

k2 − 1
=

a

k + 1
+

b

k − 1
. On peut

utiliser les mêmes te
hniques que pour les 
al
uls d'intégrale : on multiplie tout par k−1 puis

on pose k = 1 pour trouver b =
1

2
, et de même en multipliant par k+1 et en posant k = −1,

on a a = −1

2
. Reste don
 à 
al
uler Sn =

1

2

n
∑

k=2

1

k − 1
− 1

2

n
∑

k=1

1

k + 1
. On e�e
tue un dé
alage

d'indi
e dans une des deux sommes, voire même dans les deux pour 
réer un téles
opage :

Sn =
1

2

n−1
∑

k=1

1

n
−1

2

n+1
∑

k=3

1

k
=

1

2

(

1 +
1

2
+

n−1
∑

k=3

1

k

)

−1

2

(

n−1
∑

k=3

1

k
+

1

n
+

1

n+ 1

)

=
3

4
− 1

2n
− 1

2(n+ 1)
.

On obtient sans problème lim
n→+∞

Sn =
3

4
.

2. On pose don
 t =
√
x, ou x = t2, 
e qui implique que dx = 2t dt. Les bornes deviennent

simplement 0 et π, don
 I =

∫ π

0
2t cos(t) dt. Il est temps d'en
hainer ave
 une IPP en posant

u(t) = 2t, don
 u′(t) = 2, et v′(t) = cos(t) qu'on peut intégrer en v(t) = sin(t). On obtient

don
 I = [2t sin(t)]π0 −
∫ π

0
2 sin(t) dt = 0− [−2 cos(t)]π0 = −2− 2 = −4.

3. On 
ommen
e par normaliser l'équation pour la mettre sous la forme y′ +
1

x ln(x)
y =

1

ln(x)
.

Il y a deux intervalles de résolution envisageables : ]0, 1[ et ]1,+∞[.

Commençons par résoudre sur ]1,+∞[ : la fon
tion x 7→ 1

x ln(x)
y est 
ontinue et y admet pour

primitive la fon
tion x 7→ ln(ln(x)). Les solutions de l'équation homogène asso
iée sont don


les fon
tions de la forme yh(x) = Ke− ln(ln(x)) =
K

ln(x)
, ave
K ∈ R. Cher
hons maintenant une

solution parti
ulière de l'équation 
omplète en utilisant la méthode de variation de la 
onstante

et en posant don
 yp(x) =
K(x)

ln(x)
, 
e qui donne y′p(x) =

K ′(x) ln(x)− K(x)
x

ln2(x)
. La fon
tion yp est

don
 solution de l'équation 
omplète si

K ′(x)

ln(x)
− K(x)

x ln2(x)
+

1

x ln(x)
×K(x)

ln(x)
=

1

ln(x)
, 
'est-à-dire

tout simplement si K ′(x) = 1. On peut don
 
hoisir K(x) = x, soit yp(x) =
x

ln(x)
. Toutes les

fon
tions solutions de l'équation sur l'intervalle ]1,+∞[ sont don
 de la forme y(x) =
x+K

ln(x)
,

ave
 K ∈ R.

Sur l'intervalle ]0, 1[, il faudra 
hanger la primitive dans le 
al
ul des solutions de l'équation

homogène en ln(− ln(x)), mais la formule obtenue à la �n reste la même en 
hangeant le signe

de la 
onstante : yh(x) =
L

ln(x)
, ave
 L ∈ R. La solution parti
ulière obtenue sur l'autre
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intervalle reste valable sur 
elui-
i, don
 les solutions de l'équation 
omplète restent de la

forme y(x) =
x+ L

ln(x)
, ave
 L ∈ R.

Pour obtenir une solution 
ontinue sur ]0,+∞[, il faudrait que

x+K

ln(x)
admette une limite

�nie quand x tend vers 1 (le problème sera le même à gau
he et à droite). Dans la mesure où

le dénominateur tend vers 0, 
ela né
essite que le numérateur aussi, et don
 que K = −1 (et

L = −1 de l'autre 
�té). Or, en posant t = x−1, on sait que lim
x→1

x− 1

ln(x)
= lim

t→0

t

ln(t+ 1)
= 1 (
e

quotient est l'inverse d'un taux d'a

roissement 
lassique dont la limite a été vue en 
ours).

Cette limite étant valable des deux 
�tés, la fon
tion y dé�nie par y(x) =
x− 1

ln(x)
quand x 6= 1,

et prolongée par y(1) = 1 est don
 une solution de l'équation dé�nie et 
ontinue sur tout

l'intervalle ]0,+∞[.

Ce n'était bien sûr pas demandé par l'énon
é, mais voi
i une allure de quelques 
ourbes

intégrales asso
iées à 
ette équation di�érentielle :

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

5

−1

−2

4. La somme demandée vaut

n
∑

j=1

j
∑

i=1

4i2−4ij+ j2 =

n
∑

i=1

2j(j + 1)(2j + 1)

3
−2j(j+1)× j+ j3 =

n
∑

j=1

1

3
j3 +

2

3
j =

n2(n+ 1)2

12
+

n(n+ 1)

3
=

n(n+ 1)(n2 + n+ 4)

12
, expression qui ne fa
torise

pas plus. On peut par exemple véri�er que ça mar
he lorsque n = 2 : la formule donne

2× 3× 10

12
= 5, et la somme vaut bien

∑

16i6j62

(2i−j)2 = (2×1−1)2+(2×1−2)2+(2×2−2)2 =

1 + 0 + 4 = 5.

5. Un exemple 
lassique d'intégrale de fra
tion rationnelle. Le dénominateur a pour dis
riminant

∆ = 1+24 = 25 et pour ra
ines x1 =
1− 5

2
= −2 et x2 =

1 + 5

2
= 3. D'après le théorème de
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dé
omposition en éléments simples, on peut don
 é
rire

x

x2 − x− 6
=

a

x+ 2
+

b

x− 3
, pour

deux 
onstantes a et b à déterminer. Une multipli
ation par x+ 2 suivie du 
hoix de x = −2

donne

2

5
, et la multipli
ation par x−3 suivi du 
hoix de x = 3 donne de même b =

3

5
. Ne reste

plus qu'à 
al
uler J =
2

5

∫ 1

−1

1

x+ 2
dx+

3

5

∫ 1

−1

1

x+ 3
dx =

2

5
[ln(x+ 2)]1

−1 +
3

5
[ln(3− x)]1

−1 =

2

5
ln(3)+

3

5
(ln(2)− ln(4)) =

2 ln(3)− 3 ln(2)

5
(valeur qui est très légèrement positive, 
e qu'on

peut d'ailleurs di�
ilement anti
iper puisque la fon
tion 
hange de signe en 0, au beau milieu

de l'intervalle d'intégration)

6. Puisqu'on nous le demande, posons don
 t = ln(x) et y(x) = z(t) = z(ln(x)). On 
al
ule très


lassiquement y′(x) =
z′(ln(x))

x
, puis y′′(x) =

z′′(ln(x))− z′(ln(x))

x2
. On rempla
e ensuite

dans l'équation pour trouver z′′(ln(x)) − z′(ln(x)) − 3z′(ln(x)) + 4z(ln(x)) = x, soit z′′(t) −
4z′(t) + 4z(t) = et.

In
royable mais vrai, nous savons maintenant résoudre 
ette équation. L'équation 
ara
téris-

tique asso
iée r2−4r+4 admet pour ra
ine double r = 2, les solutions de l'équation homogène

sont don
 les fon
tions de la forme zh(t) = (A + Bt)e2t, ave
 (A,B) ∈ R
2
. On 
her
he une

solution parti
ulière sous la forme zp(t) = aet, qui est égale à ses dérivées première et se
onde,

et sera don
 solution si aet − 4aet + 4aet = et, don
 tout bêtement si a = 1. Les solutions de
l'équation sont don
 toutes les fon
tions de la forme z(t) = et+(A+Bt)e2t, ave
 (A,B) ∈ R

2
.

Il ne reste plus qu'à remonter le 
hangement de variables : les solutions de l'équation initiale

sont de la forme y(x) = z(ln(x)) = x+ (A+B ln(x))e2 ln(x), soit y(x) = x+Ax2 +Bx2 ln(x),
ave
 (A,B) ∈ R

2
.

La 
ondition initiale y(1) = 3 impose que 1 +A = 3, soit A = 2. De plus, y′(x) = 1 + 2Ax+
2Bx ln(x) + Bx, don
 y′(1) = 4 se traduit par 1 + 2A + B = 4, soit B = −1. Finalement,

l'unique solution au problème de Cau
hy proposé est la fon
tion y : x 7→ x+ 2x2 − x2 ln(x).

Exer
i
e 2

1. (a) Il su�t de 
onstater que

k
∑

j=1

qk = j×qk pour 
on
lure (la somme intérieure est une somme

de termes ne dépendant pas de la variable j).

(b) On peut également é
rire la somme sous la forme Sn =

n
∑

j=1

n
∑

k=j

qk (puisque j variait entre 1

et k dans la première é
riture sous forme de somme double, on doit retrans
rire la 
ondition

j 6 k). Les indi
es de la somme géométrique intérieure n'étant pas très pratique, le mieux

est de l'é
rire 
omme une di�éren
e de deux sommes géométriques démarrant à l'indi
e 0 :

n
∑

k=j

qk =

n
∑

k=0

qk −
j−1
∑

k=0

qk =
1− qn−1

1− q
− 1− qj

1− q
=

qj − qn+1

1− q
. Il ne reste plus qu'à 
al
uler la

somme extérieure, qui va à nouveau né
essiter un 
al
ul de somme géométrique (pour le

terme dépendant de j) : Sn =
1

1− q

n
∑

j=1

(qj − qn+1) =
1

1− q

(

1− qn+1

1− q
− 1− nqn+1

)

=

1− (n+ 1)qn+1 − 1 + q + nqn+2

(1− q)2
, soit Sn =

q(1− (n+ 1)qn + nqn+1)

(1− q)2
.

2. (a) Il s'agit d'un simple dé
alage d'indi
e pour 
ommen
er : qSn =

n
∑

k=1

kqk+1 =

n+1
∑

k=2

(k− 1)qk.
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On en déduit que (1− q)Sn = Sn − qSn =

n
∑

k=1

kqk −
n+1
∑

k=2

(k− 1)qk = q+

n
∑

k=2

kqk −
n+1
∑

k=2

(k−

1)qk − nqn+1
. En regroupant et simpli�ant les deux sommes ayant maintenant les mêmes

indi
es, on trouve bien Sn = q +
n
∑

k=2

qk − nqn+1 =
n
∑

k=1

qk − nqn+1
(on peut réintégrer le

terme de gau
he à la somme).

(b) On peut 
ontinuer le 
al
ul : (1− q)Sn =
1− qn+1

1− q
− 1− nqn+1

, et on a
hève exa
tement


omme à la �n de la question 1.b puisqu'on a obtenu la même formule intermédiaire.

3. (a) En
ore une appli
ation de la formule de somme géométrique : f(x) =
1− xn+1

1− x
.

(b) Le terme 
orrespondant à k = 0 est 
onstant et disparait à la dérivation, on peut don


é
rire f ′(x) =

n
∑

k=1

kxk−1
. Par ailleurs, en dérivant l'expression obtenue à la question pré-


édente, f ′(x) =
−(n+ 1)xn(1− x) + 1− xn+1

(1− x)2
=

1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
. On en déduit

que

n
∑

k=1

kxk−1 =
1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
.

(
) Il su�t de multiplier tout par x pour retrouver immédiatement

n
∑

k=1

kxk =
x(1− (n+ 1)xn + nxn+1)

(1− x)2
.

4. Prouvons don
 par ré
urren
e la propriété Pn :

n
∑

k=1

kqk =
q(1− (n+ 1)qn + nqn+1)

(1− q)2
.

Initialisons par exemple au rang n = 1, le membre de gau
he vaut alors q et 
elui de droite

q(1− 2q + q2)

(1− q)2
= q après avoir re
onnu au numérateur une identité remarquable 
orrespon-

dant exa
tement au dénominateur.

Supposons don
 la formule véri�ée au rang n, et 
al
ulons

n+1
∑

k=1

kqk =

n
∑

k=1

kqk+(n+1)qn+1
, soit

en appliquant l'hypothèse de ré
urren
e

n+1
∑

k=1

kqk =
q(1− (n+ 1)qn + nqn+1)

(1− q)2
+(n+1)qn+1 =

q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2 + (n+ 1)qn+1 − 2(n+ 1)qn+2 + (n+ 1)qn+3

(1− q)2

=
q − (n+ 2)qn+2 + (n+ 1)qn+3

(1− q)2
=

q(1− (n+ 2)qn+1 + (n+ 1)qn+2)

(1− q)2
, soit exa
tement la

formule souhaitée au rang n+ 1.

5. C'est vraiment une appli
ation toute bête :

n
∑

k=1

k3k =
3(1 − (n+ 1)3n + n3n+1)

(1− 3)2

=
3− (n+ 1)3n + 3n × 3n

4
=

3

4
+ (2n− 1)× 3n

4
.

Exer
i
e 3

1. Il s'agit d'une équation linéaire homogène, mais dont les 
oe�
ients ne sont pas 
onstants,

on ne peut don
 pas lui appliquer les méthodes vues en 
ours.

2. Si on pose f(x) = ax + b, on aura f ′(x) = a et f ′′(x) = 0, don
 f est solution de (E) si

−ax(2 + x) + (x+ 2)(ax + b) = 0, soit −2ax− ax2 + ax2 + 2ax+ bx+ 2b = 0. Il su�t don
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d'imposer b = 0. La 
onstante a peut prendre n'importe quelle valeur, par exemple a = 1, 
e
qui donne f(x) = x.

3. On 
ommen
e par 
al
uler W ′(x) = g′(x)h′(x) + g(x)h′′(x) − g′′(x)h(x) − g′(x)h′(x) =
g(x)h′′(x) − g′′(x)h(x). Or, les fon
tions g et h étant par hypothèse solutions de (E), elles
véri�ent x2g′′(x) = x(2 + x)g′(x) − (x + 2)g(x) et x2h′′(x) = x(2 + x)h′(x) − (x + 2)h(x).
Quitte à tout multiplier par x2, on a don
 x2W ′(x) = g(x)(x(2 + x)h′(x) − (x + 2)h(x)) −
(x(2 + x)g′(x) − (x + 2)g(x))h(x) = x(2 + x)(g(x)h′(x) − g′(x)h(x)) (les autres termes se

simpli�ent), soit x2W ′(x) = x(2 + x)W (x), et don
 W ′(x) =
2 + x

x
W (x).

4. La fon
tion W est don
 solution de l'équation di�érentielle homogène du premier ordre W ′−
(

2

x
+ 1

)

W = 0. La fon
tion x 7→ −2

x
−1 est 
ontinue sur ]0,+∞[ et y admet pour primitive

x 7→ −2 ln(x)− x, don
 W est de la forme W (x) = Ke2 ln(x)+x = Kx2ex, ave
 K ∈ R.

5. En posant h(x) = x (qui est solution de l'équation (E)) dans la dé�nition de la fon
tion

W , on 
onstate que, si g est solution de (E), alors g(x) − xg′(x) = Kx2ex. Cher
hons par

exemple une fon
tion g véri�ant 
ette équation lorsque K = −1 (
hanger la valeur de K ne

ferait que multiplier g par une 
onstante). On normalise l'équation pour la mettre sous la

forme g′(x) − 1

x
g(x) = xex. Les solutions de l'équation homogène asso
iée sont de la forme

gh(x) = Leln(x) = Lx, ave
 L ∈ R. Par variation de la 
onstante, on 
her
he une solution

parti
ulière sous la forme g(x) = xL(x), 
e qui impose g′(x) = xL′(x) + L(x). La fon
tion g

est alors solution de l'équation si xL′(x) + L(x) − L(x) = xex, don
 si L′(x) = ex. On peut

don
 
hoisir L(x) = ex, soit g(x) = xex.

Véri�ons : g′(x) = ex + xex = (1 + x)ex, puis g′′(x) = ex + (1 + x)ex = (2 + x)ex, don

x2g′′(x) − x(2 + x)g′(x) + (x + 2)g(x) = (2x2 + x3)ex − (2x + x2)(1 + x)ex + (x2 + 2x)ex =
ex(2x2 + x3 − 2x− 3x2 −x3 +x2 +2x) = 0. La fon
tion g est bien solution de l'équation (E).

6. Les solutions de (E) sont don
 de la forme y(x) = Ax+Bxex, ave
 (A,B) ∈ R
2
, et véri�ent

don
 y′(x) = A+ (B +Bx)ex. Les 
onditions y0(1) = 2− e et y′0(1) = 2− 2e imposent don


A + Be = 2 − e et A + 2Be = 2 − 2e, 
e qui est véri�é pour A = 2 et B = −1. La solution

re
her
hée est don
 dé�nie par y0(x) = 2x− xex.

7. Cal
ulons don
 I =

∫ 1

0
2x − xex dx = [x2]10 −

∫ 1

0
xex dx = 1 −

∫ 1

0
xex dx. Il est temps de

re
ourir à une IPP en posant u(x) = x, don
 u′(x) = 1 et v′(x) = ex qu'on peut intégrer en

v(x) = ex. Ces fon
tions sont bien sûr de 
lasse C1
sur l'intervalle [0, 1], don
 I = 1− [xex]10+

∫ 1

0
ex dx = 1− e+ [ex]10 = 1− e+ e− 1 = 0.

8. En S
rabble français, et en supposant que le mot ne rapporte au
un bonus, il rapporterait 27
points (10 pour le W et le K, un seul point pour 
ha
une des sept lettres restantes).

Exer
i
e 4

1. On 
al
ule don
 S0 = 1 (il n'y a qu'un terme dans la somme) puis S1 = 1 − 1

3
=

2

3
;

S5 = 1− 1

3
+

1

5
=

13

15
et en�n S4 =

13

15
− 1

7
=

76

105
.

2. On obtient fa
ilement Sn+2 − Sn =

n+2
∑

k=0

(−1)k

2k + 1
−

n
∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

(−1)n+1

2n+ 3
+

(−1)n + 2

2n+ 5
. Si n

est un entier pair, n + 2 est pair, et n + 1 impair, don
 Sn+2 − Sn =
1

2n+ 5
− 1

2n+ 3
=

− 2

(2n + 5)(2n + 3)
< 0. Au 
ontraire, si n est impair, les signes sont inversés et Sn+2 − Sn =

5



2

(2n + 5)(2n + 3)
> 0.

3. Il s'agit d'une somme géométrique de raison −t2, qui vaut don


n
∑

k=0

(−t2)k =
1− (−t2)n+1

1 + t2
=

1 + (−1)nt2n+2

1 + t2
.

La dédu
tion est immédiate, il su�t de mettre une intégrale autour de l'égalité pré
édente

(l'intégrale d'une somme étant égale à la somme des intégrales, propriété 
onnue sous la nom

de linéarité de l'intégrale).

4. Sans di�
ulté,

∫ 1

0
(−1)kt2k dt = (−1)k

[

t2k+1

2k + 1

]1

0

=
(−1)k

2k + 1
.

La somme obtenue 
omme membre de gau
he de l'égalité pré
édente est don
 exa
tement

égale à Sn, d'où Sn =
∫ 1
0

1

1 + t2
dt+ (−1)n

∫ 1

0

t2n+2

1 + t2
dt.

5. C'est absolument trivial :

1

1 + t2
6 1 et t2n+2 > 0, l'inégalité en dé
oule immédiatement. En

utilisant le théorème donné en indi
ation, on en déduit que

∫ 1

0

t2n+2

1 + t2
dt 6

∫ 1

0
t2n+2 dt =

[

t2n+3

2n + 3

]1

0

=
1

2n+ 3
. Comme par ailleurs

∫ 1

0

t2n+2

1 + t2
dt > 0 (on intégre une fon
tion qui est

toujours positive sur l'intervalle [0, 1]), le théorème des gendarmes permet de 
on
lure que la

limite demandée est simplement égale à 0.

6. La multipli
ation par (−1)n ne 
hangeant évidemment pas la nullité de la limite pré
édent,

lim
n→+∞

Sn =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = [arctan(t)]10 =

π

4
.

7. La question 4 a permis de prouver que Sn = l+(−1)n
∫ 1

0

t2n+2

1 + t2
dt. L'intégrale étant positive,

le signe de Sn − l est don
 le même que 
elui de (−1)n. Tous les termes d'indi
es pairs de la

suite sont don
 bien supérieurs à l, et tous 
eux d'indi
e impair sont inférieurs à l.

8. Puisque

π

4
est 
ompris entre S2n et S2n+1, 
es deux nombres forment une valeur appro
hée de

π

4
ave
 une erreur maximale égale à S2n − S2n+1, 
'est-à-dire égale à

1

4n+ 3
(valeur absolue

du terme numéro 2n + 1 de la somme). Il nous faut obtenir une valeur appro
hée de

π

4
à

0.00025 près (l'erreur sera multipliée par 4 pour obtenir la valeur appro
hée de π), 
e qui sera

le 
as lorsque

1

4n + 3
6

1

4 000
, don
 4n + 3 > 4 000, soit n > 1 000. On peut don
 prendre

4 × S2000 
omme valeur appro
hée par ex
ès, ou 4 × S2001 par défaut, pour être sûr d'avoir

une pré
ision de 10−3
. En pratique, 4× S2 000 ≃ 3.14209 et 4× S2 001 ≃ 3.14109.
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