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Exerie 1

1. On ommene bien sûr par tout passer à gauhe et mettre au dénominateur, le membre de

gauhe vaut alors :G =
2x+ 5

x− 2
−3x− 6

x+ 4
−2 =

(2x+ 5)(x+ 4)− (3x− 6)(x− 2)− 2(x− 2)(x+ 4)

(x− 2)(x+ 4)
=

2x2 + 13x+ 20− 3x2 + 12x− 12− 2x2 − 4x+ 16

(x− 2)(x + 4)
=

−3x2 + 21x+ 24

(x− 2)(x + 4)
=

−3(x2 − 7x− 8)

(x− 2)(x+ 4)
.

Le trin�me x2−7x−8 admet −1 pour raine évidente, mais on peut aussi aluler son disri-

minant ∆ = 49 + 32 = 81 et retrouver les deux raines x1 =
7 + 9

2
= 8 et x2 =

7− 9

−2
= −1.

Il ne reste plus qu'à onlure par un beau tableau de signes :

x −4 −1 2 8

−3(x2 − 7x− 8) − − 0 + + 0 −
(x− 2)(x + 4) + 0 − − 0 + +

G − + 0 − + 0 −

On onlut don que S =]−∞,−4[∪]− 1, 2[∪]8,+∞[.

2. L'équation est véri�ée si et seulement si |x| − |x − 1| = 1 ou |x| − |x − 1| = −1. Faisons un
tableau d'expressions pour |x| − |x− 1| :

x 0 1

|x| −x 0 x x

|x− 1| 1− x 1− x 0 x− 1

|x| − |x− 1| −1 2x− 1 1

L'équation est don toujours véri�é si x 6 0, ou si x > 1. Sur l'intervalle [0, 1], on doit

avoir 2x − 1 = 1, soit x = 1, ou 2x − 1 = −1, soit x = 0, e qui n'ajoute pas de solutions

supplémentaires. Conlusion : S =]−∞, 0] ∪ [1,+∞[.

3. On véri�e que −1 est solution évidente de l'équation : 2×(−1)3−3×(−1)2+8−3 = −2−3+
8−3 = 0. On peut don fatoriser notre membre de gauhe sous la forme 2x3−3x2−8x−3 =
(x+ 1)(ax2 + bx+ c) = ax3 + (a+ b)x2 + (b+ c)x+ c. Par identi�ation des oe�ients, on

trouve a = 2, puis a+ b = −3, don b = −5, et b+ c = −8, don −3, e qui est ohérent ave
la dernière équation. Le trin�me 2x2 − 5x − 3 ayant pour disriminant ∆ = 25 + 24 = 49 et

pour raines x1 =
5− 7

4
= −1

2
et x2 =

5 + 7

4
= 3, on onlut : S =

{

−1,−1

2
, 3

}

.

4. L'inéquation n'a pas de sens si x < 2 à ause de la raine arrée du membre de gauhe. De

plus, on peut l'érire sous la forme

√
x− 2 < x− 4, inéquation qui ne peut pas être véri�ée si

x < 4 (le membre de droite étant alors négatif alors que elui de gauhe est positif). Quand

x > 4, on peut tout élever au arré pour obtenir l'inéquation équivalente x−2 < x2−8x+16,
soit x2 − 9x + 18 > 0. Ce trin�me a pour disriminant ∆ = 81 − 72 = 9, et pour raines

x1 =
9− 3

2
= 3 et x2 =

9 + 3

2
= 6. Ave la ondition x > 4, on ne garde omme solution que

l'intervalle ]6,+∞[.

1



5. On va bien sûr faire un � tableau de signes � de l'expression A = |3−x|+|2x+3|−|x2−x−2|−2.
Les seuls aluls préalables sont eux eux des raines du trin�me x2 − x − 2, qui a pour

disriminant ∆ = 1 + 8 = 9 et s'annule don en x1 =
1− 3

2
= −1 et en x2 =

1 + 3

2
= 2.

x −3

2
−1 2 3

|x− 3| 3− x 3− x 3− x 3− x 0 x− 3

|2x+ 3| −2x− 3 0 2x+ 3 2x+ 3 2x+ 3 2x+ 3

|x2 − x− 2| x2 − x− 2 x2 − x− 2 0 x+ 2− x2 0 x2 − x− 2 x2 − x− 2

A −x2 − 2x −x2 + 2x+ 6 x2 + 2 −x2 + 2x+ 6 −x2 + 4x

On résout ensuite l'inéquation A 6 0 sur haun des intervalles :

• sur

]

−∞,−3

2

]

, on obtient −x(x+2) < 0, e qui est véri�é sur tout l'intervalle ]−∞,−2[.

• sur

[

−3

2
,−1

]

et sur [2, 3], 'est la même inéquation −x2 + 2x + 6 < 0. Le trin�me a

pour disriminant ∆ = 4 + 24 = 28 et admet pour raines x3 =
−2−

√
28

−2
= 1 +

√
7 et

x4 =
−2 +

√
28

−2
= 1 −

√
7. Comme 1 +

√
7 > 3 (la raine arrée de 7 est ertainement

supérieure à 2) et 1 −
√
7 < −3

2
('est moins évident mais

(

5

2

)2

=
25

4
< 7 su�t à le

justi�er), les intervalles de résolution sont entièrement ompris entre les deux raines, et

il n'y a don auune solution à notre inéquation sur es intervalles.

• sur [−1, 2], l'inéquation x2 < −2 n'a manifestement auune solution réelle.

• en�n, sur [3,+∞[, la ondition x(4−x) < 0 permet d'obtenir omme seond intervalle de

solutions ]4,+∞[.
Conlusion : S =]−∞,−2[∪]4,+∞[.

6. On ommene déjà par signaler que, si m = 1, l'équation n'est pas une équation du seond

degré. On a dans e as 2x+3 = 0, don une unique solution x = −3

2
. Dans tous les autres as,

on peut aluler le disriminant ∆ = 4m2−4(m−1)(m+2) = 4(m2−m2−m+2) = 4(2−m).
On distingue les as suivants :

• si m > 2, le disriminant est stritement négatif, il n'y a don pas de raine réelle.

• si m = 2, ∆ = 0 et l'équation admet pour raine double x = − 2m

2(m− 1)
= −4

2
= −2.

• si m < 2 (et m 6= 1), ∆ > 0 et il y aura deux solutions réelles x1 =
−2m−

√

4(2−m)

2(m− 1)
=

m+
√
2−m

1−m
et x2 =

m−
√
2−m

m− 1
.

Exerie 2

1. FAUX, ça ne marhe que si x et y sont de même signe. Un ontre-exemple simple : x = −1
et y = 1.

2. VRAI, et énoné signi�e simplement que la fontion ube est roissante sur R.

3. FAUX, en hoisissant des valeurs de z et de t positives on trouve très failement des ontre-

exemples. Par exemple x = −2, y = −1, z = 1 et t =
3

2
donne xz = −2 et yt = −3

2
, e qui

ontredit l'énoné.

4. VRAI, on peut toujours prendre y = −1 (l'énoné resterait don vrai en inversant l'ordre des

quanti�ateurs).

2



5. FAUX, ave les onditions proposées on aura toujours xy > 0, don ε = −1 (ou n'importe

quelle autre valeur négative) est un ontre-exemple.

6. FAUX, la propriété signi�e que tout point de oordonnées (a, b) appartenant au arré bleu

(f dessin i-dessous), on peut trouver un point de oordonnées (x, y) dans le disque trigo-

nométrique (en rouge sur le dessin) dont le arré de la distane au premier point soit in-

férieure à

1

10
. Or, en prenant a = 1 et b = 1 (don le point dans le oin supérieur droit

du arré), le point du disque le plus prohe orrespond à x = y =

√
2

2
, et on a alors

(x − a)2 + (y − b)2 = 2 ×
(

1−
√
2

2

)2

=
2(2−

√
2)2

4
=

4− 4
√
2 + 2

2
= 3 − 2

√
2, valeur

enore supérieure à

1

10
.

0 1−1

0

1

−1

(a,b)

(x,y)

Exerie 3

1. Il faut bien entendu que x ne soit pas égal à 1, mais aussi que l'expression sous le ln soit

stritement positive. Elle est toujours positive en tant que valeur absolue, mais s'annule quand

x = −1, qui est don aussi une valeur interdire pour la fontion f . Bref, Df = R\{−1, 1}.

2. • f(−2) =
1

−3
+

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

−1

3

∣

∣

∣

∣

= −1

3
− 1

2
ln(3) = −1

3
− ln(

√
3).

• f

(

3

5

)

=
1

−2

5

+
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

8

5

2

5

∣

∣

∣

∣

∣

= −5

2
+

1

2
ln(4) = ln(2)− 5

2
.

• f(
√
2) =

1√
2− 1

+
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 +
√
2

1−
√
2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 +

√
2

2− 1
+

1

2
ln(1 +

√
2)2 = 1 +

√
2 + ln(1 +

√
2).

3. Les limites les plus failes à aluler sont elles en −1. On a alors lim
x→−1

1

1− x
=

1

2
, et

lim
x→−1

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= 0, don lim
x→−1

ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= 0 = −∞, et lim
x→−1

f(x) = −∞ (à droite omme

à gauhe, auune raison de distinguer deux as ii).

Regardons ensuite e qui se passe à l'in�ni : en gardant les termes de plus haut degré au

numérateur et au dénominateur, on a lim
x→±∞

1 + x

1− x
= −1, don lim

x→±∞
ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= 0, puis

lim
x→±∞

f(x) = 0.

En�n, lim
x→1

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

= +∞ (à gauhe omme à droite ave la valeur absolue), don lim
x→1

ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

=
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+∞. Auun problème du �té droit, on a lim
x→1+

1

x− 1
= +∞, don lim

x→1+
f(x) = +∞. Mais à

gauhe de 1, on a une belle forme indéterminée du type � −∞ + ∞ �. Comme on manque

un peu de tehnique pour e�etuer le alul vraiment rigoureusement, on se ontentera d'in-

voquer sans plus de préisions la roissane omparée (de fait 'en est bien une, mais loin

d'être élémentaire) pour aher sous le tapis le moreau ontenant un ln et prétendre que

lim
x→1−

f(x) = −∞.

La ourbe admettra don trois asymptotes : les droites vertiales d'équation x = −1 et x = 1,
et l'axe des absisses qui est asymptote horizontale en −∞ omme en +∞.

4. Il su�t d'étudier le signe de e qui se trouve dans la valeur absolue. Ce quotient est du même

signe que le produit (1 + x)(1− x), don positif entre ses raines 1 et −1. Autrement dit, sur

] − 1, 1[, f(x) =
1

x− 1
+

1

2
ln

(

1 + x

1− x

)

, et sur les deux autres intervalles de dé�nition de f ,

]−∞,−1[ et ]1,+∞[, on aura f(x) =
1

x− 1
+

1

2
ln

(

1 + x

x− 1

)

.

5. C'est en fait une propriété générale : la dérivée de ln |u| vaut toujours

u′

u
, quel que soit le

signe de la fontion u. En e�et, sur les intervalles où u est positive, on peut enlever la valeur

absolue et utiliser la formule de dérivation habituelle. Mais sur eux où u est négative, on

dérive alors ln(−u), e qui donne
−u′

−u
=

u′

u
après annulation des deux signes moins.

Ii, on peut don aluler la dérivée sur ] − 1, 1[, la formule restera valable sur les autres

intervalles de dé�nition de f . Commençons par poser u(x) =
1 + x

1− x
et alulons u′(x) =

1− x+ 1 + x

(1− x)2
=

2

(1− x)2
. Il est maintenant temps de dériver f : f ′(x) = − 1

(x− 1)2
+

1

2

2

(1− x)2
× 1− x

1 + x
= − 1

(1− x)2
+

1

(1 + x)(1 − x)
=

−1− x+ 1− x

(1 − x)2(1 + x)
= − 2x

(1− x)2(1 + x)
.

6. La dérivée alulée est du signe de − 2x

1 + x
, 'est-à-dire du signe de −x(1 + x), qui s'annule

en 0 (et en −1, mais 'est une valeur interdite pour f ), et sera positive uniquement sur

l'intervalle ]− 1, 0]. La seule valeur à aluler pour ompléter notre tableau de variations est

f(0) = −1 + ln(1) = −1.

x −∞ −1 0 1 +∞
f ′(x) − + 0 − −

f 0
❍
❍
❍❥−∞ −∞

✟✯
✟

✟

−1
❍
❍
❍❥−∞

+∞
❍
❍
❍❥ 0

7. Voii une belle allure de ourbe :
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8. Sans herher à justi�er très rigoureusement (il faudrait parler de bijetion pour ela), une

étude préise du tableau de variations ou de la ourbe donne les as suivants :

• si a < −1, l'équation f(x) = a admet trois solutions : une sur ]−∞,−1[, une sur ]− 1, 0[
et une sur ]0, 1[.

• si a = −1, l'équation n'a plus que deux solutions : une sur ]−∞,−1[ et x = 0.
• si −1 < a < 0, il ne reste qu'une seule solution appartenant à ]−∞,−1[.
• si a = 0, on trouve le seul as où l'équation n'a auune solution.

• si a > 0, on a à nouveau une solution unique, appartenant ette fois-i à l'intervalle

]0,+∞[.

Il vaut mieux viser la perfetion et la manquer,

que viser l'imperfetion et l'atteindre.

Bertrand Russell
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