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Quelques équations et inéquations.

1. Pour que le membre de droite ait un sens, on doit avoir x 6 1, on va don
 résoudre sur

l'intervalle ] −∞, 1]. Il faut également enlever la valeur x = −1, qui est une valeur interdite

pour le membre de gau
he. Par ailleurs, si x < −1, 
e même membre de gau
he est stri
tement

négatif, et l'inégalité est alors né
essairement véri�ée, l'intervalle ] − ∞,−1[ est don
 in
lus

dans l'ensemble des solutions de notre inéquation. Si x ∈] − 1, 1], tout est positif à gau
he


omme à droite, on peut élever au 
arré pour obtenir l'inéquation équivalente

1

x2 + 2x+ 1
6

1−x, soit 1 6 (x2+2x+1)(1−x) = −x3−x2+x+1, 
e qui donne don
 x3+x2−x 6 0. Le
membre de gau
he se fa
torise sous la forme x(x2+x−1), et la parenthèse a pour dis
riminant

∆ = 1 + 4 = 5, et s'annule en x1 =
−1−

√
5

2
, et en x2 =

−1 +
√
5

2
. On en déduit le tableau

de signe suivant :

x −∞ −1−
√
5

2 0 −1+
√
5

2 +∞
x3 + x2 − x − 0 + 0 − 0 +

Dans l'intervalle qui nous 
on
erne, on garde 
omme solutions les nombres dans l'intervalle

[

0,
−1 +

√
5

2

]

. Finalement, S =]−∞,−1[∪
[

0,
−1 +

√
5

2

]

.

2. Bien sûr, on passe tout à gau
he et on met au même dénominateur :

(2x+ 3)(2x− 3)− 4x(x− 1)

(x− 1)(2x − 3)
6

0, soit en développant le numérateur (on ne tou
he pas au dénominateur, ça n'aurait au
un

intérêt)

4x− 9

(x− 1)(2x − 3)
6 0. Il ne reste plus qu'à faire un beau tableau de signes :

x 1 3
2

9
4

4x− 9 − − − 0 +

x− 1 − 0 + + +

2x− 3 − − 0 + +

Q − + − 0 +

On 
on
lut : S =]−∞, 1[∪
]

3

2
,
9

4

]

.

3. Il nous faudrait une ra
ine évidente. Ne nous laissons pas impressionner par les 
oe�
ients,

x = 2 
onvient très bien, puisque 23 − 39 × 2 + 70 = 8 − 78 + 70 = 0. On peut don


fa
toriser le membre de gau
he de notre équation sous la forme (x − 2)(ax2 + bx + c) =
ax3 +(b− 2a)x2 +(c− 2b)x− 2c. Par identi�
ation des 
oe�
ients, on trouve su

essivement

les 
onditions a = 1, puis b− 2a = 0 (attention, il n'y a pas de terme en x2 dans le polyn�me

initial !) don
 b = 2 ; c−2b = −39, don
 c = −35, 
e qui est 
ohérent ave
 la dernière équation

−2c = 70. Notre deuxième fa
teur x2 + 2x− 35 a pour dis
riminant ∆ = 4 + 140 = 144 (oh
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tiens, un 
arré parfait), et admet pour ra
ines x1 =
−2− 12

2
= −7 et x2 =

−2 + 12

2
= 5.

Bref, on 
on
lut aisément : S = {−7, 2, 5}.
4. Le membre de gau
he a un sens si x 6= −1 et x 6= 2 (seules valeurs pour lesquelles les valeurs

absolues dans les ln ne sont pas stri
tement positives toutes les deux). Le reste du temps, on

peut simplement é
rire que l'inéquation est équivalente à ln

∣

∣

∣

∣

x+ 1

x− 2

∣

∣

∣

∣

6 ln(2), soit en passant à

l'exponentielle

∣

∣

∣

∣

x+ 1

x− 2

∣

∣

∣

∣

6 2. On se débarasse des valeurs absolues : −2 6
x+ 1

x− 2
6 2, puis on

traite séparément les deux 
onditions : l'inéquation de gau
he peut s'é
rire 0 6
x+ 1

x− 2
+ 2 =

3x− 3

x− 2
. Le quotient

3x− 3

x− 2
est du même signe que le produit (3x− 3)(x− 2), don
 positif à

l'extérieur de ses ra
ines, sur les deux intervalles ] − ∞, 1] (auquel il faudra éventuellement

enlever la valeur interdire −1) et ]2,+∞[ (là on enlève tout de suite la valeur interdite 2).

L'autre inéquation s'é
rit

x+ 1

x− 2
−2 6 0, soit

−x+ 5

x− 2
6 0. Même raisonnement qu'auparavant,

le quotient est du signe du produit, don
 négatif à l'extérieur des ra
ines (il y a un 
oe�
ient

négatif devant x2 i
i), soit sur les intervalles ]−∞, 2[ et [5,+∞[. Pour que les deux 
onditions

soient véri�ées simultanément, on 
onserve S =]−∞, 1]\{−1} ∪ [5,+∞[.

5. On va bien sûr 
ommen
er par poserX = ln(x) pour se ramer à l'inéquation du troisième degré

2X3−5X2+2X 6 0, qu'on peut bien sûr fa
toriser par X pour obtenir X(2X2−5X+2) 6 0.
Le trin�me 2X2 − 5X + 2 a pour dis
riminant ∆ = 25 − 16 = 9, et admet pour ra
ines

X1 =
5− 3

4
=

1

2
et X2 =

5 + 3

4
= 2. Autrement dit, on doit étudier le signe du trin�me

X(X − 2)(2X − 1), qui est donné par le tableau suivant :

X −∞ 0 1
2 2 +∞

2X3 − 5X2 + 2X − 0 + 0 − 0 +

On en déduit que x est solution de notre inéquation si X ∈]−∞, 0]∪
[

1

2
, 2

]

, soit en remontant

le 
hangement de variable S =]0, 1] ∪ [
√
e, e2].

Quelques études de fon
tions.

• La fon
tion f1 est dé�nie sur R puisqu'on a toujours x2 + 1 > 0. Elle est dérivable sur R, de

dérivée f ′
1(x) =

√
x2 + 1− (x+ 1)× 2x

2
√
x2+1

x2 + 1
=

x2 + 1− x(x+ 1)

(x2 + 1)
3

2

=
1− x

(x2 + 1)
3

2

. Cette dérivée

s'annule pour x = 1, où la fon
tion f1 admet un maximum de valeur f(1) =
2√
2
=

√
2. Pour

le 
al
ul des limites, on pro
ède 
omme souvent en fa
torisant numérateur et dénominateur,

mais attention, il y a un petit piège : f1(x) =
x(1 + 1

x
)

√

x2(1 + 1
x2 )

. Attention au fait que

√
x2 = |x|.

Si x > 0, on trouve don
 f1(x) =
1 + 1

x
√

1 + 1
x2

, don
 lim
x→+∞

f1(x) = 1, mais si x < 0, f1(x) =

− 1 + 1
x

√

1 + 1
x2

, et lim
x→−∞

f1(x) = −1. On peut don
 dresser le tableau de variations suivant :
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x −∞ 1 +∞

f1

−1

�✒
�

�

√
2❍❍❍❥ 1

Si on veut être plus pré
is, on peut noter que f1(0) = 1, et que f1 est du signe de x+1, don

positive sur [−1,+∞[. On 
on
lut ave
 une première 
ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

−1

−2

• La fon
tion f2 est dé�nie sur ]0, 1[∪]1,+∞[ (attention à la valeur d'annulation du loga-

rithme !), elle est dérivable sur 
et intervalle, de dérivée f ′
2(x) =

ln(x)
2
√
x
−

√
x
x

ln2(x)
=

ln(x)− 2

2
√
x ln2(x)

.

Notre fon
tion est don
 dé
roissante sur ]0, 1[ et sur ]1, e2[, admet un maximum de valeur

f2(e
2) =

e

2
, et est dé
roissante sur ]e2,+∞[. On obtient sans di�
ulté lim

x→0
f2(x) = 0 (pas de

forme indéterminée i
i), lim
x→1−

f2(x) = −∞, lim
x→1+

f2(x) = +∞, et en�n lim
x→+∞

f2(x) = +∞ par


roissan
e 
omparée (pour les plus 
urieux, il n'y a pas d'asymptote oblique). On peut don


dresser le tableau de variations suivant :

x 0 1 e2 +∞

f2 0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ e

2

✟✯✟✟

+∞
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

• La fon
tion f3 est dé�nie si ex 6= 1, don
 sur R
∗
. Elle y est dérivable, de dérivée f ′

3(x) =
ex(ex − 1)− e2x

(ex − 1)2
=

−ex

(ex − 1)2
, don
 elle est dé
roissante sur 
ha
un de ses deux intervalles de

dé�nition. On obtient immédiatement lim
x→−∞

f3(x) = 0, lim
x→0−

f3(x) = −∞ et lim
x→0+

f3(x) = +∞.

Seule la limite en +∞ né
essite un petit 
al
ul, on peut par exemple diviser numérateur et

dénominateur par ex pour é
rire f3(x) =
1

1− e−x
, et en déduire que lim

x→+∞
f3(x) = 1. Je ne

me fatigue pas à faire un tableau de variations, voi
i la 
ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

• La fon
tion f4 est dé�nie si 1 +
1

x
=

x+ 1

x
> 0. Cela se produit sur ]−∞,−1[∪]0,+∞[ (pas
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besoin de tableau de signe, j'espère !). Elle y est dérivable, de dérivée f ′
4(x) =

− 1
x2

1 + 1
x

+ 1 =

1− 1

x(x+ 1)
=

x2 + x− 1

x(x+ 1)
. Le dénominateur de 
ette dérivée est toujours positif sur Df4 , et

son numérateur a pour dis
riminant ∆ = 1 + 4 = 5, il s'annule pour x1 =
−1−

√
5

2
et x2 =

−1 +
√
5

2
(qui appartiennent tous les deux à notre domaine de dé�nition). Les valeurs prises

par la fon
tion aux deux extrema lo
aux n'ont vraiment au
un intérêt et sont parti
ulièrement

ignobles. Par 
ontre, on peut 
onstater que lim
x→±∞

ln

(

1 +
1

x

)

, 
e qui prouve dire
tement que

la droite d'équation y = x est asymptote oblique à la 
ourbe représentative de f4 en +∞
et en −∞ (et a

essoirement donne don
 les limites de la fon
tion à l'in�ni). On 
al
ule par

ailleurs sans di�
ulté lim
x→−1

f4(x) = −∞ et lim
x→0

f4(x) = +∞, 
e qui donne une 
ourbe d'allure

suivante :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

• La fon
tion f5 est dé�nie et dérivable sur R (
e qui se trouve dans le ln est toujours stri
-

tement positif), de dérivée f ′
5(x) =

ex − 2e−x

ex + 2e−x
. La derivée est du signe de son numérateur,

don
 de e2x − 2 (quitte à fa
toriser par e−x
). Or, e2x > 2 si x >

ln(2)

2
. On peut 
al
uler

f5

(

ln(2)

2

)

= ln

(√
2 +

2√
2

)

= ln(2
√
2) =

3

2
ln(2). De plus, lim

x→±∞
f5(x) = +∞ (pas de

forme indéterminée). Avant de tra
er la 
ourbe, on peut s'intéresser aux asymptotes de f5 :

du 
�té de +∞, on peut é
rire f5(x) = ln(ex(1+2e−2x)) = x+ln(1+2e−2x), ave
 le deuxième

mor
eau qui a une limite nulle en +∞. Cela su�t à prouver que la droite d'équation y = x

est asymptote à la 
ourbe de f5 en +∞. De même, la droite d'équation y = −x + ln(2) est

asymptote en −∞.
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

4

• La fon
tion f6 est dé�nie si ln(x) > 0, don
 sur ]1,+∞[ (et elle est positive sur ]e,+∞[). Pas
la peine de 
al
uler de dérivée, elle est évidemment 
roissante 
omme 
omposée de fon
tions


roissantes. Pas de di�
ulté pour les limites non plus : lim
x→1

f6(x) = −∞ et lim
x→+∞

f6(x) = +∞.

Il n'y a plus qu'à tra
er une allure de 
ourbe !

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

−1

−2

−3

−4

Un exer
i
e type ave
 des valeurs absolues.

1. Il faut 
ommen
er par étudier le signe du trin�me x2 + x − 3, qui a pour dis
riminant ∆ =

1 + 12 = 13 et admet les superbes ra
ines x1 =
−1−

√
13

2
et x2 =

−1 +
√
13

2
. À l'extérieur

de 
es ra
ines, on aura f(x) = x2 + x− 3 − x2 + 3 = x, don
 tout simplement f(x) = x sur


ha
un des deux intervalles ]−∞, x1] et [x2,+∞[. Au 
ontraire, dans l'intervalle [x1, x2], on
a f(x) = −x2 − x+ 3− x2 + 3 = −2x2 − x+ 6.

2. Puisque 0 se trouve dans l'intervalle [x1, x2] (
'est évident,
√
13 > 1), l'équation f(x) = 0 ne

peut pas avoir de solution sur ]−∞, x1] (f(x) y sera négatif puisque x 6 0 sur 
et intervalle)

ou sur [x2,+∞[ (où 
ette fois la fon
tion sera positive). Sur l'intervalle [x1, x2], il faut résoudre
l'équation −2x2−x+6 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 1+48 = 49 et admet 
omme ra
ines

x3 =
1 + 7

−4
= −2 et x−4 =

1− 7

−4
=

3

2
. Or, 
omme 3 <

√
13 < 4, on aura x1 <

−1− 3

2
= −2,
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et x2 <
−1 + 4

2
=

3

2
. Autrement dit, seule la ra
ine x3 = −2 se trouve dans notre intervalle

de résolution, don
 S = {−2}. Par ailleurs, le trin�me −2x2 − x+ 6 est négatif à l'extérieur

de ses ra
ines, don
 i
i f(x) sera négatif sur [x1,−2]. On peut résumer le signe de f(x) dans
le tableau suivant :

x −∞ −2 +∞
f(x) − 0 +

3. La fon
tion f est trivialement 
roissante sur 
ha
un des deux intervalles ]−∞, x1] et [x2,+∞[
puisqu'on a alors f(x) = x. Elle est par ailleurs dérivable sur ]x1, x2[, de dérivée f ′(x) =

−4x − 1, qui s'annule lorsque x = −1

4
. On peut 
al
uler f

(

−1

4

)

= − 2

16
+

1

4
+ 6 =

49

8
.

Inutile par 
ontre de 
al
uler f(x1) qui est égal à x1 ≃ −2.3 si on tient à bien le pla
er sur la


ourbe (on exploite la valeur appro
hée donnée dans l'énon
é). Idem pour f(x2) = x2 ≃ 1.3.

x +∞ x1 −1
4 x2 +∞

f

−∞
✟✯✟✟

x1

✟✯✟✟

49
8 ❍❍❍❥

x2

✟✯✟✟

+∞

4. Voi
i une allure de 
ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

6

7

−1

−2

−3

−4

−5
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