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Monsieur et Madame Ome ont une fille, comment s’appelle-t-elle ?

1l faut vraiment que je donne la réponse ?

1l s’embrouillait dans les polynomes, se disculpa
le professeur de mathématiques, et quand un éléve
s’embrouille dans les polyndmes, que peut-on faire ¢

ANTONIO LOBO ANTUNES.

Introduction

Avant de s’attaquer vraiment a ’algébre linéaire, ce chapitre servira d’introduction par ’exemple
aux concepts plus généraux développés ensuite dans toute leur généralité sur les espaces vectoriels.
Les polynémes constituent en effet un excellent exemple d’objet mathématique formel, mais avec
lequel on peut faire des calculs, par le biais d’opérations simples comme la somme, le produit ou la
composition. C’est ce genre de notions (opérations « utiles » sur un ensemble) que nous essaierons de
généraliser ensuite. Ce chapitre sera également 'occasion de croiser pour la premiére fois une formule
d’importance capitale en analyse, et que nous retrouverons sous d’autres formes & plusieurs reprises
ensuite : la formule de Taylor.

Objectifs du chapitre :

e savoir factoriser ou effectuer une division euclidienne sur des polynémes & coefficients réels ou
complexes.
e comprendre ce que signifie la formule de Taylor d’un point de vue analytique.

1 L’ensemble K[X]

Dans toute ce chapitre, K désigne soit I’ensemble R des nombres réels soit ’ensemble C des
nombres complexes. Pour les plus curieux, toute la construction effectuée ici peut étre généralisée a
un corps K quelconque, c’est-a-dire & un ensemble muni de deux opérations de somme et de produit
« sympathiques » (associatives, commutatives, distributive I'une par rapport a l'autre, admettant
chacune un élément neutre et telles que tout élément ait un opposé et un inverse, sauf 0 en ce qui
concerne l'inverse).



Définition 1. Un polynéme a coefficients dans K est un objet mathématique formel s’écrivant
k=n

P = g ap X, ot (ag,a1,...,a,) € K" et X est une indéterminée destinée & étre remplacée par

k=0
n’importe quel objet pour lequel le calcul de P peut avoir un sens (donc en gros des éléments qu’on

sait élever & une certaine puissance et multiplier par des éléments de K, par exemple des réels ou des
complexes, bien entendu, mais aussi des matrices, des suites ou des fonctions).

Définition 2. On note K[X] 'ensemble de tous les polynémes & coefficients dans K.

k=n
Définition 3. Soit P = Zaka un polynéme, avec a, # 0. Les nombres aj sont appelés coef-

k=0
ficients du polynome P, 'entier n degré de P (souvent noté d°(P)), le coefficient correspondant

an est le coefficient dominant de P. Si ce coefficient est égal a 1, on dit que P est un polynéme
unitaire.

Remarque 1. Par convention, le polynéme nul a pour degré —oo. C’est relativement cohérent avec
les propriétés énoncées ci-dessous.

n p
Définition 4. Soient P = Z arX¥ et Q = Z b X" deux polynomes dans K[X], leur somme est

k=0 k=0
max(n.p)

le polynéme P+ Q = Z (ag + br) X"

k=0
Proposition 1. Cette somme de polynomes est associative ((P+Q)+R = P+(Q+R)), commutative
(P+Q = Q+ P), admet pour élément neutre le polynéme nul (noté 0) dont tous les coefficients

n n
sont nuls, et tout polynéme P = Z a X" admet un opposé noté —P défini par —P = Z(—ak)Xk,
k=0 k=0
et vérifiant P 4 (—P) = 0.

Démonstration. L’associativité découle trivialement de celle de 'addition des réels (ou des complexes)
en regardant ce qui se passe degré par degré. De méme, la commutativité est évidente. A vrai dire,
le reste aussi! O

n p
Définition 5. Soient P = Z ap X" et Q = Z b X" deux polynomes dans K[X], leur produit est

k=0 k=0
n+p k
le polynéme PQ = Z (Z aibk_,) Xk,
k=0 \i=0

Proposition 2. Ce produit de polynémes est associatif, commutatif, admet pour élément neutre
le polynéme constant 1. De plus, le produit est distributif par rapport a la somme : P(Q + R) =
PQ + PR.

Démonstration. Ces résultats sont nettement moins évidents & prouver que pour la somme. La com-
mutativité s’obtient assez facilement en effectuant le changement d’indice j = k — ¢ dans la somme
intérieure de la définition du produit. La distributivité est également assez facile en découpant sim-
plement la somme définissant P(Q + R) en deux morceaux. Le fait que 1 soit élément neutre est
facile. Par contre, I’associativité est franchement pénible, puisqu’il faut des triples sommes pour dé-
crire le produit P(QR). Contentons-nous d’écrire son coefficient de degré k (en notant a;, b; et ¢,

p k—i

les coefficients respectifs des polynémes P, @ et R) : il vaut Z a; Z bjcy—;—j. On peut I'écrire plus
i=0  j=0

simplement sous la forme Z a;bjcy. Cette formule est complétement symétrique par rapport

i+j+p=k



aux trois polynomes, on obtiendra exactement la méme pour (PQ)R, ce qui prouve l'associativité
du produit. 0

Remarque 2. Les propriétés énoncées pour la somme de polynoémes et pour le cas particulier du
produit que sont les produits de polynémes par des constantes font de K[X] ce qu’on appelle un
espace vectoriel sur K. Vous aurez bien str droit & une définition compléte (et affreuse) dans un
chapitre ultérieur, mais I'idée est 14 : un produit par des constantes et une addition qui vérifient
quelques propriétés élémentaires naturelles.

Proposition 3. Soient P et () deux polynomes, alors d°(P+ Q) < max(d°(P),d°(Q)), et d°(PQ) =
d°(P) 4+ d°(Q).

Démonstration. Cela découle immédiatement des définitions données pour ces deux opérations. L’in-
égalité peut étre stricte pour le degré de la somme, dans le cas ou P et () sont de méme degré mais ont
un coefficient dominant opposé. Par contre, c’est toujours une égalité pour le produit, le coefficient
dominant du produit étant le produit des coeflicients dominants de P et Q. ]

Remarque 3. Les seuls éléments inversibles de K[X] sont les polynémes constants (non nuls).

Définition 6. Pour tout entier n € N, on note K,,[X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur
ou égal & n.

Remarque 4. Ces ensembles K,[X] sont stables par somme (contrairement & I’ensemble des poly-
nomes de degré exactement n), ce qui est une des conditions pour en faire des sous-espaces vectoriels

de K[X].

n
Définition 7. Soit P = Zaka et @ deux polynomes, le polyné6me composé de P et @) est le
k=0
n
polynéme Po Q) = Z arQF.
k=0

Exemple : Si P = X2 +1et Q =2X +3,alors PoQ = (2X +3)? +1 = 4X? + 12X + 10, alors
que Qo P =2(X2+1)+3=2X?%+5.

Proposition 4. Si P et @ sont deux polynémes, d°(P o Q) = d°(P) x d°(Q).

n p

Démonstration. En effet, Po Q) = Zak(z biXi)k, dont le terme dominant vaut (si on développe
k=0  i=0

tout brutalement & coups de formules du binéme de Newton) a,by X™". O

2 Arithmétique dans K[X].

2.1 Division euclidienne.

Définition 8. Un polynéme P est divisible par un polynéme (@ s’il existe un troisiéme polyndéme
A tel que P = AR.

Remarque 5. Cette relation n’est pas une relation d’ordre sur K[X], elle est réflexive et transitive
mais pas antisymétrique. Deux polynoémes qui se divisent I'un ’autre sont simplement égaux & une
constante multiplicative prés. Dans ce cas, on dit que les deux polynémes sont associés.

Théoréme 1. Division euclidienne dans K[X].

Soient A, B € K[X]?, alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X]? tel que A = BQ + R et
d°(R) < d°(B). Le polynoéme @ est appelé quotient de la division de A par B, et le polynome R
reste de cette méme division.



Démonstration. La preuve de l'existence de la division peut se faire par récurrence sur le degré
de A, le polynome B restant fixé. L'existence est triviale si d°(A) < d°(B) puisqu’on peut écrire
A =0B+ A, ce qui sert d’initialisation. Supposons désormais I’existence de la division prouvée pour
tout polynome de degré inférieur ou égal & n, et choisissons A un polynéme de degré n + 1. Notons

a
an X" son terme dominant, et b,X? celui de B, alors C = A — —~ X"*17PB est un polynoéme de

degré inférieur ou égal a n (en effet, on a soustrait & A un polynéme de méme degré et de méme
coefficient dominant). Par hypothése de récurrence, il existe donc des polynomes @ et R tels que

C = BQ + R, avec d°(R) < d°(B). Mais alors A = [ Q + ?LX”H_?’) B + R, et comme R n’a pas

changé de degré, on vient d’écrire une division euclidienne de A par B.

Pour D'unicité, on suppose évidemment qu’il y a deux couples possibles : BQ + R = BQ' + R/,
alors B(Q — Q') = R — R/, avec par hypothése et régles de calculs sur le degré d'une somme
d°(R—R') < d°(B). Or, d°(B(Q — Q")) > d°(B), sauf si Q — Q' = 0, soit Q@ = Q. On en déduit que
R — R' =0, donc les deux couples sont égaux. O

Exemple : Pour effectuer en pratique une division euclidienne de polynémes, on procéde comme
pour les entiers, par exemple pour diviser X% — 3X3 +5X2 4+ X — 3 par X2 —2X +1:

X+ — 3X3 + 5X?2 4+ X — 3| X?2-2X+1
(X* — 2X3 + X?) X2 - X 42
- X3 4+ 4X%2 4+ X - 3
- (=X3 + 2X?2 - X)
2X?2 4+ 2X — 3
— (2X?2 — 4X + 2)
6X — 5

Conclusion : X4 —3X3 +5X%2 + X —3 = (X? - X +2)(X? -2X + 1)+ 6X — 5. Cette méthode de
calcul est une alternative a l'identification lorsqu’on cherche & factoriser un polynéme, par exemple
aprés en avoir trouvé une racine évidente.

2.2 Racines et factorisation.

Définition 9. Soit P € K[X] et € K. On dit que x est une racine du polynoéme P si P(z) = 0.

Remarque 6. On identifie ici le polynéme et la fonction polynomiale associée, comme ce sera le cas
dans tout ce paragraphe. Il y a tout de méme une certaine ambiguité sur le terme racine dans le cas
d’un polynéme & coefficients réels, qui peut également étre vu comme un cas particulier de polynéme
a coefficients complexes. Si le besoin s’en fait sentir, on explicitera en parlant de racines réelles ou
de racines complexes du polyndme.

Proposition 5. Un réel a est racine du polynéme P si et seulement si X — a divise P.

Démonstration. C’est une conséquence de la division euclidienne. Si on effectue la division de P par
X —a, on sait que le reste sera de degré strictement inférieur a celui de X —a, donc sera une constante.
Autrement dit, 3k € R, P=Q(X —a) + k. Onadonc P(a) =0< Qa)(a—a)+k=0<k =0.
Autrement dit, a est une racine de P lorsque le reste de la division de P par X — a est nul, donc
quand P est divisible par X — a. O

Exemple : on a déja fréquemment utilisé cette propriété pour factoriser des polyndémes de degré
3 possédant une racine « évidente ». Soit par exemple P = 2X3 — 3X? 4+ 5X — 4. On constate
que 1 est racine évidente de P : P(1) =2 —-3+45—4 = 0, donc P est factorisable par X — 1 :
P=(X-1)(aX?+bX +c)=aX?+ (b—a)X?+ (c—b)X — c. Par identification, on obtient a = 2;
b—a=-3;c—b=5et —c=—4,donca=2;b=—1etc=4,soit P=(X—1)(2X% - X +4).
Ce dernier facteur ayant un discriminant négatif, P n’admet pas d’autre racine réelle que 1.



Corollaire 1. Un polynéme admet a1, ag, ..., ar comme racines distinctes si et seulement si il est
k

divisible par H(X —a;).
i=1

Démonstration. On peut procéder par récurrence sur le nombre de racines distinctes. L’initialisation
correspond & la propriété précédente. Si on suppose qu’on polynoéme P & k racines distinctes est

toujours factorisable comme décrit, en ajoutant une racine agy1, on pourra commencer par écrire
k

P = H(X — a;) X Q, et comme P(a;j+1) = 0, on a nécessairement Q(a;+1) = 0 (en effet, les
i=1

facteurs précedents a;+1 — a; ne peuvent s’annuler puisque les racines sont supposées distinctes).

En appliquant & nouveau notre propriété, on peut donc écrire @ = (X — ags1)R, ce qui donne la

factorisation souhaitée pour P, et achéve la récurrence. O

Corollaire 2. Un polynome de degré n admet au maximum n racines distinctes.

n+1

Démonstration. En effet, §’il en avait plus, on pourrait I’écrire sous la forme H(X —a;) X @, qui
k=1

est de degré au moins n 4+ 1. Il y a 1a une contradiction flagrante. O

Corollaire 3. Un polynéme admettant une infinité de racines est nécessairement le polyndéme nul.

Démonstration. En effet, par contraposée, un polyndéme non nul a un certain degré n, et ne peut
donc pas avoir plus de n racines. ]

Corollaire 4. Principe d’identification des coefficients.
Deux polynémes prenant les méme valeurs pour une infinité de valeurs différentes de la variable x
sont égaux, et ont donc les mémes coefficients.

Démonstration. Dans ce cas, P— (@) est un polynéme admettant une infinité de racines, donc P—Q =
0. C’est bien ce principe qu’on utilise pour identifier les coefficients de deux polynémes correspondant
a des expressions polyndmiales égales. O

Définition 10. Soit P un polynéme et a une racine de P. On dit que a est une racine d’ordre de
multiplicité k£ € N* si (X — a)® divise P, mais (X — a)**! ne divise pas P.

k=n
Définition 11. Soit P = Zaka € K[X]. Le polynome dérivé de P est le polynome P’ =

k=0
k=n

Z karX*~1. On notera également P” le polynome de dérive de P/, et P(™ le polynome dérivé n

k=1
fois du polynéme P.

Remarque 7. Cette dérivation, bien que définie de fagon formelle, coincide évidemment avec la dé-
rivation usuelle sur les fonctions polynomiales, et de ce fait vérifie toutes les formules de dérivation
usuelle. En particulier celle rappelée ci-dessous :

Proposition 6. Formule de Leibniz.

k=n
Soient P et Q deux polynémes, alors Vn € N, (PQ)™ = Z (Z) pRIQn=k).
k=0

Proposition 7. Une racine a est d’ordre de multiplicité k pour P si et seulement si P(a) = P'(a) =
.= PED(g) =0 et P¥)(a) # 0.



Démonstration. Une fagon de prouver ce résultat est de prouver le lemme suivant : si a est racine
d’ordre k de P alors a est racine d’ordre k — 1 de P’. En effet, si P = (X —a)*Q, avec Q(a) # 0 alors
P = k(X -a)* 1Q+(X—a)*Q = (X —a)F 1 (kQ+(X —a)Q"), avec kQ(a)+(a—a)Q'(a) = kQ(a) # 0.
Par une récurrence facile, une racine d’ordre k sera donc racine de tous les polynémes dérivés jusqu’au
k — 1-éme, mais pas du k-éme. O

Remarque 8. On emploie souvent plus simplement le terme d’ordre ou celui de multiplicité a la place
d’ordre de multiplicité.

Exemple : Considérons le polynéme P = X% —2X3 —19X? 468X — 60 et constatons ensemble que 2
est une racine double de P. En effet, on a P(2) = 16—2x8—-19x44-68x2—60 = 16—16—76+136—60 =
0; de plus, P’ = 4X3—6X2—-38X +68, donc P'(2) = 4x8—6x4—38x2+68 = 32—24—76+68 = 0.
on peut en déduire, via la proposition précédente, que P est factorisable par (X — 2)2. Effectuons
une petite division euclidienne pour obtenir cette factorisation :

X4 — 2x% — 19X%2 4+ 68X — 60 | X2 —4X+4
— (Xt - 4Xx? 4+ 4X?) X?+2X —15
2X3 —  23X?2 + 68X — 60

- (2Xx? -  8X?2 4+ 8X)
—  15X%2  + 60X — 60
— (-15X? + 60X — 60)
0

On a donc P(X) = (X —2)?(X2+2X —15). Le deuxiéme facteur a pour discriminant A = 4460 = 64,
-2 - —2+38

et admet deux racines réelles 11 = ——— = —H et 29 = = 3. On peut donc factoriser P

sous la forme P(X) = (X —2)2(X —3)(X +5). On ne risque pas de factoriser plus puisqu’il ne reste
que des facteurs de degré 1.

Remarque 9. Un polynéme de degré n ne peut admettre plus de n racines comptées avec multiplicité.
Ainsi, un polynéme de degré 5 admettant une racine triple ne peut plus admettre que deux autres
racines.

Définition 12. Un polyndéme P est scindé s’il peut s’écrire comme produit de polynémes de degré

1 (autrement g’il a un nombre de racines égal & son degré). 1l est scindé a racines simples si de
plus toutes ses racines sont distinctes.

Théoréme 2. Théoréme de d’Alembert-Gauss.
Tout polynéome dans C[X] est scindé.

Démonstration. Ce résultat fondamental a déja été croisé dans le chapitre sur les nombres complexes.
Nous n’avons toujours pas les moyens de le démontrer maintenant. O

Exemple : Le polynéme X* — 1 se factorise dans C[X] sous la forme X% -1 = (X —1)(X +1)(X —
i) (X +1).

Théoréme 3. Tout polynéme P € R[X] peut se factoriser sous la forme P = a(X —a;)...(X —
ag)Q1 ... Qp, ol v est le coefficient dominant de P, les a; sont les racines réelles du polynéme P, et
les polynomes @); sont des polynémes de degré 2 & discriminant strictement négatif.

Démonstration. Puisqu’on peut identifier R & un sous-ensemble de C, le polynéme P peut étre vu
comme un ¢lément de C[X] et donc s’écrire, d’aprés le théoréme précédent, sous la forme P =
d°(P)

H (X — ), ont les a; sont les racines complexes de P. Parmi tous ces facteurs, on peut déja
j=1

isoler tous ceux qui correspondent & des racines réelles, qui donneront les premiers termes dans la
factorisation annoncée. Reste & savoir quoi faire des racines complexes. Commencons par constater



que, si z est racine complexe de P, alors Z également. En effet, P(Z Z arz" Z apzk =

puisque les coefficients ai sont réels et donc égaux & leur conjugué. Si P( ) = 0, on aura également
P(z) =0, donc P(Z) = 0. De plus, la multiplicité de z sera toujours la méme que celle de Z puisque
le raisonnement précédent peut s’appliquer a l'identique aux polynomes dérivés successifs de P. On
peut donc regrouper tous les termes faisant intervenir des racines complexes sous la forme (quitte
a répéter plusieurs fois chaque racine et chaque conjugué) (X — z1)(x — 21) ... (X — 2)(X — 7).
Reste & constater que (X — z)(X — %) = X2 — (2 + %)X + 2z, = X% — 2Re (2;) + |2i|* est un
polyndéme de degré 2 a coefficients réels, et & discriminant négatif puisque ses racines sont complexes.
La factorisation annoncée en découle. O

Définition 13. Un polynéme P est irréductible s’il ne peut pas se décomposer comme produit
de deux polynémes de degré strictement inférieur au sien. Autrement dit, les seuls diviseurs d’un
polynéme irréductibles sont ses polynémes associés et les polynomes constants.

Remarque 10. Par convention, on décréte que les polynémes constants ne sont pas irréductibles.

Théoréme 4. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.
Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2 a
discriminant strictement négatif.

Théoréme 5. Tout polynéme P € K[X] s’écrit comme produit de facteurs irréductibles, et ce
produit est unique & ’ordre des facteurs et au remplacement de certains polynémes par des polyndémes
associés pres.

Démonstration. Ces derniers théorémes ne sont que des fagons légérement différentes d’énoncer la
factorisation des polynémes vue un peu plus haut. L’unicité de la décomposition en produit d’irré-
ductibles est admise. O

2.3 Relations coefficients-racines.

Proposition 8. Soit P = Zaka € CIX], et a1, ag, ..., a, ses racines (éventuellement répétées

k=0
plusieurs fois) On a alors les relations suivantes entre les coefficients et les racines de P :

Zaz—
o g ;0 2
= n

1<i<g<n

An—
Z Qg Agg - - - Qry, = (=1)¥ —

. . Gn
1< <ip < <ip<n
[}

ag

— (=12

Démonstration. 1l suffit d’identifier la forme développée du polynéme et sa forme factorisée. On
sait que P = ap(X — a1)(X — ag) ... (X — ay). Si on développe brutalement ce produit, le terme
dominant sera a, X" (heureusement !), le terme de degré n — 1 est obtenu dans le développement en
piochant des X dans n— 1 parenthéses et un coefficient dans la derniére, ce qui donne a,(—a; X"~ ! —
X"l — ... — @, X" 1) quon identifie & a,_1 X" ! pour obtenir la premiére formule annoncée.
Les autres sont obtenues de la méme fagon, les termes en X™ P étant obtenus en prenant au choix p
racines dans p parenthéses et n—p X dans les autres, ce qui donne un terme en (—1)ay, ... a;, X" 7.
Le terme constant est obtenu en prenant les racines dans toutes les parentheéses, il est égal & a, X

n
n H (678 ]
k=1



Exemple : Pour un polynéme de degré 4 ayant pour racines a, b, ¢ et d, les formules deviennent
atbtetrd=—2.abtact+ad+be+bd+cd=""2; abe+ abd + acd + bed = — 2 et abed = 2.
aq a4 a4 aq

Exemple : On cherche a factoriser le polynome 4X3 — 4X? — 15X + 18, sachant qu’un ami nous a
glissé un indice : il posséde une racine double. Deux méthodes sont possibles pour cela.

Premiére méthode : Puisqu’il y a une racine double, celle-ci est également racine de P’. Or,

15
P =12X%2-8X -15=4(3X2%2-2X — =) Ce trinome a pour discriminant A = 4 + 3 x 15 = 49,
247 3 2—17
et admet pour racines X; = Sl = 3 et X9 = 5 = ~5 Vérifions si X est racine de P :
27 9 45 27 45 3
4 x 3~ 4 x 19 + 18 = TR +9 = 0, donc 3 est la racine double recherchée. Inutile de

vérifier si — est aussi racine double, un polynéme de degré 3 ne peut pas avoir deux racines doubles.
Pour déterminer la derniére racine, on peut effectuer une division euclidienne ou plus simplement

utiliser le fait que le produit des trois racines sera égal a — I Comme ce produit vaut, en notant «
. e 9 . 3\
la derniére racine, 5 ) xa=j aonen déduit que a = -2, et P=4| X — 2 (X +2).

Deuxiéme méthode : On utilise directement les relations coefficients-racines. En notant a la racine

2a+0b = 1
9 15
double et b la troisiéme racine de P, on aura le systéme a” +2ab = ~ 4 En substituant
9
2b - _Z
' 15 2 15
b =1— 2a dans la deuxiéme équation, on trouve a? + 2a(1 — 2a) = ——, soit —3a® + 2a + — = 0.

Tiens, comme c’est curieux, c’est la méme équation que plus haut. Pour déterminer si les deux

solutions trouvées sont valables, on vérifie que la troisiéme équation du systéme fonctionne avec les

8 25 8 50
valeurs obtenues. Si a = —%, on trouive b = 1 —2a = —, dot a®?b = — X — = —, ce qui assez
3 36 3 27

9 3
différent de —=. Par contre, si a = 2 b=1—-2a= -2, et a’b= 1% (—2) = ~5 14 ¢a marche. La

conclusion est la méme que ci-dessus.

3 Compléments.

Les formules de Taylor sont un outil complétement fondamental en analyse, permettant d’effectuer
les calculs de développements limités qui vous permettront enfin d’ici quelques semaines de voir sous
un jour nouveau les calculs de limites. Le principe en est simple : généraliser la notion de droite
tangente & une courbe en approchant le plus possible une courbe donnée (en un point donné) par
la courbe d’une fonction polynémiale. Rien d’étonnant donc & en trouver un premier énoncé dans
ce chapitre consacré aux polyndmes. Ici, pas question d’approximation, puisqu’un polynéme est
évidemment simplement égal a lui-méme, mais 1’idée est de comprendre qu’il existe plusieurs facons
différentes de décrire un méme polynome. L’ensemble R,,[X] étant ce qu’on appelle un espace vectoriel
de dimension n 4+ 1 (cf plus loin), on peut décrire un polynome de degré n en donnant n + 1 réels.
On peut le faire d’au moins trois fagons :

e donner les coefficients du polynéme. C’est la fagon la plus classique de procéder, mais 1’infor-
mation donnée est finalement assez peu commode a exploiter autrement que trés globalement
(que signifie le fait qu'un polynome de degré 8 a un coefficient de degré 3 égal a 57 Essentiel-
lement rien).

e donner les valeurs du polynéme en n + 1 réels distincts. Nous allons détailler juste aprés cette
méthode qui donne une information trés concréte mais éparpillée & n + 1 endroits différents.



e la troisiéme méthode que nous allons voir concentre réellement toute 'information au méme
endroit, puisque la formule de Taylor reconstitue le polynéme & partir des valeurs de ses
différentes dérivées en un méme réel a.

3.1 Polyndémes interpolateurs de Lagrange.

Théoréme 6. Soient ay,...,a, des réels distincts, et by, ..., b, d’autres réels (pas nécessairement
distincts). Alors il existe un unique polynéme L de degré au plus n tel que Vk € {0, ...,n}, P(a;) = b;.
Ce polyndéme est appelé polynome interpolateur de Lagrange.

Démonstration. La démonstration de 'existence est trés simple, on construit explicitement un poly-
nome prenant les n + 1 valeurs demandées. Pour cela, on commence par définir les n + 1 polynémes
[1(x —a)

de degré n suivants : L; = L. Le numérateur est simplement le polynéme de degré n

[I(ai —aj)
J#1
unitaire ayant pour racines tous les nombres a; sauf a; (I'entier ¢ étant préalablement fixé), et on le
divise ensuite par une constante (non nulle puisque les a; sont par définition différents de a;). Par
construction, L;(a;) = 0 si j # i pusique a; est une racine du numérateur. Par ailleurs, L;(a;) = 1
puisqu’en remplagant X par a;, le numérateur est clairement égal au dénominateur. Il suffit mainte-
n

nant de poser L = Z b; L; pour obtenir un polynéme qui vaut b; en a; (dans le calcul de L(a;), tous
i=0

les termes de la somme sont nuls sauf celui d’indice ¢ qui vaut b; x 1). Ce polynome est de degré au

plus n puisqu’il est une somme de polyndémes de degré n, il répond donc au probléme posé.

Reste & prouver 1'unicité : supposons donc que deux polynémes L et Z conviennent. Puisque ces
deux polyndmes prennent la méme valeur en n + 1 réels distincts, leur différence L — Z admet donc
(au moins) n + 1 racines. Or, L — Z est par hypothése une différence de deux polynomes dont le
degré ne dépasse pas n, donc lui-méme de degré inférieur ou égal & n. Il est alors nécessairement nul,
ce qui prouve que Z = L. ]

Exemple : On souhaite déterminer un polynéme de degré 2 vérifiant P(1) = 3, P(2) =2 et P(3) =
—1. On va numéroter les valeurs 1, 2 et 3 plutot que 0, 1 et 2 pour ne pas créer de confusion inutile,
X-2)(X-3 1 5 X-1)(X-3

( )( ) _lx2 Syyg.p,=! I ) _ _x?iax -3
(1-2)(1-3) 2 2 (2-1)(2-3)

et on définit donc L; =

(X -1)(X-2)
B-1)(3-2)
du tout du choix des valeurs b;). On calcule ensuite P = 3Ly + 2Ly — L3 = —X?2+2X +2. On
vérifie aisément que le polynéme est bien solution du probléme. Bien entendu, les plus courageux
peuvent résoudre ce genre de probléme en résovant un systéme de n + 1 équations a n + 1 inconnues

en recherchant les coefficients du polynéme a partir des conditions sur les valeurs prises.

1
et Ly = = §X2 — §X + 1 (notez au passage que ces polynomes ne dépendent pas

3.2 Formule de Taylor, premiére version.
Théoréme 7. Formule de Taylor pour les polynoémes.

Soit P € R[X] un polynéme de degré n et a € R, alors P(X) = Z —_—

Démonstration. Commencons par prouver la formule dans le cas particulier ot P(X) = P;(X) = X"
Dans ce cas, les dérivées du polynéme sont données par P'(X) =X~ P"(X) =i(i — 1) X2, ...,

PH(X)=i(i—1)...(i—k+1)X"F = (i —Z!k)!

résultat tout a fait rigoureusement, on s’en passera). On en déduit que pk) (a) = = a

Xk (une récurrence est nécessaire pour prouver ce

7

—k_ puis



ueiM(X—a)k—znziﬂ ai_k(X—a)k—zn: ! (X —a)a™* = (X —a+a) = X°
L I ~ = \k - -
en reconnaissant la formule du binéme de Newton. Certains termes de la somme ne sont pas définis

uand k > i), ce qui ne pose pas de probléme en considérant qu’ils sont nuls par convention. Pour
n

prouver la formule pour un polynéme quelconque, on procéde ensuite par linéarité : P = Z%’Pi

=0
n n n P(k)(a> i
(ot les a; sont les coefficients de P), donc P(X) = ZaiPi(X) = Zaiz ! o (X —a)f =
i=0 i=0 k=0 '
Z E(X —a)f Z aiPi(k)(a) = Z E(X — a)*P®) (a) par linéarité des dérivées k-emes. O
k=0 i=0 k=0

Exemple : Soit P = 2X3 -3X2+ X —4, et posons a = 2. On calcule sans difficulté P(2) = 16 — 12+
2—4=2; P =6X2-6X+1donc P'(2) = 24—12+1 = 13; P"(2) = 12X —6 donc P"(2) = 18 et enfin
P"(2) = 12. La formule de Taylor affirme alors que P = 2+ 13(X —2) +9(X —2)2+2(X —2)3. Vous
pouvez naturellement tout développer pour vérifier que ¢a marche. On remarquera que, présentés
dans cet ordre, les différents termes de la formule de Taylor sont de plus en plus petits quand on se
rapproche de 2.
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