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8 février 2016

Durée : 4H. Calculatrices interdites.

Exercice 0

. T
Etudier le plus complétement possible la fonction f : x — I(\f) (limites, prolongements, dériva-
n(z

bilité partout ol ¢a a un sens, et bien stir une belle courbe pour conclure).

Exercice 1

1
Pour tout entier n > 1, on définit la fonction g, par ’équation g,(z) = * — —.
nx

1. Etudier les variations de la fonction g, sur lintervalle 10, +00], et prouver que l’équation
gn(x) = 0 admet une unique solution sur cet intervalle. On la notera désormais w,.

1
2. Montrer que 0 < u, < —, et en déduire la limite de la suite (uy).
n

3. Simplifier 'expression de gp+1(x) — gn(z), en déduire le signe de g, (uyn+1) puis la monotonie
de la suite (uy).

4. Déterminer lim nu,,.
n—-+o0o

Exercice 2

Dans tout cet exercice, on note E,, = {1,2,...,n} (avec n > 1), et on dit qu'un sous-ensemble de
E,, est isolé s’il ne contient pas deux entiers consécutifs. Ainsi, {2,5,7} est un sous-ensemble isolé de
Eg, mais {2,3,5,7} n’en est pas un puisqu’il contient les entiers consécutifs 2 et 3. On notera pour
la suite de I’exercice I le nombre de sous-ensembles isolés de E,, contenant exactement p éléments.

1. Donner un exemple de sous-ensemble isolé de E5 contenant deux éléments. Combien d’élé-
ments peut contenir au maximum un sous-ensemble isolé¢ de E5 ? En déduire les valeurs de I}
pour tous les entiers naturels p.

2. Dans le cas général, préciser les valeurs de IO, Il et I7.

(n—1)(n—2)

2
4. On suppose dans cette question que n > 2 et p > 1.

3. Démontrer que I2 = (un raisonnement rigoureux est attendu).

(a) Exprimer en fonction de I} le nombre de parties isolées a p éléments de E, 41 ne contenant
pas l'entier n + 1.

(b) Justifier de méme une relation trés simple exprimant le nombre de parties isolées a p
éléments de F,1 contenant I’entier n + 1 en fonction du cardinal d’un autre ensemble.

(c) En déduire que I} | = I} + .
5. Calculer toutes les valeurs de I, pour n < 6 (on pourra présenter les résultats sous forme
d’un tableau similaire au triangle de Pascal).



6. (a) Montrer que, Vp > 1, Vn > p — 1, on a la relation :
b))+ () ()= ()
+ T =
<p—1 p—1 p—1 p

n—1
(b) Montrer que, sin > p > 2, Igﬂ = Z I;,l (on pourra utiliser le résultat de la question
) i=p—1
4.c).
-1 -2 -3
(c) En remarquant que I2 = (n 5 ), montrer que I} = <n 5 ), puis I} = <n 4 )

(d) Conjecturer une formule générale pour I (en précisant pour quelles valeurs de p elle a un
sens), puis la démontrer.

Exercice 3

Dans tout cet exercice, p est un réel fixé appartenant a l'intervalle [0, 1]. On définit une matrice

P 0 0
A=| 1-p p 0 |, dont on cherche a calculer les puissances.
0 1—-p 1

I. Calcul a ’aide de suites.

1. Que vaut A™ lorsque p = 17 Calculer également les puissances de A lorsque p = 0. On suppose
pour la suite de 'exercice que 0 < p < 1.

2. Calculer A2 et A3.

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe trois entiers a,, b, et ¢, tels que A" =

p" 0 0
a, p" 0 |.On utilisera A" = A" x A pour la démonstration, et on exprimera a, 1,
b, ¢, 1

bnt1 et cpy1 en fonction de ay, by et cy.
4. Reconnaitre la suite (¢,,) et en déduire ¢, en fonction de n.
5. Montrer que @, 2 — 2pan+1 + p?a, = 0, et calculer a, en fonction de n.
1

6. Onnote U = [ 1 |, et E 'ensemble des matrices M € M3(R) telles que MU = U.
1

(a) Veérifier que ‘A € E. Caractériser de fagon simple les matrices appartenant & E' (on donnera
une propriété élémentaire vérifiée par leurs lignes).
(b) Montrer que, si (M, N) € E?, alors MN € E.

(c) En déduire que ‘A™ € E, puis en déduire une expression de by,.

II. Calcul a ’aide d’une décomposition astucieuse.

Cette deuxiéme partie est complétement indépendante de la premiére, il est interdit de réutiliser
les résultats démontrés ci-dessus.

P 0 O 0 00 1 1 0
On pose désormais B = 0 D 0 ];C=|1—-p 0 0 JetP= 0 -1 0
1—-p 1—p 1 p—1 0 O -1 0 1

Que vaut B+ C?

Calculer C2. Comment s’appelle ce genre de matrice ?
Montrer que P est inversible et calculer P~1.

On pose D = P~IBP, calculer les puissances de la matrice D.

En déduire les puissances de B.

S Gt W =

Exprimer A™ en fonction des puissances de B et de C' (attention a bien vérifier les hypothéses),
puis retrouver I'expression de A™ obtenue & la premiére partie.



