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Exercice 1 (*%*)

1.

. Faux, par exemple u,, =

. C’est également faux, on peut par exemple prendre u,, = n

Vrai, elle est minorée par le plus petit des termes précédant le rang a partir duquel elle est
croissante (c’est-a-dire que si, par exemple, (u,) est croissante a partir du rang 1000, la suite
sera minorée par le plus petit des termes parmi wug, u1, ..., 41 goo; en effet, tous les termes
suivants seront de toute fagon plus grands que wuj goo)-

(=D"

converge vers 0 mais u,41 — Uy, change de signe en permanence.

2 si n est pair, et u, = (n—1)2 —1

si n est impair. La suite n’est pas croissante & partir d'un certain rang puisque chaque terme
d’indice impair est plus petit que le terme d’indice pair qui le précéde, et pourtant elle diverge
vers +00.

. C’est tout a fait faux, par exemple la suite utilisée dans la question précédente a des valeurs

toujours plus grandes que n — 2 (je vous laisse le vérifier) qui est une suite croissante.

. Faux, par exemple (—1)" ne converge pas alors que sa valeur absolue est constante égale a 1

(et donc convergente).

. Vrai, dire que |u, — 0] < € est la méme chose que |u,| — 0 < e.

Exercice 2 (* a **)

Premiére version du corrigé, en rédigeant tout le plus soigneusement possible :

3r 2n 3\" 1\"
e On peut écrire u, = — = <> — <> . La suite est donc une différence de deux suites

4n 4n \4 2
géométriques dont les raisons sont comprises entre —1 et 1. Ces deux suites convergent donc

vers 0, et lim wu, = 0.
n—-+o0o

On peut développer : u, = 2e~"™ —ne™ ™. On sait que lim e~
n—+o0o

" =0, donc le premier terme de

la différence tend vers 0. Le deuxiéme peut s’écrire sous la forme —, c’est un cas d’école de
e

croissance comparée, il tend également vers 0. Conclusion : lim u, = 0.
n——+00

2n 1
Dans ce genre de cas, on cherche a factoriser par le terme le plus fort : u,, = " <2n -1+ Qn)
e e

2\" 1
e2n <<2> -1+ 2n> Dans la parenthése, le premier terme est une suite géométrique de
e e

raison — < 1, donc il tend vers 0. Le dernier terme tend aussi manifestement vers 0, donc
e

toute la parenthése a pour limite —1. Multipliée par e?” qui tend vers 400, elle nous donne

lim u, = —occ.
n—-+00
Pour un quotient de polynéme, vous étes autorisés a utiliser la régle du quotient des termes de

n?—3n+2 . n? 1

plus haut degré : ngrfoom =Pz T o



e Aucune technique particuliére ici. Comme lim —3n = —oo0,ona lim e 3" = 0. Par ailleurs,
n—-+o0o n—-+0o0o
lim Inn = +o00, donc lim wu, = +oc.
n——+00 n—-+00
243 _ 5
n
e On prend son courage & deux mains et on factorise tout : u,, = £ X # Comme
n +
n
3lnn -5 3lnn 5
lim = 0 (par croissance comparée) et lim —— = 0, on aura hm 24 = 2.
n—~+00 \/’ﬁ (p P ) n—)—i—oo\/ﬁ \F \F
. ) . . 3lnn
De méme, au dénominateur, lim = 0 (toujours de la croissance comparée) et lim — =
3lnn 2 n
0, on aura lim -3+ —=-3. Enfin, lim — = lim — =0, donc lim u, =0.
n—+oo N n n—+oo N n—)—l—oo\/» n——+oo

e Utilisation de la quantité conjuguée trés conseillée pour ce calcul :
(WVn2—1-n)(Vn2—1+4+n) n*-1-n> -1
VnZ—1+n vnZ—14n Vn2—1+n

Le dénominateur de cette fraction ayant clairement pour limite +oo, 111}_1 Uy = 0.
n—-+0oo
. . . . . n!'x (n+1)x(n+2
e La principale difficulté est la manipulation des factorielles : w, = ( ) X ) =
(n?2+1) xn!

Up =

(n+1)(n+2)  n®+3n+2
n?+1  n241

obtenir lim wu, = 1.
n——+00

. Reste a utiliser la régle des termes de plus haut degré pour

-1
o [l faut simplement faire les choses méthodiquement. D’un c6té, lim — = 0,donc lim e “m =
n—+oo 2n, n—-+o00
n
e¥ = 1; de l'autre coté, en utilisant la régle des termes de plus haut degré, lim =

nodoon -2
n n
lim — =1, donc lim In ( ) = In(1) = 0. Il ne reste plus qu’a additionner les deux
n——+oon n——4o00 n-+2
termes pour obtenir lim wu, = 1.

n—-+o0o

Deuxiéme version du corrigé, en utilisant les équivalents et avec une rédaction nettement moins
détaillée :

n _ on n n__9n
° 3 ~ <i> donc lim 3 =0.

4n n—+oo  4M

e lim (—n+2)e”™ =0 par croissance comparée.

n—-+00
e 2" — e 41~ —¢” donc lim 2" —e® +1=—
n——+0o
n? — 3n + 2 n? 1 d I n? — 3n + 2 1
e —————— ~ —=—,donc lim ——F—— =—.
2n?2 +5n—34 2n2 2’ no+o02n? + 5n— 34 2
° lirf Inn + e 3" = 400 (il n'y a méme pas de forme indeterminée ici).
n——+0o0
2 3lnn—-5 2 2
° vnt3nn ~ vn ~ — , donc la limite vaut 0.

In(n?) —3n+2  —3n 3vn

n? —1—n? 1
e VnZ—1—-n= =— donc lim vn2—1—-n=0.
Y Y F AL
. (n+2)! (n+1)(n+2)n!  n?+3n+2 n72_1 done  lim (n+2)!
m2+1)xn! @2+ Dn!  nZ2+1 nz n=too(n2 +1) x n!

o lim e 3 =1let lim In = 0, donc la limite recherchée est égale a 1.

n—+00 n—4o00 n -+

Exercice 3 (**)

1
1. C’est une récurrence facile : ug > 0 par hypothése, et si u, > 0, alors — > 0, et up41 = up+—
Un Un

est également strictement positif (et bien défini puisque u, n’est pas nul).



1
2. Upy1 —up = — > 0 (au vu de la question précédente) donc la suite est strictement croissante.
Unp

3. Notons P, la propriété u2 > 2n + u%. pour n = 0, elle se réduit a ug > u%, ce qui est
manifestement vrai. Supposons donc, pour un certain entier n, que P, est vraie. On a alors

1)? 11 1
u721+1 = (un + u> = u? + 2u, x . + 5 = u2 + 2+ Z En utilisant 'hypothése de
n n n n

récurrence et le fait que — > 0, on obtient ’LL?H_l > 2n+ u% +2=2(n+1)+ u%, ce qui prouve
U

n
exactement la propriété P,i;. D’aprés le principe de récurrence, la propriété est donc vraie

pour tout entier n.

La suite (u2) étant minorée par une suite arithmétique de limite +oo, elle diverge vers +oo.

Et u,, étant toujours positif, on peut en déduire que lim wu, = +oc.
n—+0o0o

Exercice 4 (***)

T +a

1. Commengons donc par prouver la croissance de f sur R%. On a f(z) = zn =zln(x +
x
1 r+a—z 1

a) — xzlnz, donc f'(x) zln(x—i—a)—i—xa??—lnx—l, et f(x) = :c+a+ Gra? = =

_ 2 2
zeta)far—(z+a) = a < 0. La fonction f’ est donc strictement décroissante
z(x + a)? z(x+a)?

sur R%. Or, f'(z) =1n (1 + g) + chﬂ — 1 a pour limite 0 en 400 (en effet, ce qui se trouve

dans le In a pour limite 1 donc le terme avec le In tend vers 0; et en conservant les termes de

plus haut degré, lim = 1). Il est inutile ici (méme si ce n’est pas spécialement difficile)

r—+oox + a
de calculer la limite de f’ en 0, on peut déja conclure que f’ est toujours positive, ce dont on

déduit que f est bien croissante.
a
Il faut maintenant faire le lien avec la suite (u,) en remarquant que In(u,) = nln (1 + —) =

n
f(n). La fonction f étant croissante, on aura certainement, pour tout entier n, f(n) < f(n+1),
c’est-a-dire In(uy,) < In(up41). Un petit passage a I'exponentielle donne alors w, < up41, ce
qui prouve que la suite (u,) est croissante.

2. Le plus simple est de démontrer séparément chacune des deux inégalités en faisant tout passer
d’un seul co6té et en faisant des études de fonctions. Posons ainsi g(¢) = t—In(1+t¢). La fonction

g est définie sur Ry (elle est méme définie entre —1 et 0, mais pour ce qu’'on nous demande,

1 t
as la peine de s’y intéresser), de dérivée ¢'(t) =1 — —— = ——
pas la pein s’y intéresser), rivée ¢'(t) 1= 111
croissante, et comme g(0) = 0, elle est toujours positive, ce qui prouve que ¢ — In(1 + ¢) sur

R4, soit In(1 +¢) < ¢.

> 0. La fonction g est donc

t 1 1+ttt
De méme, on pose h(t) = In(1 +t) — ——, fonction dont la dérivée vaut .t =
1+t 1+t (1+1)2
1+¢t-1 t

A+02 — A10? > 0. Cette fonction est donc également croissante, et vérifie aussi h(0) = 0,
d’ol1 sa positivité sur Ry et ’encadrement souhaité.

a a
3. On a vu que lnu, = nln (1 + 7>, donc en posant t = — et en appliquant ’encadrement
n n

a a
. b a . 1 a
de la question précédente, H—La < nln (1 + E) < —, soit =2 < Eln U, < - ou encore

a
a n n+a

n

a 1

< —Inwu, <
a+n n
demandé.

. Il ne reste plus qu’a tout multiplier par n pour obtenir I’encadrement

3le

na
4. Comme lim = a (on garde les termes de plus haut degré, a étant toujours une
n—+oon + a

constante), le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que la suite In(u,) converge vers




a. La suite (u,) a donc pour limite e®.

1 n
5. Pour a = 1, on obtient le résultat classique suivant : lim <1 + > =e.
n—-4o0o n

Exercice 5 (**)

Il y a deux points sur les trois qui sont trés faciles a prouver :

e v, — U, = ——,donc lim u, —v, =0.
n X n! n—+00
1
® Upy] — Uy = m > 0, donc la suite (u,) est croissante.
1
Ne reste plus qu’a prouver que (vy,) est décroissante : V41 —Vp = Upt1+ m+ 1) x (nt 1) — Uy —
I | N 1 1 nr+)4+n—(m+1)?* n?+2n—(n®+2n+1)
nxn  (n+1)! (n+)xm+1)! nxn nax®@+1)xn+1! nn+1)(n+1)! N

< 0. La suite (vy,,) est donc bien décroissante, et les deux suites étant adjacentes,
n(n+1)(n+1)!
elles convergent donc vers une limite commune.

a

Notons donc [ la limite commune des deux suites, et supposons que [ 7 avec a et b deux entiers

naturels. Comme la suite (u,) est strictement croissante, et la suite (v,) strictement décroissante,
k=n

k=n
. . . 1 a 1
on peut écrire, pour tout entier n, u, < [ < v,, soit g Tl < i < E T +
k=0 k=0

C’est en

nxn!
k=b k=b

1 1 1
particulier vrai lorsque n = b : kzo T < % < kzo il + Tk Multiplions cet encadrement par b x b! :

k=b k=b
b! b! R b!
b g i <axbl <b g i + 1. A gauche, chaque quotient f est un entier lorsque k < b (en effet, b!
k=0

k=0
est un multiple de k! pour tous les entiers k compris entre 0 et b), donc le membre de gauche est une

somme d’entiers et appartient & N. Notons ce nombre p. Le membre de droite est le méme que celui
de gauche, avec un simple +1, donc est égal & p+ 1. On a donc p < a x b! < p+ 1. Autrement dit,
le nombre a x b!, qui est lui aussi un nombre entier, est strictement compris entre les deux entiers
consécutifs p et p+ 1. Ce n’est pas possible! On a prouvé par I'absurde que [ ne pouvait pas étre un
nombre rationnel (pour les curieux, la valeur de [ est en fait le nombre e que nous connaissons bien
depuis I'étude de la fonction exponentielle).

Exercice 6 (**)

1. Le terme d’indice n de la suite est constitué d’une somme de n réels dont le plus petit est

n
n?+n

n
et le plus gros . On en déduit que n x < u, <N X OB d’ott 'encadrement

n
n?+1 n2+n n? +

demandé.

2. Les deux suites extrémes ayant pour limite 1 (quotient des termes de plus haut degré), une

simple application du théoréme des gendarmes permet de conclure que ngg_lmun =1.

Exercice 7 (***)

1. Il suffit pour cela de prouver par récurrence que Vn € N, u,, > 0 et v,, > 0. C’est vrai au rang 0
par hypothése, et si u, et v, sont tous deux strictement positifs, ce sera aussi le cas de u, + vy,
et de u,vy, donc de up4+1 et vyp1. Ainsi, les deux suites sont bien définies.



2.

3.

. . . Up—1 + Up—
Supposons n > 1 (pour n = 0 I'inégalité est vraie par hypothése). On a v, —u,, = i S

2
Un—1 + Une1 — 2v/Un—1+/VUn-1 Un—1 — /Un_1)?
SUn—1Up—] = — n 2\/” V/Un :(\/n 2\/n ) > 0, donc u,, < v,.
C’est désormais facile en utilisant le résultat de la question précédente : up 1 — Uy = /UnVn —

Up, = /Un(y/Un — \/Up) > 0 puisque v,, > uy,, donc (u,) est strictement croissante. De méme,

Up + VU Up — VU L.
Uptl — Un = % — vy = % < 0, donc (vy,) est décroissante.

. On ne peut pas affirmer que les suites sont adjacentes car on ne sait pas si (u, — vy) tend vers

0. Par contre, (u,) étant croissante et majorée par exemple par vy (car u, < v, < vy puisque la
suite (vy,) est decroissante), le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer qu’elle est
convergente vers une certaine limite /. De méme, (v,,) est décroissante et minorée (encore plus

simplement, par 0), donc converge vers une limite I’. La suite (v,,41) converge aussi vers I, mais

. L+0 U .
comme Up41 = UHQﬂ, on a donc, par passage a la limite, I’ = — d’ou 5 =5 soit [ = I’

Finalement, les deux suites ont bien la méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique
des deux réels a et b).

Exercice 8 (*)

\V)

5n —n? +2n” on’ 2

n8 —3n+12 A R

+3—-n 3 3
2 2 2

n n n
vnZ4+n+1  Vn? n

e+ e 2 ~ e (attention & bien garder comme équivalent la suite qui tend le moins vite

~Tn

vers 0)
2y/n+ e’ —5lnn e
n? — 31n(2n?) n?

1 1
-3
2t e

1 2 1
. In (1 - —+ ) ~ —— + — ~ — (on utilise I’équivalent vu en cours pour In(1 + w,,) lorsque
n? n n

n2 n
uy, tend vers 0)
Attention & ne pas dire utiliser trop précipitamment ’équivalent vu en cours pour In(1 + uy,),

puisque n3 ne tend pas vraiment vers 0. Il faut plutot factoriser : In(1 + n3) = In(n?) +

1
In (1 + — |- Le deuxiéme morceau tendant vers 0 et le premier vers +00, u, ~ In(n3) ~ 3Inn.
n

1\" a1 1 1 1

<1 + 2> = "0+32) Orpln <1 + 2> ~ nx— ~ —.Onne peut pas passer cet équivalent
n n n n

a l'exponentielle, mais on peut en déduire que la suite (u,) tend vers 1 (ce qui est dans

I'exponentielle tend vers 0), donc u,, ~ 1.

Exercice 9 (**)

1.

2(n+1—n) 2
En effet, 2(v/n+1—y/n) = = .
( vn) Vn+l4+yn  Vn+l+yn

1 1

vn+l < vVn+1++v/n+1 on a < <
v v 2vn+1 ~ Vn+l+yn  2yn

souhaité en multipliant tout par 2.

Or, comme /n + /n < /n +

, d’ott 'encadrement




2.

. Puisque lim S, —2y/n =1 € R, on en déduit lim
n—-+o0o

k=n

En utilisant I'inégalité de droite de la question précédente, on obtient 2 Z(\/ k+1— \/E) < Sh.

k=1
Or, la somme de gauche est une somme télescopique égale a 2(v/n+1—1) = 2¢/n+1— 2.
Cette expression a pour limite +00 quand n tend vers 400, donc par théoréme de comparaison,

lirf Sp = 400 (inutile d’utiliser 'inégalité de gauche de la question 1 ici, celle de droite
n—-+0oo

suffit...).

. Commengons par déterminer la monotonie de la suite (uy,) : Upt1 —Up = Spt1—Sn—2v/n + 1+

2y/n = - 2(v/n + 1 —4/n), expression négative d’aprés la question 1. La suite (u,,) est
vn+1

donc décroissante. On a vu par ailleurs que S, > 2v/n + 1 — 2, donc a fortiori S,, > 2y/n — 2,

donc u, > —2. La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est convergente.

Sp —2y/n

n——+o0o 2\/771

Sn
= 0, soit i =1
» 801 n~l>r+noo2\/fﬁ

Autrement dit, on a prouvé que S, ~ 2y/n.

Exercice 10 (d’aprés EDHEC) (***)

1.

. 1
5. Comme on vient de le voir, — — u, =
n

Calculons donc la dérivée f/,(z) = 5z +n. Cette dérivée est toujours strictement positive (sauf
en 0 pour n = 0), la fonction est donc strictement croissante, quel que soit 1’entier n.

. Comme de plus lim f(z) = —oo et lim f(x) = 400, chaque fonction f,, est bijective de R
T——00 r—r-+00

dans R. Chaque réel a donc un unique antécédent par f, et en particulier I’équation f,(z) =0
admet une unique solution.
1

1 1
. Constatons que f, <> = —<+4+1-1= — > 0. Comme la fonction f, est strictement
n

n® nd

croissante, et fy,(u,) = 0, on en déduit que u,, < —. Notons par ailleurs que f,,(0) = —1, donc

par un raisonnement similaire on a toujours 0 < u,,. Le théoréme des gendarmes permet donc

d’affirmer que lim wu, = 0.
n——+00

Démonstration subsidiaire : monotonie de la suite (u,). Pour déterminer la monotonie de la
suite (uy), il faut réussir & comparer u, et u,11. Pour cela, dans le méme esprit que les calculs
précédents, on va chercher a calculer f,(u,) et f,(un+1). Le morceau facile, c’est fr,(uy,) = 0
(par définition). Plus compliqué, f,,(un41) = ud 41+ nupy1 — 1. Or, on sait que, par définition,
fo+1(tnt1) = 0, cest-a-dire que u 41+ (n+ Dupgr — 1 = 0, ou encore en développant
ud 1+ nup + Uy — 1 =0, soit ud | + nupy1 — 1 = —upq1. Autrement dit, en reprenant le
calcul précédent, f(unt1) = —upt+1 < 0 (puisqu’on a prouvé plus haut que tous les termes de
la suite étaient positifs). En particulier, f,(un+1) < fn(uy). La fonction f, étant strictement
croissante, on en déduit que up4+1 < up, donc la suite (u,) est décroissante.

u

5 5 1
. On sait que u> + nu, — 1 = 0, donc u, = — — —=. Comme (u,) tend vers 0, — = o <>,
non n n

donc u, ~ —.

n
5 1
u -5 1
_n .. n . ___
n

n nb

Exercice 11 (*¥**%*)

n

Supposons donc que hrf uy, = 0, et choisissons un € > 0. Par définition de la limite, il existe
—+00

un entier ng a partir duquel on aura |u,| < e. Découpons alors v, en deux parties : ce qui se passe



1 k=n 1 k=ng k=n
avant ng et apres ng : si n > ng, v, = — Z Ul = — Z uE + — Z u. La premiére somme est une
"= "= g
constante (on peut modifier n, mais ng, lui, est fixé), donc, quand on la divise par n, ¢a va finir par
k=no

>
k=1
elle est constituée de n—ng termes qui, d’aprés ce qu’on a dit plus haut, sont tous inférieurs (en valeur

< €. Quand a la deuxiéme somme,

se rapprocher de 0. Autrement dit, dny € N, Vn > ny, —
n

k=n
absolue) a ¢, donc sa valeur absolue est inférieure & (n — ng)e, d’ou — E ug| <
n
k=no+1

n—no

e e
n

. n— . . <
(puisque 9 < 1). Conclusion, lorsque n > max(ng;n1), on a |v,| < € + ¢ = 2e. Ceci suffit &

prouver que la suite (vy,) tend vers 0, et a donc bien la méme limite que (uy,).

Passons désormais au cas général (qui va étre facile en fait), c’est a dire lorsque lim w, =1 # 0.
n—-4o0o

Posons w, = u, — [, cette suite auxilaire a pour limite 0, donc on peut lui appliquer ce qu’on
1 k=n 1 k=n 1 k=n 1 k=n
i 6 : li - = U. — = — — = — — =
vient de démontrer Jm -~ Zwk 0. Or, - Zwk - Z(uk ) - ((Z ug) nl)
k=1 k=1 k=1 k=1
1 k=n 1 k=n
( Zuk> —[. On en déduit que lim — Zuk = [, ce qu’on voulait prouver. Note finale : ce
n 1 n—+00n —

résultat est connu sous le nom de théoréme de Cesaro, il stipule que la moyenne des n premiers
termes d’une suite convergente a la méme limite que la suite elle-méme.

Probléme 1 (Ecricome 99) (***)

Préliminaire
1 1 1 4 13
2 §$ —3 a pour discriminant A = — + - = — et 1’équation

9 3 9
14+ 13 1—-+/13
——— et g = ——

6
donc de la forme z, = (H—g/ﬁ) + 1 (Hﬁ)

1. L’équation caractéristique x

admet donc deux solutions x; = . Le terme général de la suite est

6

2. Les deux racines z1 et xo étant comprises strictement entre —1 et 1, la suite (z,) est une

somme de deux suites convergeant vers 0, d’ott lim =z, = 0.
n—+400

Question 1

1.a : Prouvons donc par récurrence double la propriété P, : u, > 1. C’est vrai pour n =0et n =1
par hypothése. Supposons désormais la propriété vérifiée par u, et up+1. On a alors \/u, > 1 et
Vunt1 =2 1, donc upyo = 14+ 1 =2 et a fortiori u,12 > 1, ce qui achéve la récurrence.

1.b : PROGRAM valeurs;
USES wincrt ;
VAR a,b,u,v,w : real; i,n : integer;
BEGIN
WriteLn(’Choisissez des valeurs supérieures a 1 pour les réels a et b’);
ReadLn(a,b);
WriteLn(’Choisissez une valeur supérieure a 2 pour l'entier n’) ;
ReadLn(n);
u:=a;v:=b;

FORi:=2TO n DO



BEGIN

w = sqrt(u)+sqrt(v) ;

u:i=v;

V= W

END;

WriteLn(’La valeur de u’,n,” est ’,v);

END.

Question 2

2.a : D’aprés la définition de v,, on a 2(v, + 1) = /Uy, ou encore 4(v, + 1) = wu,, soit
up = 4v2 + 8v, + 4. Si la suite (v,) converge vers 0, on en déduit bien, par somme de limites, que
lim wu, = 4.

n——+o00o
1 1 2
54/U —14+5/u, —1 —4 4v + 8v
2.b : Caleulons done Unti T 2Vtnit =14 yyn =1 Unia =4 Ayn £ 80nv2
2(2 + Un+2) 2(2 + ’Un+2) 4(2 + UTL+2) 8 + 4Un+2
Un+2 (on a utilisé le calcul de la question précédente). On a donc |vy, 12| = W Or, on sait que
Un+4-2

1
|Un41 + vn| < |vns1| + |vn| (inégalité triangulaire) et d’autre part que u,, > 1, donc v, = iw/un —-1>

< [Vn1] + |vn] _ 1

1 3
—5 On peut en déduire que 2+ vy 19 > 2 d’ou finalement |v, 42| < E 3(|vn+1| + |vn]).
X =
2

2.c : C’est une récurrence double, mais assez simple malgré tout : notons P, la propriété |v,| < .
Par hypothése, Py et P, sont vraies (on a méme égalité), et, si on suppose a la fois |v,| < x, et

|Unt1| < Tpnt1, on a alors, en utilisant le résultat de la question précédente, v, 12| < = (Jvpt1]+|vn]) <

3 (
§($n+1 + Zp) = Tpt2, donc on a bien |v,12] < Tp49, ce qui achéve la récurrence.

Comme on sait (question préliminaire du probléme) que (z,) converge vers 0, et que par ailleurs
|vn| = 0 (comme toute valeur absolue qui se respecte), on peut conclure du théoréme des gendarmes

que lir_ir_l |vn| = 0. Si la valeur absolue de (vy,) tend vers 0, (v,) également, et la question 2.a nous
n—-+0o0o

permet donc d’affirmer que lim wu, = 4.
n—-+o0o

Probléme 2 (Maths IIT HEC/ESCP 2002) (***)

Partie A : Exemples

k=n

1. (a) On a dans ce cas wy, = ZQ x3=06(n+1).
k=0

k=n k=n k=n 9 k
(b) Dans ce deuxiéme exemple w, = ZQ’“ x 3nk — 3n 22’“ x 37k = 3"2 () —
k=0 k=0

- ()" | 2\"" | 1
g3 — =3t 1 (2 = 3l gntl,
1-2 3

2. PROGRAM suites;;
USES wincrt ;
VAR i,j,n : integer; w : real ;
BEGIN
WriteLn(’Choisissez l'entier n’) ;
readLn(n) ;
FOR1i:=0TO n DO



BEG
W=

FOR

END;

IN
0;
j:=0TOi1iDO w:= w+In(j+1)/(-j+1);

)

END.

3. Un résultat de convergence

(a)

(b)

k=m k=m 1 k=m—n—1 1 1 k=m—n—1 1 11— 1
_ . _ . oam—n
Oncaleule »  we= ok > ontitk — ontl ) ok T ontl 1 _ 1
k=n+1 k=n+1 k=0 k=0 2
L 1 ! _ 1 ! L _ d Iinégalité d dé i
on T om-n) = on  om < on = Up, donc 'inégalité demandée est vraile.
Il s’agit « simplement » de découper la somme constituant ws, en morceaux et de faire
k=2n k=n k=2n—1
les bonnes majorations : w, = Z UpVop—k = Zukvgn_k + Z URVop—k + Uap V0.
k=0 k=0 k=n+1

La premiére somme est égale & ugva, + u1v2p—1 + « -+ + Upv,. Comme la suite (vy,) est
supposée décroissante et que tous les termes de (u,,) sont positifs, elle est inférieure ou égale
k=n
a (uo +ur + - 4 up)vy, = upvy + vy E u < UgUy + uguy, = 20y, (cette derniére inégalité
k=1
découle de la question précédente). De méme, en utilisant la décroissance de (vy), la
k=2n—1

deuxiéme somme est inférieure ou égale & vy g up < v1uy, (toujours d’aprés la question
k=n+1
précédente). En additionnant ces majorations, on obtient bien wa, < 2v, + v1uy, + vouzy.
k=n k=2n
La deuxiéme majoration est du méme style : wo,4+1 = g UkVon+1—k + E UkVon+1—k +

k=0 k=n+1
k=2n

U2n 100 < Vp1U0 + Upp1 (U1 +ug + -+ + up) + v1 Z Uk + U2n4+100 < 20p41 + ViU +
k=n+1

VoU2n+1-

Les deux suites (uy) et (v,) ont pour limite 0 (pour (vy), ¢a fait partie des hypothéses,

et pour (uy) c’est une conséquence du fait qu’il s’agit d’une suite géométrique de raison

—). On en déduit aisément que lim wvgug, + 2v, + viu, = 0, et pareil pour 2v,41 +
2 n—-+oo

V1Uy, + Vou2p+1. Comme de plus tous les termes de la suite (w,,) sont positifs (ils sont
constitués d’'une somme de réels positifs), le théoréme des gendarmes permet de dire que

lim wo, = lim wy,+1 = 0. Autrement dit, quel que soit € > 0, il existe un entier ngy a
n—-+o00 n—-+o0o

partir duquel tous les termes pairs de la suite sont inférieurs a €, et un entier n; a partir
duquel tous les termes impairs aussi. Quand n est plus grand que le plus grand de ces
deux entiers, tous les termes de la suite deviennent donc inférieurs a €, ce qui prouve que
k=n 1 k k=n
> (g) mef <X :
k=0

lim w, = 0.
(2)
-5 Un—k
k=0 2 k=0

n——+0oo
on vient de voir que la suite (wy) convergeait vers 0, le théoréme des gendarmes nous
donne la convergence de (|u’ X v|), et donc de (u' x v), vers 0.

D’apreés I'inégalité triangulaire, on aura
k=n

1
0< (W xv),| = = Z —Up_ = wy. Comme




Partie B : Application a I’étude d’un ensemble de suites

1 1
1. Si (uy) est une suite décroissante, on a i(un +Up—1) = §(an +an) = ap > ap41, donc la suite

2.

appartient effectivement a A. Au contraire, si (u,,) est strictement croissante, on aura toujours

2
(a)

—(up + up—1) < Up < Up+1, donc la suite n’appartient pas a A.

La suite est récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique 2% — 13} 1 = 0.
9 % 43 2
Son discriminant vaut A = ~ + 2 = =, donc elle admet deux racines r = 2—2 =1 et
L3 ) 4 4 N
s = % =-3 Le terme général de la suite est donc bien de la forme z, = a+ <—2> .
1 n
La suite définie par u,, = 1+ —5 ) spar exemple, appartient & A (elle vérifie la récurrence

linéaire de la question précédente, et on vérifie facilement que ses termes sont tous positifs),
mais n’est pas monotone puisque les termes d’indices pairs de la suites sont plus grands
que 1 et les termes d’indices impairs plus petits que 1.

1 1 1
Calculons donc, pour n > 1, ¢,11—c, = anH—l—ian—an— Jan-1= anﬂ—i(an—l—an,l) <

0 puisque (a,) € A. La suite (¢,) est donc décroissante. Comme elle est par ailleurs
constituée de termes positifs (puisque c’est le cas de (ay)), elle est minorée, donc elle
converge.

Il semble assez naturel de procéder a une récurrence. Pour n = 0, 1’égalité stipule que

0
1 . . . . . .
<—2 co = ap, ce qui est effectivement vrai. Supposons désormais ’égalité vérifiée au

k=n+1 1 k k=n 1 k+1 1

rang n, alors Z <—2> Cntl—k = Cnt1 + Z <—2> Cn—k = Cnt1 — ian = Qp4+1 +
k=0 k=0

1 1 s e . ,

§an — ian = Gp+1. La propriété est donc vérifiée au rang n + 1, et la récurrence achevée.

Ca calcul prouve que les suites b X ¢ et a sont tout simplement identiques.

La suite (uy) convergeant vers [, la suite € a pour limite 0. De plus, elle est décroissante
a partir du rang 1 tout comme (u,), donc tous ses termes sont positifs (sinon elle ne
pourrait pas converger vers 0). Elle vérifie donc les hypotheéses faites sur la suite (v,,) dans

la partie précédente, et on peut en conclure que lim d, = 0.
n—-+0oo

k=n 1 k k=n 1 k
Ce n’est pas si dur que ca en a ’air : d, = Z (—2> (e —1) = Z <—2> Cr_lk —
k=0 k=0

k=n 1\ * 1— (_l)n—i—l 3 1\ 1
lkZ:O <—2> = an—lﬁ = an—|—§l 1-— (—2) . On peut également écrire

1 n+1
quean:dn—i—gl (1—(—2> )

La toute derniére question est un simple calcul de limite : on sait que lir}rl dn, = 0, et
n—-+0oo

1 n+1 92
lim <—> = 0 (suite géométrique), donc lim a, = gl.

n—-+00 n—-+o0o
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