Fonctions & deux variables
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1 Aspect graphique

Définition 1. Une fonction & deux variables est une application f : D — R, ou D est une
sous-ensemble du plan R? appelé domaine de définition de la fonction f.

Exemples : La fonction f : (x,y) — 23 + 222y + zy> — 4y? est une fonction a deux variables définie
sur R? tout entier. La fonction g : (z,y) + In(z + y — 1) est une fonction définie sur 'ensemble des
couples (z,y) vérifiant x +y — 1 > 0, qui se trouve étre le demi-plan supérieur ouvert délimité par
la droite d’équation y = 1 — .

Proposition 1. Tout sous-ensemble de la forme {(z,y) | ax 4+ by + ¢ = 0}, ou a, b et ¢ sont trois

réels tels que (a,b) # (0,0) est une droite.
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équation de droite. Et si b = 0, on a par hypothése a # 0, donc on obtient x = —, qui est également
a

Démonstration. Si b # 0, on peut mettre I’équation sous la forme y = , qui est bien une

une droite, en 'occurence paralléle & I'axe des ordonnées. O

Exemple : La fonction h : (z,y) — /4 — 22 — y? est définie & l'intérieur du cercle de centre O et

de rayon 2.

Proposition 2. Le sous-ensemble de R? défini par 'équation x4 4% = R, avec R > 0, est le cercle
de centre 0 et de rayon VR (si R < 0, ensemble est vide).

Démonstration. Dans le plan R? (muni d’un repére orthonormal, mais ce sera toujours le cas pour
nous), le point M de coordonnées (z,y) est situé a une distance /22 + y2 de lorigine O du repére
(c’est une application du théoréme de Pythagore), donc 22 + y?> = R & OM? = r? & OM = r.
I’ensemble des points a distance r de O est bien le cercle de centre O et de rayon 7. O

Définition 2. La représentation graphique d’une fonction a deux variables dans un repére
(O,1i,7,k) de espace est 'ensemble des points M (z,y, z) vérifiant z = f(x,y).
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Remarque 1. Une fonction & deux variables est donc représentée non pas par une courbe, mais

par une surface dans ’espace. Il est trés difficile en général de visualiser ce genre de représentations

graphiques, c’est pourquoi on en est souvent réduit a étudier les coupes par des plans que représentent
es lignes de niveau et les applications partielles.
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Définition 3. Soit k un réel et f une fonction de deux variables, la ligne de niveau k de la fonction
f est Pensemble des couples (x,y) vérifiant f(z,y) = k.

Remarque 2. 11 s’agit donc de la coupe de la surface représentative de f par le plan « horizontal »
d’équation z = k. La plupart du temps, une ligne de niveau n’est pas la courbe représentative d’une
fonction & une variable.



Exemple : Considérons la fonction f(z,y) = 22 + y2, sa ligne de niveau k est définie par I’équation
22 + 9% = k. 11 s’agit donc du cercle de centre O et de rayon vk quand k est positif, la ligne de
niveau est vide sinon. Voici une représentation des lignes de niveau pour k entier compris entre —1
et 4. Il ne reste plus qu’a les relier mentalement pour imaginer 'allure de la surface représentative

de f.
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Exemples de surfaces

Juste quelques surfaces tracées a 'ordinateur pour avoir une idée de ce & quoi ¢a peut ressembler.

f(x,y)=x"2+y"2

s
S

X
&

5 A
2 R
S SNy
,36\6@%6‘2%\
ety

FNNOWWA R JITIOO~NN00
JIOUIOUIOUIOUIOUJIOUIOUIO

f(x,y)=(x"3-3x)/(1+y"2)

4



f(X,y)=2(x"2+y"2)e"(-x"2-y"2)
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3 Dérivées partielles

On ne peut pas étudier les variations d’une fonction & deux variables comme on le fait pour
une fonction & une variable, puisque la simple notion de fonction croissante ou décroissante n’a pas
d’équivalent quand on passe & deux variables. Il est cependant intéressant de calculer un analogue
de la dérivée dans ce cadre, qui permet notamment de trouver les minima ou maxima de la fonction,
comme c’est le cas pour une fonction & une variable.

Définition 4. Soit f: (z,y) — f(x,y) & deux variables, les applications partielles associées sont
les deux fonctions & une variable f, : x — f(z,y) et f, 1y — f(z,y).

Remarque 3. Les applications partielles sont donc données par la méme équation que la fonction
f elle-méme, seul le statut de = et de y change : au lieu d’avoir deux variables, I'une d’elles est
désormais fixée, méme si on ne connait pas sa valeur. Pour rendre les choses plus concrétes, on peut
assigner une valeur & la varible fixée. Par exemple, si f(z,y) = 22 —3zy+%>, on dira que I'application
partielle obtenue en fixant y = 1 est la fonction d'une variable x + 22 —3z +1 (on a posé y = 1 dans
I’équation de f), ou que I'application partielle obtenue en fixant x = 2 est la fonction y ~ 4 —6y+y3.
Tracer les représentations graphiques de ces applications partielles revient & tracer la coupe de la
surface représentative de f par les plans d’équation respective y = 1 et = 2 (plans « verticaux » si
on oriente le repére de fagon habituelle).

Définition 5. Les dérivées partielles d'une fonction & deux variables sont les dérivées de ses

6—5 celle de f,,.

0
application partielles. On note 8_f la dérivée de f, et
x
Remarque 4. Pour calculer ces dérivées partielles, on dérive en considérant I'une des deux variables
comme une constante (on dit qu’on dérive la fonction f par rapport & x ou y respectivement), mais
chacune des deux dérivées partielles reste une fonction a deux variables.

Remarque 5. On se contentera de calculer ces dérivées partielles sans se préocupper de justifier leur
existence, ce qui est un probléme plus complexe que dans le cas d’une fonction & une variable.
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Définition 6. Les quatres dérivées partielles des fonctions —f et 90 (deux pour chaque fonction)
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sont appelées dérivées partielles secondes de la fonction f. On note 8—f et 3 af
yox
0 f 0% f 0 f

0
partielles par rapport a x et y de =, et et —= les dérivées partielles de —

Ox dxdy — Oy? dy’

les dérivées

Exemples : Reprenons 1’exemple de la fonction f : (x,y) — 23 + 22%y + 29> — 4y%. On a donc
8f(:n ) = 322 +day+ af(:n ) = 222+ 32y? -8 82f i
o f o°f
920y ——(x,y) = 4z + 3y? et enfin e

5 (x,y) = 6z+4y; ———(z,y) = 4z +3y*;

0yox
= 6xy — 8.

1
De méme, la fonction g : (x,y) — In(x +y — 1) a pour dérivées partielles %(x,y) = m;
LR S Y
oy’ r+y—17 022" (x+y—1)%
que la premiére.

et les trois autres dérivées secondes sont les mémes

Enfin, la fonction h : (x,y) — /4 — 22 — y? vérifie %(aj,y) = 2 = - * :
Ox 2¢/4 — 2?2 —y? Va—a?—y?

oh y h VA -ty _“w/ﬁ 2 y? — 4
(:Evy) = - ; 2(3372/)
81/ 1/4—:1;2—112 8!17
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4— a2+ y? (4—x2—y)



0h —y x = —xy 0%h —xy *h

Y= - ) ,Y) = —————— et enfi =
8yax(x y) (4—:132_:[/2)% (4_172—:[/2)% 8xay($ y) (4_x2_y2)% el enmnn 8y2
z? —4

Définition 7. Un point critique pour une fonction f a deux variables est un couple (z,y) vérifiant
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Exemple : Les points critiques de la fonction f définie plus haut sont les solutions du systéme
suivant (qu’on est bien incapable de résoudre) :

322 + day + 3 0
222 +3zy? —8y = 0

Théoréme 1. Si une fonction f admet un minimum ou un maximum local en un point (x,y), alors
ce point est un point critique.

Remarque 6. Attention, comme dans le cas des fonctions & une variable, la réciproque n’est pas
toujours vraie.

Théoréme 2. Soit (zg,yo) un point critique d'une fonction & deux variables f, on note D =

PR PLL (0

2
(mo,y0)> , alors (z9,y0) n’est pas un extremum si D < 0, mais
82
c’en est un si D > 0, maximum si W(:Eo,y(]) < 0, minimum sinon. Si D = 0, on ne peut pas
x

conclure.

Définition 8. La différentielle au point (z,y) d’une application a deux variables f est ’expression

0 0
sy = G i)de + 5 )iy

Les dz, dy et df de I'expression ci-dessous représentent de « petits accroissements » de la fonction et
de chacune des variables respectivement. En fait, une bonne définition mathématique de ces objets
est de les voir comme des applications de R? dans l’ensemble des applications linéaires de R? dans
R. Mais comme vous ne savez pas encore ce qu’est une application linéaire, vous vous contenterez
du blabla ci-dessous pour tenter de comprendre ce que ¢a recouvre.

Interprétation géométrique : Comme dans le cas d’une fonction & une variable, on peut tenter
d’interpréter géométriquement les notions définies plus haut. Vous savez que, pour une fonction f
a une variable, le nombre dérivé f’(z) représente le coefficient directeur de la tangente & la courbe
représentative de la fonction f en son point d’abscisse x. Autrement dit, la tangente étant la droite
la plus proche de la courbe, on peut écrire au voisinage de = 'approximation affine suivante : f(t) ~
f'(x)(t — z) + f(z) (équation de la tangente), ou encore en changeant les notations f(z + h) ~
hf'(x) + f(x), approximation valable pour des « petites » valeurs de h. En utilisant la notation
différentielle, on écrirait ceci ainsi : df,(h) = hdz, c’est-a~dire que 'accroissement de la fonction f
(qui correspond a f(x+h) — f(z)) est proportionnel a 'accroissement de la variable (qui correspond
a h), avec pour coefficient de proportionnalité f/(x).

Dans le cas d’une fonction a deux variables, les dérivées partielles en un point (z,y) représentent
également des coefficients directeurs de tangentes, en 'occurence des deux tangentes a la surface
représentative de f incluses dans les plans verticaux contenant les axes (Ox) et (Oy). La surface
admet bien d’autres tangentes (une infinité), mais la connaissance de deux d’entre elles suffit a
déterminer le plan tangent & la surface représentative de f, et donc & donner une approximation de
f(x + h;y + k) pour des petites valeurs de h et k. C’est ce que fait la différentielle a 1'aide de la



formule suivante : f(z+ h;y+ k) ~ g—i(x, y)h + Z—Jyf(x, y)k. Autrement dit (et pour parler en termes

plus « économiques »), la différentielle exprime I’accroissement marginal de la fonction f au point
(z,y) en fonction des accroissements marginaux de chacune des variables.

Exemple : Un type de fonction a deux variables souvent utilisé en économie est la fonction de
Cobb-Douglas, qui modélise la production P en fonction du capital K et du travail L via la formule
P(K,L) = cK*LP. Pour plus de simpliciter, on prend souvent ¢ = 1, et 8 = 1 — « (avec a €
[0;1]), donc P(K,L) = K®L'~®. Ceci a également pour avantage de rendre la fonction homogéne,
c’est-a~dire que P(aK,aL) = aP(K,L) (autrement dit, si vous multipliez le capital et le travail
simultanément par un méme facteur, la production subira la méme augmentation).

Les dérivées partielles de cette fonction sont appelés en économie rendements marginaux. En uti-
lisant la notation différentielle, ces rendements marginaux donnent les coefficients d’augmentation
marginale de la production quand on augmente marginalement le travail ou le capital. Ainsi, si

oP
— (Ko, Lg) = 3, cela signifie qu’en augmentant de 1% le capital en partant d’une situation ou

0K
le capital était de Ky et le travail de Lo, la production augmentera d’environ 3%. Avec 1’équa-

oP L\'™ 9P
tion donnée plus haut tat —(K,L) = aK*1[l-o = — t — (K, L) =
lon donnee plus haut, on constate que aK( , L) «Q a<K> , € aL( , L)

L
ment a2—P(K L) = ala — 1)K*2[1o; 82—P(K L) = —a(l — a)K*L=%!. Ces deux expressions
8K2 ) - ) 8L2 ) - . p

sont négatives, c’est un résultat qu’on connait en économie sous le nom de principe des rendements
décroissants : plus la production augmente, plus les rendements marginaux sont faibles.

[e%
(1-a)KL ™ =(1—-a) <—> . 51 on calcule désormais les dérivées secondes, on obtient notam-

Derniére notion utile en économie et abordée un peu plus haut d’un point de vue mathématique : les
lignes de niveau de la fonction P sont appelés isoquants de la fonction de production. Ils représentent

des lignes sur lesquelles la production ne varie pas, et on peut donc affirmer que, sur un isoquant,
P oP

a—K(K, L)+ 8—L(K, L) = 0. Les rapports

entre les deux dérivées partielles en un point d’un isoquant sont appelés coefficients d’elasticité :

ils représentent la facilité a échanger du capital contre du travail (ou vice-versa) pour garder une

oprP

production constante. Ainsi, si on a —L(KO, Ly) = —3—K(K0,L0), cela signifie que, si on diminue

la différentielle dP s’annule. Autrement dit, on a alors

le capital de 1% en partant de la situation (Ko, L), il faudra augmenter le travail de 3% pour garder
le méme niveau de production.



