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Exercice 1 (* a **)

e3x+l 3x 3z e3x+l

e —  — —eXx ——et lim = +00 par croissance comparée, donc lim =
(Inx)? (Inz)* " a—4oo(Inz)t P Paree, z—+oo (In )4
—+00.

2z

e lim —— = 400 par croissance comparée.

z+00 312

e In(z’+1)—2Inz = In(z?+1)—In(z?) = In
0.
o Vo +5—/x—3

2
vl :ln(l—l—#),donc lim In(2?+1)—2Inz =

x2 r—+00
B 8
 Vr+5+vz—3

en multipliant par la quantité conjuguée, donc lilil T+ 5—
T—1+00

lim = 0 (il n’y avait ici pas vraiment de difficulté, le numérateur tend vers 0 et le
z—0t \/5 +1
dénominateur vers 1).

o 2% =% Or, limzlnz =0, donc lim 2% = 1.
z—0 r—0+
In(1 + 2?) 1

o (1+x2)% = ex 20" Comme In(1+ 2?) ¥ z?, ona lim0 =0, et lim (14+22)z = 1.
€T —

x z—0t
2\/x 2\/x

In(l4+2z) ot =

e Utilisons également les équivalents : In(1 + x) ~ 7, donc
0

i 2V
z—0+t1In(1l + )

~ 2/, donc

In(1 4 4z 4x . In(1+4x
e Comme 4x tend vers 0 quand x tend vers 0, on a Q ~ — donc lim ¥ =4.
) x 0 x z—0+ x
X
e En posant X = ./z, on a zle= VT = —» avec X tendant vers +o0, donc li]Jrrrl zle= VT = 0.
e r—+00
1 L In(1+x
e En posant X = —, on se raméne exactement & calculer la limite en O de ¥, donc
x
. 1 _
mklilmx In(1+2)=1
, . 222 —3x+2
e Le numeérateur prend pour valeur 11 pour z = 3, et lim 22—9 = 07, donc lim ———— =
z—3+t z—3t 4 —9
+00.
e [l vaut mieux commencer par mettre au méme dénominateur pour éviter de se retrouver face
. . . 1 1 r+2-1 2x+1 )
& une forme indéterminée : — = = . Le numérateur ayant pour

r—2 x2-—-4 :v12—4 x2—4

limite 3 et le dénominateur 0%, lim = +00.
z—2+ T — 2 £U2 —4
e Le numérateur et le dénominateur s’annulant en x = 1, on peut commencer par factoriser : si
322 —dzx+1 (z—-1)Bzx—-1) 3z-1

x # 1, = —
2?2 —1 (x —1)(z+1) z+1

2 _dx+1
donc lim3$27$+:1
x—1— X —1

. Ce nouveau quotient vaut 1 quand x = 1,



Exercice 2 (** a **%¥)

e La fonction fi et définie sur RY . En 07, la limite de f; est égale & 0 puisque le numérateur
tend vers 0 et le dénominateur vers 1, donc il n’y a pas d’asymptote verticale. Par contre, on

1
peut prolonger fi par continuité en 0. Ensuite, fi(z) = :ztl—iinlzny donc liril fi(x) = +oo, et
= T—+00
xT
1+ Inz 1 —rz—1
h@) = 7=, donc lim J@) = 1. Il faut donc calculer f(z) —x = rime lx =
x I+ T—+o00 I I+ 2
Inz—1
11:1371' On a donc lim f(z) —x = 400, la courbe de f admet donc en 400 une branche
1+ < T—+00
parabolique de direction y = x. Pour compléter, je rajoute pour chaque fonction I’allure de la
courbe :

T

e La fonction n’est pas définie lorsque e — e = 0, soit e* = e~ %, ce qui implique z = —=,

donc x = 0, d’ott Dy, = R*. Les limites de f> en 0 sont infinies (le numérateur y tend vers 2 et
le dénominateur vers 0), donc la courbe admet pour asymptote verticale ’axe des ordonnées.
e’ (1+e727)
De plus fa(z) = (1)
horizontale en 400 la droite d’équation y = 1. De plus, f3 est une fonction impaire car fo(—z) =
e % —e”
y=—1.

donc lit}rl fa(x) = 1, et la courbe admet pour asymptote
T—T0O0

= —fo(x), donc lim fo(z) = —1, et on a une asymptote horizontale d’équation
T——0Q



e La fonction f3 est définie sur R puisqu’une exponentielle est strictement positive. Il suffit donc
de regarder ce qui se passe aux infinis, et on peut commencer par constater que f3 est paire. La

limite en 400 de f3 est +oc et de plus f3(z) = In(e®(1+e72%)) = z+In(1+e~2%), donc sz) =

x
14+ In(1 + e=27)

x
qui tend vers 0, donc la droite d’équation y = x est aymptote oblique a la courbe en +oc0. Par
symeétrie par rapport a ’axe des abscisses, la droite d’équation y = —x est asymptote oblique
en —oo.

, qui a pour limite 1 quand = tend vers +oo. Enfin, f(x) — 2z = In(1 + e~2%),

e Un classique : Dy, = R\{—1;1}. En —1, le numérateur tend vers —4 et le dénominateur vers
0, il y a donc des limites infinies et une asymptote verticale d’équation x = —1. Par contre,
en 1, numérateur et dénominateur tendent vers 0, on est obligés de factoriser de chaque coté.
Pour le numérateur, remarquons que x3 — 222 + 2 = z(2? — 2z + 1) = 2(x — 1)%, donc pour

—1
x#1, fa(z) = M, qui a pour limite 0 en 1. Pas de deuxiéme asymptote verticale donc.

z+1 X
x

Pour les infinis, utilisons les équivalents pour aller plus vite : fy(z) foRb I donc les
o

3 2 3
. o x -2+ -2’42
limites sont infinies, et fal@) ~ 1. Reste a calculer f(z) —z = =
x 400 2 -1



—222 4 2z . . .
274_1 o —2. Conclusion de tous ces calculs : la droite d’équation y = x—2 est asymptote
Tré — o0

oblique & la courbe en 400 et en —oo (ou les équivalents sont les mémes).

La fonction f5 est définie sur R%, a pour limite —oo en 0, donc une asymptote verticale, et

f(=z)

1
400 en +o00. De plus, =—-3+ 2T pour limite —3, et f(x) + 3z = Inz tend vers 400,

x
donc on a une branche parabolique de direction y = —3z.

Comme ci-dessus, le domaine de définition est R* et il y a une asymptote verticale en 0. De

fo(zx) 1  Inzx fe(z)

| i = t = —+4+—_d li — - =0.1 d
plus, x_l}l}_loofﬁ(x) 400 e . 7 ot onc x_l}l}_loo . y a donc en +o00 une

branche parabolique de direction (Oz).




2 1 1
i +1 > 0, donc (petit tableau de signe) sur} —00; —5} UJ1; +ool.

e La fonction f7 est définie quand

1
En —=, il n’y a rien & faire, la fonction est définie, il ne peut pas y avoir d’asymptote ver-

ticale. Par contre, en 1, il y a bien une limite infinie, donc une asymptote verticale. Enfin,

2 1
quand z — oo, v +1 — 2,donc f (x) =2, il y a donc une asymptote horizontale
- x—do0y
d’équation y = v/2.
ST
ar
3+
\ 1+ i
| | | 0 , | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

e Enfin, fg est définie quand 2% — 3z + 2 > 0, c’est-a-dire en dehors de ses racines évidentes
qui sont 1 et 2, donc Dy, =] — 00;1[U]2; +00[. En 1 et 2, la parenthése tend vers 0 donc la
fonction vers —oo, il y a donc deux asymptotes verticales. En oo, la fonction tend vers +oo,

In(z2(1 -3+ % 21 1 3 2
et fo(@) = @ =5t ) 2t (1 - —+ —2> Tout ceci tendant vers 0, il y a
T T x x r T

une branche parabolique de direction (Oz).




Exercice 3 (*%*)

Pour montrer que 1 + x > €%, il n’y a pas vraiment d’autre choix que d’étudier la fonction
f iz e® —1—z, quiest définie et dérivable sur R, de dérivée f/(xz) = e* — 1, donc décroissante
sur R_ et croissante sur R, . Elle atteint donc son maximum pour z = 0. Or, f(0) = 0, donc on a
Ve € R, f(z) > 0,dou 1+ 2z < e”.

De méme, posons g(z) = 1+ ze® — e”, la fonction g est définie dérivable sur R, de dérivée ¢'(x) =
e’ +xe® —e* = xe”®. La fonction g est donc décroissante sur R_ et croissante sur R, et atteint donc
un minimum en 0 qui vaut aussi 0, d’ou la deuxiéme inégalité. On a donc Vo € R, x < e¥ — 1 < ze”,

eth;«éO,lge —

< €*. Les deux termes extrémes tendant vers 1 quand x tend vers 0, on a

e’ —1
d’apreés le théoréme des gendarmes lin% =
r— x

1.

Similairement, posons h(xz) = 2 — In(1 + x), h est définie et dérivable sur | — 1;+oo[, et h'(x) =

1 T
13z " it donc la fonction h est décroissante sur | — 1;0] et croissante sur Ri. Comme
x x
d’habitude, elle a un minimum nul en 0, ce dont on déduit que In(1 + z) < z.

1 l14z2—2 142-1 Grand
= — = . Grande
1+x  (1+2)? (1+x)?
surprise, la fonction admet un minimum en 0, qui vaut 0, d’oul la deuxiéme inégalité. On a alors
1 In(1 In(1
Yz €] — 1; 400, < n(l+2) < 1, donc par théoréme des gendarmes limM =1.
142z z z—0 T

Enfin, posons k(z) = In(1 + z) — H—L:E’ de dérivée k' (x)

Exercice 4 (*)

22+ Inx x2 Inzx
L@ = m /@y

2. g(z) = z(In(1 + z))* o z(Inz)* (on a le droit d’élever un équivalent & une puissance quel-
o0

4 5

conque) et g(x) ya Xt~z en utilisant que In(1 + z) ~ z.



xX
3. h(z) = (1 1o)== erhn(+y), L’exposant a pour limite 1 en 400 et 0 en 0, donc h a des
x

limites finies égales & e et 1 en 400 et en 0.

4 k(z) =zIn(l1+2)— (z+1)lnz=zh(z(l+2)) —2hz —Inz =zln(l + 1) — Inz. La limite
du premier terme en +oo est 1 (cf Exercice 1), donc k(x) fodie Inz. En 0, k(zx) v Inx (tout

le reste tendant vers 0).

Exercice 5 (**)

Le seul probléme qui se pose pour la continuité est I’endroit ot on change la définition de la
fonction.

1
1. Ona lim 42?2+ b5z —4 = — 5 donc f ne tend strement pas vers 0 quand x tend vers —5

T——3

1
La fonction f est continue seulement sur R\{_§}

2. 11 est indispensable de distinguer ce qui se passe en 07 et en 0~ : en 0T, er tend vers ~+00

et f a donc pour limite 0 en 0T. Par contre, en 07, ex tend vers 0, et méme beaucoup plus
2

rapidement que x, donc f(x) ot donc hn([)l f(x) = 0. Finalement, la fonction f est tout de
s 0

méme continue en 0 puisque continue & gauche et a droite, elle est donc continue sur R tout
entier.

3. Ona f(z) =zln(z? + 1) —zInz si # > 0. Chacun des deux termes tend vers 0 en 0%, donc la
fonction est continue sur R,.

VE-1 il
=1 " (Va-Dz+1)

donc 1im+ f(x) = —In+/2. La fonction n’est donc pas continue en 1.
z—1

4. Celle-ci est un peu plus difficile : f(z) = In = —In(y/z + 1),

5. La fonction est définie sur R (z — Ent(z) est toujours positif, compris entre 0 et 1) et continue
sur tous les intervalles de la forme |n;n+1[, avec n € Z puisque les seuls points de discontinuité
de la partie entiére sont les entiers. Reste & déterminer ce qui se passe pour n : on a f(n) =
n++n —n=mn,mais lim x— Ent(z) =1, donc lim f(z) =n++/1=n+1. La fonction est

Tr—n—

r—n—
donc discontinue en tous les entiers.

Exercice 6 (**)

—-1-3 —4
e La fonction f est définie et continue sur R\{1}, et f(z) = ? S 5 La fonction

(-1 (z-1)

f a donc des limites infinies quand z tend vers 1, elle n’y est pas prolongeable par continuité.
e La fonction g est définie et continue sur R\{—1}. De plus, numérateur et dénominateur ont

rz+1)(x—3
pour limite 0 en —1, on peut donc factoriser par z + 1 : g(x) = % =z —3. On en
T
déduit que limlg(x) = —4, et on peut donc prolonger g par continuité en posant g(—1) = —4.
T——

e Ca ressemble au précédent ? C’est pourtant différent puisque cette fois h n’est définie que sur

Dz —
| = 1;+00], et h(z) = % = (z — 3)vx + 1. Cette fois-ci, la limite en —1 vaut 0,

donc on peut prolonger h par continuité en posant h(—1) = 0.
e La fonction k est définie sur RY , et a pour limite 0 en 0, donc est prolongeable par continuité
a Ry en posant k(0) = 0.



Exercice 7 (*%*)

Seul 0 peut poser un probléme de continuité & droite. Or, lim —— = —oo, donc lim f(z) =0, et

a0t 22 z—0t
3

qui par croissance comparée a pour limite 0 en +o00, donc f’ est également continue en 0. On fait le

2 _a
f est bien continue en 0. De plus, Vx > 0, f/'(z) = —e 2. Posons X = —,onalors f/(z) = 2X3e X7,
x x

6 4\ _1

méme type de calcul pour f” : Vo >0, f"(z) = <—4 + —6> e =2, qui a également pour limite 0 en
¥z

0.

Pour les dérivées ultérieures, le principe est le méme, mais pour tout traiter d’un seul coup, il
est nécessaire d’éeffectuer une récurrence et d’avoir quelques connaissances sur les polynomes. On
prouve en fait par récurrence que la n-iéme dérivée de la fonction f (sur |0;4+o00[) peut s’écrire sous

e 22, ou a, est un entier naturel et P, est un polynome. C’est vrai pour n = 1 et

xon
P, ()

x Py (1) — apna®" ' Py(x) _1 2P (x) _1

la forme

1
méme n = 2 d’aprés les calculs précédents. Supposons désormais que £ (x) = e 2. On peut

dériver cette fonction sur |0; +oo[ et obtenir L 5 e 2 — ———=¢ 2. Ceci
xr<an xan+3

est bien de la forme voulue, ce qui achéve la récurrenc. Or, un quotient de polynomes multiplié par
1

e 22 a toujours pour limite 0 en 0, donc la dérivée n-iéme de f est continue en 0.

Exercice 8 (*)

Le principe est le méme & chaque fois : la fonction étudiée est continue, et les signes des valeurs
prises aux extrémités de l'intervalle sont opposés. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, la
fonction s’annule sur Uintervalle.

1. Posons f(x) = 22008 — 22007 1 f(-1)=1—(-1)—-1=1,et f(1)=1—-1—-1= —1, donc
f s’annule sur I. Par dichotomie, on obtient successivement, en notant a la solution cherchée,
f(0) = =1 donc a € [-1;0], puis f(0.5) ~ —1 donc a € [—1;—0.5] etc. Il n’est pas trés difficile
de se convaincre que la valeur de a est extrément proche de —1 : 22008 — 22007 — 52007(5, 1)
avec £ — 1 € [~2;—1], donc 22°°7 doit étre compris entre —0.5 et 1 pour que 1’équation
puisse étre vérifiée, ce qui implique 0.5 < (—2)2°7 < 1, soit In0.5 < 2007 In(—z) < 0, donc

Y

e 3007 < —z <1, s0it —z =124 0.001 prés. On a donc x ~ —1 & 0.01 pres.
2
5 =9

—4 4
PR f() = 0—? =3 et f(10) = lnlo—% < 0 (car par

95
exemple e? > 2% > 16, donc 4 > In10, et T2 > 4 > In10), donc f s’annule sur I. Plutot

2. Posons f(z) = Inz —

que de couper exactement en 2, faisons une dichotomie avec des valeurs pas trop affreuses :
f(5) ~ —1.24, donc a € [1;5], puis f(3) ~ 0.30, donc a € [3;5]; f(4) ~ —0.44 donc a € [3;4];
f(3.5) ~ —0.6 donc a € [3;3.5]; f(3.25) ~ 0.12 donc a € [3.25;3.5]; f(3.375) ~ 0.03 donc
a € [3.375;3.5]; f(3.44) ~ —0.02 donc a € [3.375;3.44] ; f(3.41) ~ 0.001, donc a € [3.41; 3.44];
et enfin f(3.425) ~ —0.001 donc a € [3.41;3.425]. On a donc a ~ 3.42 & 0.01 preés.

3. Posons f(z) =3z —1—In(2+2?), f(0)=0—-1-In2<0et f(1)=3—-1-In3=2—-1n3 >0,
car e? > 3, donc In3 < 2. La fonction s’annule donc sur I. Toujours le méme principe, je vais
aller un peu plus vite : on calcule f(0.5) ~ —0.31, puis f(0.75) ~ 0.31; f(0.625) ~ 0.003;
f£(0.56) ~ —0.16; f(0.59) ~ —0.08 et f(0.61) ~ —0.03, dont on déduit que a ~ 0.62 a 0.01
pres. Constatons que quand on tombe au milieu des calculs sur une valeur trés proche de 0, on
a de bonnes chances d’étre trés prés de la solution cherchée...

4. Posons f(z) =e*—2—z, f(In2) =2-2—-In2 < 0,et f(2In2) =4—-2—-2In2=2(1—-1n2) > 0,
donc f s’annule sur I. Ici, les bornes de 'intervalles sont moyennement pratiques, mais elles
valent environ 0.7 et 1.4, ce qui permet de couper en 1 puis de prendre des valeurs plus rondes



ensuite : f(1) ~ —0.28; f(1.2) ~ 0.12; f(1.1) ~ —0.10; f(1.15) ~ 0.008; f(1.125) ~ —0.04;
f(1.14) ~ —0.01, donc a ~ 1.14 & 0.01 pres.

5. Posons f(z) = 2% — 322+ 1, f(-1) = =1 -3+1= -3et f(1) =1-3+1= —1. Cane
marche pas? Si, car f(0) = 1, donc f s’annule en fait au moins deux fois sur I : une fois sur
[—1;0] et une autre sur [0;1]. Pour la dichotomie, contentons-nous de déterminer une valeur
approchée de la solutions se trouvant dans [0; 1] (on peut naturellement trouver également une
approximation de la deuxiéme racine dont on connait l'existence) : f(0.5) = .375; f(0.75) ~
—0.27; £(0.625) ~ 0.07; £(0.69) ~ —0.10; £(0.66) ~ —0.02; £(0.64) ~ 0.03, donc a ~ 0.65 a
0.01 pres (pour les curieux, la racine appartenant a [—1;0] vaut environ —0.53).

Exercice 9 (***)

1. La fonction f, étant somme de deux fonctions strictement croissantes sur [0;+ool, elle lest
également. Comme de plus elle est continue, f(0) = —4, et lil}_l fn(x) = +00, le théoreme de
T—1T00

la bijection nous permet d’affirmer l'existence d’un unique réel positif u, tel que f,(u,) = 0.

1 1
2. ug est solution positive de 'équation 1 + 922 — 4 = 0, soit 22 = 3’ donc ug = % Pour

n = 1, I'équation devient 922 + 2 — 4 = 0, qui a pour discriminant A = 1 + 144 = 145,
et admet deux racines dont une strictement positive (d’aprés la question précédente) qui ne

-1+ V145

peut étre que u; = 13 ~ (0.61. De méme, uy est solution positive de 1’équation

2 2 2
1022 = 4, d’ott ug = \/g ~ 0.63. Pour vérifier que u, < 3 il suffit de constater que f, <§> =

2\" 4 2"
<§> +9 x 9~ 4= an > 0, et d’appliquer la croissance stricte de la fonction f,, a I'inégalité

0= fultin) < fo @

3. On a foi1(x) — fo(w) = 2" + 922 —4 — 2" — 922 + 4 = 2"(1 — z). Cette expression étant
positive si < 1, on en déduit que Vz €]0; 1], fnt1(x) < fu(z).
2
4. On a notamment, puisque 0 < u,, < =, fnt1(uyn) < fn(uy) = 0. Comme par ailleurs fy,+1(upt1) =
0, on a donc fri1(un) < fant1(uns1), ce dont on déduit via stricte croissance de fi,+1 que

Up < Upt1- Autrement dit, la suite (u,) est strictement croissante.

2
5. La suite étant croissante et majorée par 3’ elle converge.

n

2
6. Comme 0 < u, < 3 0<ur< 3] donc via le théoréme des gendarmes (et le fait que le
membre de droite est une suite géométrique de raison inférieure a 1, liIJIrl upy = 0. Or, on a
n—-r+oo
par définition u? 4+ 9u2 — 4 = 0 (puisque f,,(u,) = 0). On en déduit que lil}_l 9u2 —4 =0,
n—roo
4 2
. . 2 _ % 3 ——
soit nEI—lr—looun =3 Comme u,, > 0, on a donc nggrlmun 3
Exercice 10 (**%*)
1. Ona f(1) = =1 et f(3) =1+ 1In3 > 0, donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, la

fonction f s’annule sur l'intervalle [1; 3].

2. La fonction étant somme de deux fonctions strictement croissantes sur R , elle I'est également,
donc est injective, et I’équation f(z) = 0 ne peut pas avoir plus d’une solution.

3. On calcule f(2) ~ 0.69, puis f(1.5) ~ —0.09; f(1.75) ~ 0.31; f(1.625) ~ 0.11; f(1.56) ~ .004;
f(1.53) ~ —0.04 et f(1.55) ~ —0.01, donc la solution de I’équation f(z) = 0 vaut 1.56 a 102
pres.



4.

On a déja vu que f était strictement croissante. De plus, liI_’I_l f(x) =400, et lin%)f(x) = —00
T—1T00 xr—

(aucune forme indéterminée), donc f est bien bijective de R dans R. Le théoréme de la bijection
nous permet d’affirmer que g est bijective de R dans R* | strictement croissante, et de limites
respectives 0 et 400 en —o0 et en +o0.

x
. Un petit coup de croissance comparée et on constate que lim M = 1. Comme lim g(t) =
r——+o00 &I t——+o00
t
400, on peut donc affirmer que tligl f(g(i))) = 1 (composée de limites), c’est-a-dire que
— 400 g

t
lim —— =1 (puisque par définition de la réciproque f(g(t)) = t. Autrement dit, g(t) ~ ¢.
t—+oog(t) oo

Exercice 11 (**)

1.

La fonction est somme de deux fonctions strictement croissantes, donc est strictement croissante

sur R. De plus, liI_’I_l f(x) = 400, et lim f(x) = —o0, donc par théoréme de la bijection, f
T— 100 r——00

est bijective de R dans R.

. C’est une conséquence immédiate de la bijectivité de f.

. Par définition, f(z,) < f(xn+1), donc par stricte croissance de f, x, < Tp4+1, et la suite (z,)

est strictement croissante.

. C’est un calcul d’'images : f(Inn) = ™ +Inn =n+1Inn > nsin > 1, donc on a f(z,) <

f(lnn), dou z, < Inn. De méme, f(In(n—Inn)) = ™7 fIn(n —Inn) = n—Inn+In(n—

Inn)=n—In < n puisque < 1. On en déduit de méme que In(n—Inn) < ).

n—Inn n—lInn
. Comme lim n —Inn = +oo (croissance comparée), on a lim In(n —Inn) = +oo, d’ou
n—-—+o0o n—-—+o0o
. . In(n —Inn €T In(n —Inn
par comparaison lim z, = +o0o. De plus, g < % < 1, avec g =
n—+0c0 Inn Inn Inn

Inn 4 In(1 — 121)

n

In(1 — o . . _ Tn
. La quotient a pour limite 0, donc la suite (—) est
n

=1+
Inn . _Ann o :
encadrée par deux suites de limite 1. Via le théoréme des gendarmes, on en déduit que x,, ~ Inn.

10



