
Chapitre 15 : Variables aléatoires �niesECE3 Ly
ée Carnot10 mars 2010Introdu
tionPour introduire 
ette nouvelle notion, absolument fondamentale en probabilités (tellement d'ailleursque vous n'entendrez plus parler que de ça jusqu'à la �n de l'année, à peu de 
hoses près), reprenonsun exemple extrêmement 
lassique : le lan
er de deux dés. On lan
e don
 deux dés, on observe lasomme des deux 
hi�res obtenus et on essaie de déterminer les probabilités de 
ertains événementsen relation ave
 
ette somme. Autrement dit, au lieu de travailler dire
tement sur les résultats del'expérien
e (sur l'univers Ω pour reprendre le vo
abulaire 
onsa
ré, qui serait i
i 
onstitué de tousles 
ouples d'entiers 
ompris entre 1 et 6 et aurait pour 
ardinal 36), on 
ommen
e par asso
ierà 
haque résultat un nombre (i
i la somme des deux dés, mais on pourrait prendre le produit, ous'amuser à faire des 
hoses plus 
ompliquées), et on travaille ave
 
es nombres. Eh bien, une variablealéatoire, 
'est exa
tement ça : une appli
ation qui, à 
haque élément de Ω, asso
ie un nombre réel.1 Variables aléatoires �nies1.1 Dé�nition, notationsDé�nition 1. Soit (Ω,T ) un espa
e probabilisable. Une variable aléatoire (réelle) X sur Ω estune appli
ation X : Ω → R telle que ∀x ∈ R, {ω ∈ Ω|X(ω) 6 x} ∈ T .Remarque 1. On note X(Ω) l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X (qui est bienl'image de l'ensemble Ω par l'appli
ation X).Exemple : L'appli
ation qui à 
haque français asso
ie sa taille est une variable aléatoire sur l'en-semble de la population française. On a i
i X(Ω) ⊂ [0; 3] (j'ai pris large).Exemple : Dans une urne 
ontenant 15 boules noires et 12 blan
hes, on en tire 4. Si on note
X le nombre de boules noires obtenues lors de 
es quatre tirages, X est une variable aléatoire, et
X(Ω) = {0; 1; 2; 3; 4}.La dé�nition que je viens de donner étant très générale, nous allons très rapidement nous restreindreà un 
as parti
ulier : pour la suite du 
hapitre, on supposera que l'univers Ω est �ni. Dans
e 
as, une variable aléatoire sera simplement une appli
ation de Ω dans R (et même le plus souventdans N), qui prendra don
 né
essairement un nombre �ni de valeurs (et on peut oublier la 
onditionte
hnique de la dé�nition générale).Dé�nition 2. Soit X une variable aléatoire sur un univers Ω. On note habituellement X = x,l'événement {ω ∈ Ω|X(ω) = x}. On utilisera de même la notation X 6 x pour l'événement {ω ∈
Ω|X(ω) 6 x} (et X > x ; X < x et X > x pour des évèvements similaires).Exemple : Ainsi, si on reprend l'exemple du lan
er de deux dés, ave
 
omme variable aléatoire Xla somme des deux dés, on pourra é
rire P (X = 4) =

1

12
(il y a trois 
as sur les 36 possibles pourlesquels la somme des deux dés donne 4), ou en
ore P (X > 10) =

1

6
(six 
as valables sur 36).1



Proposition 1. Soient X et Y deux variables aléatoires sur un même univers Ω, alors X + Y , XY ,
λX (où λ est un réel quel
onque), max(X,Y ) et min(X,Y ) sont également des variables aléatoires.Pas de démonstration, 
'est évident, 
e sont aussi des appli
ations de Ω dans R.Proposition 2. Soit X une variable aléatoire sur Ω et g : R → R une fon
tion, alors g(X) : ω 7→
g(X(ω)) est aussi une variable aléatoire (notée g(X)).Exemple : Dans un 
inéma, on observe le nombre de spe
tateurs assistant à 
ha
une des quatreséan
es quotidiennes pendant 20 jours de suite. On note X1 le nombre de spe
tateurs de la premièreséan
e (l'ensemble Ω étant i
i 
elui 
onstitué des 20 jours que dure l'étude), X2, X3 et X4 les nombresde spe
teurs des séan
es suivantes. La variable X = max(X1,X2,X3,X4) asso
iera à 
haque jourd'étude le nombre de spe
tateurs de la séan
e la plus remplie du jour.1.2 Loi d'une variable aléatoireL'intérêt des variables aléatoires est bien entendu d'étudier la probabilité d'apparition de 
ha
un desrésultats possibles :Dé�nition 3. Soit X une variable aléatoire, la loi de probabilité de X est la donnée des proba-bilités P (X = k), pour toutes les valeurs k prises par X (
'est-à-dire pour k ∈ X(Ω)).Remarque 2. Pour 
al
uler la loi d'une variable aléatoire, il su�t don
 de déterminer toutes lesvaleurs qu'elle peut prendre, puis 
al
uler la probabilité de 
haque résultat.Exemple : Reprenons notre exemple de la somme de deux dés. On peut présenter la loi de X sousla forme d'un tableau :

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P (X = k) 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

3
36

1
36Proposition 3. Les événements (X = k)k∈X(Ω) forment un système 
omplet d'événements. On adon
 ∑

k∈X(Ω)

P (X = k) = 1.Démonstration. Ces événements sont in
ompatibles (on ne peut pas avoir à la fois X(ω) = k et
X(ω) = k′ pour des valeurs di�érentes de k et k′). Leur réunion est bien Ω tout entier puisque
haque élément ω de Ω a une image par X.Exemple : On lan
e six fois de suite une piè
e de monnaie équilibrée et on note X le nombre dePiles onbtenus. Dans 
e 
as, X(Ω) = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6}, et le nombre de tirages (sur les 64 possibles)
ontenant k Piles vaut (

6

k

) (il su�t de 
hoisir la position des k Piles parmi les 6 lan
ers), d'où laloi suivante :
k 0 1 2 3 4 5 6

P (X = k) 1
64

6
64

15
64

20
64

15
64

6
64

1
64Exemple : Dans une urne se trouvent 
inq jetons numérotés de 1 à 5. On en tire 3 simultanémentet on note X le plus petit des trois numéros tirés. On a i
i X(Ω) = {1; 2; 3} (si on tire trois jetons, leplus petit ne peut pas être plus grand que 3). Pour déterminer la loi, le plus simple est de dénombrertous les 
as possibles (il n'y en a que 10), même si on peut exprimer les probabilités à l'aide de
oe�
ients binomiaux (par exmple, pour avoir X = 1, il faut tirer le jeton 1 puis deux autres parmiles 4 restants, soit (

4

2

) tirages favorables sur les (

5

3

)). on obtient en tout 
as :
k 1 2 3

P (X = k) 6
10

3
10

1
102



Exemple : On lan
e deux fois de suite un dé à quatre fa
es (si, si, ça existe). On note X la variablealéatoire égale à la di�éren
e (en valeur absolue) des résultats deux lan
ers. On a i
i X(Ω) =
{0; 1; 2; 3}, et la loi de X est la suivante :

k 0 1 2 3

P (X = k) 1
4

3
8

1
4

1
81.3 Fon
tion de répartitionLa fon
tion de répartition est simplement une autre façon de représenter la loi d'une variable aléatoire.Dans le 
as des lois �nies, elle n'apporte absolument au
une information supplémentaire, et son utilitéest don
 limitée. Mais vous verrez (surtout l'an pro
hain) que 
'est une notion essentielle dans le
adre des variables aléatoires 
ontinues, où la représentation de la loi sous forme de tableau n'a plusde sens.Dé�nition 4. La fon
tion de répartition d'une variable aléatoire X est la fon
tion FX : R → Rdé�nie par FX(x) = P (X 6 x).Exemple : Reprenons une suite de lan
ers de piè
e équilibrée, et limitons-nous à quatre lan
ers.On veut tra
er la 
ourbe de la fon
tion de répartition de la variable X donnant le nombre de Pilesobtenus lors de 
es quatre lan
ers. La loi de X est donnée par le tableau suivant :

k 0 1 2 3 4

P (X = k) 1
16

4
16

6
16

4
16

1
16La 
ourbe de FX ressemble à 
e
i (à 
haque fois qu'on atteint une des valeurs appartenant à X(Ω),on fait un bond dont la hauteur est la probabilité 
orrespondante) :

0 1 2 3 4 5−1

0

1

6/16

4/16

1/16

1/16
4/16

Proposition 4. Si X est une variable aléatoire �nie, la fon
tion FX est une fon
tion en es
alier (
'est-à-dire qu'on peut dé
ouper R en un nombre �ni d'intervalles sur lesquels la fon
tion est 
onstante),dont les sauts se produisent pour les valeurs k appartenant à X(Ω) et ont pour hauteur P (X = k).Dans le 
as général, une fon
tion de répartition véri�e toujours les propriétés suivantes :
• La fon
tion Fx est 
roissante.
• lim

x→−∞
FX(x) = 0 et lim

x→+∞
FX(x) = 1.

• La fon
tion Fx est 
ontinue à droite en tout réel.Proposition 5. Lien entre loi et fon
tion de répartition.Soit X une variable aléatoire de fon
tion de répartition FX . Alors
• ∀x ∈ R, FX(x) =

∑

k∈X(Ω)|k6x

P (X = k) 3



• dans l'autre sens, ∀k ∈ X(Ω), P (X = k) = FX(k) − lim
x→k−

FX(x)On a plus généralement, pour tous réels x et y, P (x < X 6 y) = FX(y) − FX(x).Exemple : Pour mieux 
omprendre l'intérêt de 
ette notion, prenons un exemple 
ontinu (sansl'étudier en détail). On note X la variable aléatoire donnant le temps d'attente (en heures) d'un 
lientaléatoire à un gui
het de la Poste. On supposer pour �xer les idées que X(Ω) = [0; 4] (au bout de 4heures, le 
lient en aura vraiment assez d'attendre). Pour 
e genre de variable aléatoire, la fon
tion
FX ne sera plus une fon
tion en es
alier mais simplement une fon
tion 
roissante � ordinaire � (elle apar exemple toutes les 
han
es de ne pas 
omporter de sauts 
omme dans le 
as d'une variable �nie,mais plut�t d'être 
ontinue). Déterminer la probabilité d'attendre entre 1 et 2 heures au gui
hetrevient d'après la dernière formule donnée dans la propriété pré
édente à 
al
uler FX(2) − FX(1).1.4 Moments d'une variable aléatoireLorsqu'on s'intéresse à une variable aléatoire pouvant prendre un grand nombre de valeurs (et mêmedans les autres 
as !), il peut être intéressant de donner, en plus de la loi de la variable qui ne sera pastoujours une donnée très lisible, des 
ara
téristiques d'ensemble de 
ette loi, 
omme la moyenne desvaleurs prises (pondérées par leur probabilité d'apparition). Ces paramètres sont les mêmes que 
euxqu'on étudie en statistiques, nous allons plus parti
ulièrement nous intéresser à l'espéran
e (qui n'estautre que la moyenne évoquée plus haut, 
'est un paramètre de position) et à l'é
art-type (paramètrede dispersion, qui mesure la répartition des valeurs autour de l'espéran
e).1.4.1 Espéran
eExemple : En 
olles ave
 M.Condu
hé, un élève estime avoir :

• une 
han
e sur 4 d'avoir un exer
i
e qu'il maitrise et d'obtenir une note de 15.
• une 
han
e sur 4 d'avoir un exer
i
e in
ompréhensible mais d'attendrir le 
olleur et avoir 13.
• une 
han
e sur 2 d'avoir un exer
i
e in
ompréhensible et de sauver un 10 grâ
e à sa 
onnaissan
eparfaite du 
ours.La note moyenne que peut espérer avoir 
et élève à sa 
olle est de 1

4
× 15 +

1

4
× 13 +

1

2
× 10 = 12.Ce 
al
ul est un 
al
ul d'espéran
e mathématique, 
elle de la variable aléatoire donnant la note del'élève à sa 
olle.Dé�nition 5. L'espéran
e d'une variable aléatoire X est dé�nie par la formule

E(X) =
∑

k∈X(Ω)

kP (X = k)Remarque 3. Il s'agit bel et bien d'un 
al
ul de moyenne ave
 
oe�
ients égaux à P (X = k), lasomme des 
oe�
ients valant i
i 1.Exemple : Reprenons l'exemple de six lan
ers 
onsé
utifs de piè
e, où X était le nombre de Pileobtenu. On aura E(X) = 0 ×
1

64
+ 1 ×

3

32
+ 2 ×

15

64
+ 3 ×

5

16
+ 4 ×

15

64
+ 5 ×

3

32
+ 6 ×

1

64
= 3. Lerésultat est bien 
onforme à l'intuition qu'on a de la moyenne de la variable aléatoire X.Exemple : Lors d'une tombola, 1000 personnes ont misé 2 euros. Il y a 100 personnes qui gagnent unlot d'une valeur de 5 euro, 10 gagnent un lot d'une valeur de 10 euros, 3 personnes gagnent un lot d'unevaleur de 100 euros et en�n une personne gagne le gros lot, d'une valeur de 600 euros. Naturellement,les 886 personnes restantes ne gagnent rien. On note X la variable aléatoire 
orrespondant au gain.On a E(X) = 0 ×

886

1000
+ 5 ×

100

1000
+ 10 ×

10

1000
+ 100 ×

3

1000
+ 600

1

1000
= 1.5. Autrement dit,
haque parti
ipant gagnera en moyenne 1.5 euro, ou plut�t en perdra 0.5 sur les deux qu'il avaitmisés. On 
omprend mieux sur 
et exemple l'origine du terme espéran
e, et a

essoirement la façondont la Française des Jeux se remplit les po
hes. 4



Dé�nition 6. Soit A un évènement in
lus dans notre univers Ω. On appelle variable indi
atri
ede l'évènement A, et on note 1A, la variable aléatoire dé�nie par 1A(ω) = 1 si ω ∈ A, et 1A(ω) = 0sinon.Proposition 6. La variable aléatoire 
onstante X : ω 7→ a, a ∈ R, a une espéran
e E(X) = a.L'espéran
e d'une variable aléatoire indi
atri
e 1A vaut P (A).Démonstration. C'est bien par
e que je suis 
ons
ien
ieux que je fais une preuve. Dans le premier
as, la loi de X est simple : a ave
 probabilité 1. On a don
 E(X) = 1 × a = a en appliquantla dé�nition de l'espéran
e. Dans le se
ond, la loi de 1A est à peine plus 
ompliquée, 1 si ω ∈ A
'est-à-dire ave
 probabilité P (A) et 0 sinon, don
 ave
 probabilité 1−P (A). L'espéran
e vaut bien
P (A).Proposition 7. Linéarité de l'espéran
e.Si X et Y sont deux variables aléatoires dé�nies sur le même univers Ω, et a, b deux réls, on a
E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ). En parti
ulier, on aura toujours E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) ;
E(aX) = aE(X), ou en
ore en utilisant l'espéran
e d'une variable 
onstante 
al
ulée plus haut,
E(X + b) = E(X) + b.Démonstration. La preuve est un peu formelle et sera esquivée 
ette année.Exemple : Cette propriété très simple est mine de rien bien utile (
'est même la propriété fondamen-tale à maitriser sur l'espéran
e). On lan
e par exemple su

essivement 90 dés. On note X le nombrede 6 obtenus. Cal
uler l'espéran
e dire
tement demande un 
ertain 
ourage (la loi de X est une hor-reur absolue), mais on peut ruser ! Notons Ai l'évènement � On tire un 6 au lan
er numéro i � et 1Aila variable indi
atri
e 
orrespondante. On peut 
onstater que X = 1A1

+ 1A2
+ · · · + 1A90

(en e�et,additionner les variables indi
atri
es revient à ajouter 1 à 
haque fois qu'un 6 sort, et 0 sinon, 
e quirevient exa
tement à 
ompter le nombre de 6). O a don
 E(X) = E(1A1
)+E(1A2

)+ · · ·+E(1A90
) =

P (A1) + P (A2) + · · · + P (A90) =
1

6
+ · · · +

1

6
=

90

6
= 15 (résultat intuitivement évident, soit dit enpassant).Dé�nition 7. Une variable aléatoire X est dite 
entrée si E(X) = 0.Proposition 8. Si X est une variable aléatoire d'espéran
e m, la variable aléatoire X − m est
entrée. On l'appelle variable aléatoire 
entrée asso
iée à X.Démonstration. Par linéarité, E(X − m) = E(X) − E(m) = m − m = 0.Proposition 9. Si X est une variable aléatoire positive (
'est-à-dire que X(Ω) ⊂ R

+), on a E(X) >

0. Si X, Y sont deux variables aléatoires telles que X 6 Y (
'est-à-dire que ∀ω ∈ Ω, X(ω) 6 Y (ω)),alors E(X) 6 E(Y ).Démonstration. C'est une fois de plus évident. Tous les termes intervenant dans le 
al
ul de l'espé-ran
e de X étant positifs, la somme sera né
essairement positive. Pour la deuxième propriété, on peututiliser une ruse 
lassique : si X 6 Y , la variable aléatoire Y − X est positive, don
 E(Y − X) > 0.Or, E(Y − X) = E(Y ) − E(X), 
e qui nous donne l'inégalité voulue.Théorème 1. (théorème du transfert) Soit X une variable aléatoire et g : R → R une fon
tion,alors on a E(g(X)) =
∑

k∈X(Ω)

g(k)P (X = k).Démonstration. On admettra 
e résultat qui est un peu te
hnique à prouver. C'est évident dans le
as où les images par g des valeurs k sont distin
tes, mais un peu plus pénible à rédiger dans le 
asgénéral. 5



1.4.2 Moments d'ordre supérieurDé�nition 8. Soit X une variable aléatoire et r un entier stri
tement positif, lemoment d'ordre rde X, noté mr(X), est l'espéran
e de la variable aléatoire Xr. Autrement dit (en utilisant le théorèmedu transfert) mr(X) =
∑

k∈X(Ω)

krP (X = k).Remarque 4. Le moment d'ordre 1 de X n'est autre que l'espéran
e de X.Dé�nition 9. La varian
e V (X) d'une variable aléatoire X est le moment d'ordre 2 de la variablealéatoire 
entrée asso
iée à X. Autrement dit, V (X) = E((X−E(X))2). L'é
art-type σ de la variablealéatoire X est dé�ni par σ(X) =
√

V (X).Que représente 
ette varian
e ? Il s'agit, te
hniquement, d'une moyenne de 
arrés d'é
arts à lamoyenne. Pourquoi prendre le 
arré ? Tout simplement 
ar la moyenne des é
arts à la moyenneest nulle. Pour réellement mesurer 
es é
arts, il faut � les rendre positifs �, 
e qui se fait bien en lesélevant au 
arré. On pourrait également penser à prendre leur valeur absolue, mais 
ela aurait moinsde propriétés intéressantes pour le 
al
ul. Par 
ontre, pour � e�a
er �la mise au 
arré, on reprendensuite la ra
ine 
arrée du résultat obtenu pour dé�nir l'é
art-type. L'é
art-type représente don
(
omme son nom l'indique) un é
art moyen entre les valeurs prises par X et la moyenne de X (plusil est grand, plus les valeurs prises par X sont étalées).Proposition 10. La varian
e d'une variable aléatoire est toujours positive.On a la formule V (aX + b) = a2V (X).Démonstration. La première propriété dé
oule immédiatement de la dé�nition du moment d'ordre 2,qui est une somme de termes positifs. Pour la deuxième, 
'est du 
al
ul un peu formel. Il faut 
al
ulerl'espéran
e de (aX + b − E(aX + b))2. Or, par linéarité de l'espéran
e, E(aX + b) = aE(X) + bdont l'expression pré
édente vaut (aX + b − aE(X) − b)2 = a2(X − E(X))2, dont l'espéran
e vaut
a2E((X − E(X))2) = a2V (X).Remarque 5. Une variable aléatoire a une varian
e (et un é
art-type) nulle si et seulement si elle est
onstante.Théorème 2. Théorème de König-Huygens : V (X) = E(X2) − (E(X))2.Démonstration. C'est à nouveau un 
al
ul très formel : (X − E(X))2 = X2 − 2E(X)X + (E(X))2,don
, par linéarité de l'espéran
e, V (X) = E((X −E(X))2) = E(X2)− 2E(X)E(X)+E(E(X))2 =
E(X2) − 2E(X)2 + (E(X))2 = E(X2) − (E(X))2.Remarque 6. En pratique, 
'est à peu près systématiquement via la formule de König-Huygens quenous e�e
tuerons nos 
al
uls de varian
e.Dé�nition 10. Une variable aléatoire est dite réduite si son é
art-type (et don
 sa varian
e) vaut
1.Proposition 11. Si X est une variable aléatoire, la variable aléatoire 
entrée réduite asso
iéeà X est X∗ =

X − E(X)

σ(X)
(qui est, vous vous en seriez doutés, 
entrée et réduite).Démonstration. On a déjà vu plus haut que X − E(X) était 
entrée, la diviser par l'é
art-type neva pas 
hanger 
ela. De plus, V

(

X − E(X)

σ(X)

)

=

(

1

σ(X)

)2

V (X) = 1Exemple : il me manquait trop, je n'ai pas pu résister au plaisir de vous remettre une dernière foisle désormais 
élèbre exemple du lan
er de deux dés, où la variable aléatoire X est égale à la sommedes deux dés. On a E(X) = 7 (logique) don
 V (X) =
∑

26i612
(i − 7)2P (X = i) =

35

6
(
al
ul peupassionnant). L'é
art-type vaut don
 σ(X) ≃

√

35

6
≃ 2.415.6



2 Lois usuelles �niesCertaines lois de probabilité interviennent su�samment régulièrement lorsqu'on étudie des va-riables aléatoires dans des 
as 
lassiques (lan
ers de dés ou de piè
es, tirages de boules dans desurnes, bref toutes les bêtises qu'on aime bien vous in�iger dans les exer
i
es de probas) pour qu'ilsoit intéressant de les étudier une bonne fois pour toutes (et a

essoirement de leur donner un nom)et d'en retenir les 
ara
téristiques (espéran
e et varian
e notamment). Nous en étudierons quatredans 
e 
hapitre, et deux autres quand nous aurons étudié de façon plus approfondie les variablesaléatoires in�nies.2.1 Loi uniformeDé�nition 11. On dit que la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur {1; . . . ;n}, et on note
X ∼ U({1; . . . ;n}), si X(Ω) = {1; . . . ;n} et ∀k ∈ {1; . . . ;n}, P (X = k) =

1

n
.Exemple fondamental : On tire un dé équilibré à n fa
es et on note X le nombre tiré.Proposition 12. Si X ∼ U({1; . . . ;n}), on a E(X) =

n + 1

2
et V (X) =

n2 − 1

12
.Démonstration. Pour l'espéran
e, on a E(X) =

k=n
∑

k=1

k ×
1

n
=

1

n

k=n
∑

k=1

k =
1

n

n(n + 1)

2
=

n + 1

2
.Pour la varian
e, on va utiliser la formule de König-Huygens. On a E(X2) =

k=n
∑

k=1

k2 ×
1

n
=

1

n
×

n(n + 1)(2n + 1)

6
=

(n + 1)(2n + 1)

6
don
 V (X) = E(X2)−(E(X))2 =

(n + 1)(2n + 1)

6
−

(n + 1)2

4
=

2(n + 1)(2n + 1) − 3(n + 1)2

12
=

4n2 + 6n + 2 − 3n2 − 6n − 3

12
=

n2 − 1

12
.Remarque 7. À partir d'une loi uniforme prenant ses valeurs entre 1 et n, on 
onstruit fa
ilementune loi dont la probabilité est uniforme entre deux entiers m et p (il su�t d'ajouter une 
onstante).La loi ainsi 
onstruite a une espéran
e égale à a + b

2
et une varian
e égale à (b − a + 1)2 − 1

12
.2.2 Loi de BernoulliDé�nition 12. On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramètre p(ave
 p ∈ [0; 1]) si X(Ω) = {0; 1} ; P (X = 1) = p et P (X = 0) = 1 − p. On le note X ∼ B(1, p).Exemple fondamental : On lan
e une piè
e mal équilibrée pour laquelle la probabilité d'obtenirPile vaut p et on note X la variable aléatoire valant 1 si on tombe sur Pile et 0 si on tombe sur fa
e.Remarque 8. Cette loi est aussi appelée loi indi
atri
e de paramètre p, puisqu'elle apparait essentiel-lement dans le 
as où X est la variable aléatoire indi
atri
e d'un événement.Proposition 13. Si X ∼ B(1, p), alors E(X) = p et V (X) = p(1 − p).Démonstration. Pour l'espéran
e, on a déjà fait le 
al
ul un peu plus haut. On a par ailleurs de lamême façon E(X2) = p, don
 V (X) = p − p2 = p(1 − p).Remarque 9. On utilise surtout en pratique des sommes de variables aléatoires suivant des lois deBernoulli, 
omme on a déjà pu le faire dans le 
as du lan
er su

essif de 90 dés.
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2.3 Loi bin�mialeDé�nition 13. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramètre (n, p)(ave
 n ∈ N
∗ et p ∈ [0; 1]) si X(Ω) = {0; . . . ;n} et ∀k ∈ {0; . . . ;n}, P (X = k) =

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k.On le note X ∼ B(n, p).Exemple fondamental : Une urne 
ontient des boules blan
hes et noires, ave
 une proportion pde boules blan
hes. On tire n boules ave
 remise dans l'urne et on note X le nombre de boulesblan
hes obtenues.Remarque 10. Si n = 1, la loi binomiale de paramètre (1, p) n'est autre que la loi de Bernoulli deparamètre p, 
e qui justi�e l'emploi de la même notation.Remarque 11. Une autre façon de voir une loi bin�miale est de 
onsidérer que la variable aléatoire
orrespondante 
ompte le nombre de réussites quand on tente n fois de suite (de façon indépendante)un tirage ayant une probabilité p de réussir.Proposition 14. Si X ∼ B(n, p), alors E(X) = np et V (X) = np(1− p) (on note parfois q = 1− p,auquel 
as on a V (X) = npq).Démonstration. On a E(X) =

k=n
∑

k=1

k

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k. On aimerait bien appliquer le binome deNewton, mais il faut pour 
ela faire disparaitre le k, 
e qui est par exemple possible gra
e à la formule
k

(

n

k

)

= n

(

n − 1

k − 1

) On a don
 E(X) =
k=n
∑

k=1

n

(

n − 1

k − 1

)

pk(1 − p)n−k = n

j=n−1
∑

j=0

pj+1(1 − p)n−1−j =

np(p + 1 − p)n−1 = np.Pour la varian
e, on ne va pas 
al
uler E(X2) dire
tement, mais passer par E(X(X − 1)), 
e qui vapermettre d'utiliser la formule k(k − 1)

(

n

k

)

= n(n − 1)

(

n − 2

k − 2

) (obtenue en appliquant deux foisde suite la formule utilisée dans le 
al
ul pré
édent). Un 
al
ul extrêmement similaire au pré
édentdonne alors E(X(X−1)) = n(n−1)p2, don
 V (X) = E(X2)−E(X)2 = E(X(X−1)+X)−E(X)2 =
n(n − 1)p2 + np − n2p2 = np − np2 = np(1 − p)Remarque 12. Une somme de n variables aléatoires indépendantes (je vous donnerai la dé�nition aupro
hain 
hapitre, mais vous pouvez deviner tous seuls de quoi il s'agit) suivant 
ha
une une loi deBernoulli de paramètre p suit une loi binomiale de paramètre (n, p). Notez qu'on peut utiliser 
etteremarque pour 
al
uler l'espéran
e d'une loi binomiale très rapidement (
'est exa
tement 
e qu'on afait quand on a 
al
ulé plus haut l'eséran
e du nombre de 6 lors de 90 lan
ers de dés).2.4 Loi hypergéométriqueDé�nition 14. On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi hypergéométrique de paramètre
(N,n, p) (ave
 N ∈ N

∗, 1 6 n 6 N et p ∈ [0; 1]) si X(Ω) = {max(0, n − Nq); . . . ;min(n,Np)} (oùon a noté q = 1 − p) et ∀k ∈ {max(0, n − Nq); . . . ;min(n,Np)}, P (X = k) =

(

Np

k

)(

Nq

n − k

)

(

N

n

) . Onle note X ∼ H(N,n, p).Exemple fondamental : Dans une urne se trouvent N boules blan
hes et noires, ave
 une proportion
p de boules blan
hes. On tire n boules dans l'urne sans remise (ou simultanément) et on note X lenombre de boules blan
hes obtenues.Proposition 15. Si X ∼ H(N,n, p), alors E(X) = np et V (X) = npq

N − n

N − 1
.8



Démonstration. Pour simpli�er les notations, tous les 
oe�
ients binomiaux faisant intervenir desentiers négatifs seront 
onsidérés 
omme nuls. On utilise le même type d'astu
e que pour la loibinomiale :
E(X) =

n
∑

k=0

k

(

Np

k

)(

Nq

n − k

)

(

N

n

) =
Np

(

N

n

)

n
∑

k=1

(

Np − 1

k − 1

)(

Nq

n − k

)

=
Np

(

N

n

)

n−1
∑

j=0

(

Np − 1

j

)(

Nq

n − 1 − j

)On peut maintenant appliquer la formule de Vandermonde à notre somme et on obtient
E(X) = Np

(

Np + Nq − 1

n − 1

)

(

N

n

) = Np

(

N − 1

n − 1

)

(

N

n

) = NP ×
(N − 1)!

(n − 1)!(N − n)!
×

(N − n)!

N !n!
= Np

n

N
= npPour la varian
e, on utilise à nouveau les mêmes astu
es. On 
ommen
e par 
al
uler

E(X(X−1)) = Np(Np−1)

(

N − 2

n − 2

)

(

N

n

) = Np(Np−1)×
(N − 2)!

(n − 2)!(N − n)!
×

n!(N − n)!

N !
=

p(Np − 1)n(n − 1)

N − 1
omme 
i-dessus, puis
V (X) = E(X(X − 1)) + E(X) − E(X)2 =

p(Np − 1)n(n − 1)

N − 1
+ np − n2p2

= np
(Np − 1)(n − 1) + N − 1 − np(N − 1)

N − 1
= np

nNp − Np − n + 1 + N − 1 − nNp + np

N − 1

= np
N − n − Np + np

N − 1
= np

(1 − p)(N − n)

N − 1
= npq

N − n

N − 1
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