
Feuille d'exer
i
es n�8 : 
orrigéECE3 Ly
ée Carnot1 dé
embre 2009Exer
i
e 1 (* à **)
• e3x+1

(ln x)4
= e × e3x

(ln x)4
et lim

x→+∞

e3x

(ln x)4
= +∞ par 
roissan
e 
omparée, don
 lim

x→+∞

e3x+1

(ln x)4
=

+∞.
• lim

x→+∞

e2x

3x2
= +∞ par 
roissan
e 
omparée.

• ln(x2+1)−2 ln x = ln(x2+1)−ln(x2) = ln
x2 + 1

x2
= ln

(

1 + 1
x2

), don
 lim
x→+∞

ln(x2+1)−2 ln x =

0.
•

√
x + 5−

√
x − 3 =

8√
x + 5 +

√
x − 3

en multipliant par la quantité 
onjuguée, don
 lim
x→+∞

√
x + 5−

√
x − 3 = 0.

• lim
x→0+

x ln x√
x + 1

= 0 (il n'y avait i
i pas vraiment de di�
ulté, le numérateur tend vers 0 et ledénominateur vers 1).
• xx = ex ln x. Or, lim

x→0
x ln x = 0, don
 lim

x→0+
xx = 1.

• (1+x2)
1

x = e
1

x
ln(1+x2). Comme ln(1+x2) ∼

0
x2, on a lim

x→0

ln(1 + x2)

x
= 0, et lim

x→0+
(1+x2)

1

x = 1.
• Utilisons également les équivalents : ln(1 + x) ∼

0+
x, don
 2

√
x

ln(1 + x)
∼
0+

2
√

x

x
∼
0+

2
√

x, don

lim

x→0+

2
√

x

ln(1 + x)
= 0.

• Comme 4x tend vers 0 quand x tend vers 0, on a ln(1 + 4x)

x
∼
0

4x

x
, don
 lim

x→0+

ln(1 + 4x)

x
= 4.

• En posant X =
√

x, on a x4e−
√

x =
X8

eX
, ave
 X tendant vers +∞, don
 lim

x→+∞
x4e−

√
x = 0.

• En posant X =
1

x
, on se ramène exa
tement à 
al
uler la limite en 0 de ln(1 + x)

x
, don


lim
x→+∞

x ln(1 + 1
x
) = 1.

• Le numérateur prend pour valeur 11 pour x = 3, et lim
x→3+

x2−9 = 0+, don
 lim
x→3+

2x2 − 3x + 2

x2 − 9
=

+∞.
• Il vaut mieux 
ommen
er par mettre au même dénominateur pour éviter de se retrouver fa
eà une forme indéterminée : 1

x − 2
− 1

x2 − 4
=

x + 2 − 1

x2 − 4
=

x + 1

x2 − 4
. Le numérateur ayant pourlimite 3 et le dénominateur 0+, lim

x→2+

1

x − 2
− 1

x2 − 4
= +∞.

• Le numérateur et le dénominateur s'annulant en x = 1, on peut 
ommen
er par fa
toriser : si
x 6= 1, 3x2 − 4x + 1

x2 − 1
=

(x − 1)(3x − 1)

(x − 1)(x + 1)
=

3x − 1

x + 1
. Ce nouveau quotient vaut 2 quand x = 1,don
 lim

x→1−

3x2 − 4x + 1

x2 − 1
= 1 1



Exer
i
e 2 (** à ***)
• La fon
tion f1 et dé�nie sur R

∗
+. En 0+, la limite de f1 est égale à 0 puisque le numérateurtend vers 0 et le dénominateur vers 1, don
 il n'y a pas d'asymptote verti
ale. Par 
ontre, onpeut prolonger f1 par 
ontinuité en 0. Ensuite, f1(x) =

x + ln x

1 + 1
x

, don
 lim
x→+∞

f1(x) = +∞, et
f1(x)

x
=

1 + lnx
x

1 + 1
x

, don
 lim
x→+∞

f(x)

x
= 1. Il faut don
 
al
uler f(x) − x =

x + ln x − x − 1

1 + 1
x

=

ln x − 1

1 + 1
x

. On a don
 lim
x→+∞

f(x) − x = +∞, la 
ourbe de f admet don
 en +∞ une bran
heparabolique de dire
tion y = x. Pour 
ompléter, je rajoute pour 
haque fon
tion l'allure de la
ourbe :
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• La fon
tion n'est pas dé�nie lorsque ex − e−x = 0, soit ex = e−x, 
e qui implique x = −x,don
 x = 0, d'où Df2
= R

∗. Les limites de f2 en 0 sont in�nies (le numérateur y tend vers 2 etle dénominateur vers 0), don
 la 
ourbe admet pour asymptote verti
ale l'axe des ordonnées.De plus f2(x) =
ex(1 + e−2x)

ex(1 − e−2x)
, don
 lim

x→+∞
f2(x) = 1, et la 
ourbe admet pour asymptotehorizontale en +∞ la droite d'équation y = 1. De plus, f2 est une fon
tion impaire 
ar f2(−x) =

e−x + ex

e−x − ex
= −f2(x), don
 lim

x→−∞
f2(x) = −1, et on a une asymptote horizontale d'équation

y = −1.

2
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• La fon
tion f3 est dé�nie sur R puisqu'une exponentielle est stri
tement positive. Il su�t don
de regarder 
e qui se passe aux in�nis, et on peut 
ommen
er par 
onstater que f3 est paire. Lalimite en +∞ de f3 est +∞ et de plus f3(x) = ln(ex(1+e−2x)) = x+ln(1+e−2x), don
 f3(x)

x
=

1 +
ln(1 + e−2x)

x
, qui a pour limite 1 quand x tend vers +∞. En�n, f(x) − x = ln(1 + e−2x),qui tend vers 0, don
 la droite d'équation y = x est aymptote oblique à la 
ourbe en +∞. Parsymétrie par rapport à l'axe des abs
isses, la droite d'équation y = −x est asymptote obliqueen −∞.
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• Un 
lassique : Df4
= R\{−1; 1}. En −1, le numérateur tend vers −4 et le dénominateur vers

0, il y a don
 des limites in�nies et une asymptote verti
ale d'équation x = −1. Par 
ontre,en 1, numérateur et dénominateur tendent vers 0, on est obligés de fa
toriser de 
haque 
�té.Pour le numérateur, remarquons que x3 − 2x2 + x = x(x2 − 2x + 1) = x(x − 1)2, don
 pour
x 6= 1, f4(x) =

x(x − 1)

x + 1
, qui a pour limite 0 en 1. Pas de deuxième asymptote verti
ale don
.Pour les in�nis, utilisons les équivalents pour aller plus vite : f4(x) ∼

+∞

x3

x2
= x, don
 leslimites sont in�nies, et f4(x)

x
∼

+∞
1. Reste à 
al
uler f(x) − x =

x3 − 2x2 + x − x3 + x

x2 − 1
=3



−2x2 + 2x

x2 − 1
∼

+∞
−2. Con
lusion de tous 
es 
al
uls : la droite d'équation y = x−2 est asymptoteoblique à la 
ourbe en +∞ et en −∞ (où les équivalents sont les mêmes).
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• La fon
tion f5 est dé�nie sur R
∗
+, a pour limite −∞ en 0, don
 une asymptote verti
ale, et

+∞ en +∞. De plus, f(x)

x
= −3 +

ln x

x
a pour limite −3, et f(x) + 3x = ln x tend vers +∞,don
 on a une bran
he parabolique de dire
tion y = −3x.
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• Comme 
i-dessus, le domaine de dé�nition est R
∗
+ et il y a une asymptote verti
ale en 0. Deplus, lim

x→+∞
f6(x) = +∞ et f6(x)

x
=

1√
x

+
ln x

x
, don
 lim

x→+∞

f6(x)

x
= 0. Il y a don
 en +∞ unebran
he parabolique de dire
tion (Ox).

4
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• La fon
tion f7 est dé�nie quand 2x + 1

x − 1
> 0, don
 (petit tableau de signe) sur ]

−∞;−1

2

]

∪]1;+∞[.En −1

2
, il n'y a rien à faire, la fon
tion est dé�nie, il ne peut pas y avoir d'asymptote ver-ti
ale. Par 
ontre, en 1, il y a bien une limite in�nie, don
 une asymptote verti
ale. En�n,quand x → ±∞, 2x + 1

x − 1
→ 2, don
 f

x→±∞7

(x) =
√

2, il y a don
 une asymptote horizontaled'équation y =
√

2.
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• En�n, f8 est dé�nie quand x2 − 3x + 2 > 0, 
'est-à-dire en dehors de ses ra
ines évidentesqui sont 1 et 2, don
 Df8
=] − ∞; 1[∪]2;+∞[. En 1 et 2, la parenthèse tend vers 0 don
 lafon
tion vers −∞, il y a don
 deux asymptotes verti
ales. En ±∞, la fon
tion tend vers +∞,et f8(x)

x
=

ln(x2(1 − 3
x

+ 2
x2 ))

x
=

2 ln x

x
+

1

x
ln

(

1 − 3

x
+

2

x2

). Tout 
e
i tendant vers 0, il y aune bran
he parabolique de dire
tion (Ox).
5
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i
e 3 (**)Pour montrer que 1 + x > ex, il n'y a pas vraiment d'autre 
hoix que d'étudier la fon
tion
f : x 7→ ex − 1 − x, qui est dé�nie et dérivable sur R, de dérivée f ′(x) = ex − 1, don
 dé
roissantesur R− et 
roissante sur R+. Elle atteint don
 son maximum pour x = 0. Or, f(0) = 0, don
 on a
∀x ∈ R, f(x) > 0, d'où 1 + x 6 ex.De même, posons g(x) = 1 + xex − ex, la fon
tion g est dé�nie dérivable sur R, de dérivée
g′(x) = ex + xex − ex = xex. La fon
tion g est don
 dé
roissante sur R− et 
roissante sur R+, etatteint don
 un minimum en 0 qui vaut aussi 0, d'où la deuxième inégalité. On a don
 ∀x ∈ R,
x 6 ex − 1 6 xex, et ∀x 6= 0, 1 6

ex − 1

x
6 ex. Les deux termes extrêmes tendant vers 1 quand xtend vers 0, on a d'après le théorème des gendarmes lim

x→0

ex − 1

x
= 1.Similairement, posons h(x) = x − ln(1 + x), h est dé�nie et dérivable sur ] − 1;+∞[, et h′(x) =

1 − 1

1 + x
=

x

1 + x
, don
 la fon
tion h est dé
roissante sur ] − 1; 0] et 
roissante sur R+. Commed'habitude, elle a un minimum nul en 0, 
e dont on déduit que ln(1 + x) 6 x.En�n, posons k(x) = ln(1 + x) − x

1 + x
, de dérivée k′(x) =

1

1 + x
− 1 + x − x

(1 + x)2
=

1 + x − 1

(1 + x)2
.Grande surprise, la fon
tion admet un minimum en 0, qui vaut 0, d'où la deuxième inégalité. On aalors ∀x ∈] − 1;+∞[, 1

1 + x
6

ln(1 + x)

x
6 1, don
 par théorème des gendarmes lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.Exer
i
e 4 (*)1. f(x) =

x2 + ln x

xe−x + 2
∼

+∞

x2

2
et f(x) ∼

0

ln x

2
.2. g(x) = x(ln(1 + x))4 ∼

+∞
x(ln x)4 (on a le droit d'élever un équivalent à une puissan
e quel-
onque) et g(x) ∼

0
x × x4 ∼ x5 en utilisant que ln(1 + x) ∼ x.3. h(x) =

(

1 +
1

x

)x

= ex ln(1+ 1

x
). L'exposant a pour limite 1 en +∞ et 0 en 0, don
 h a deslimites �nies égales à e et 1 en +∞ et en 0.6



4. k(x) = x ln(1 + x)− (x + 1) ln x = x ln(x(1 + 1
x
)) − x ln x − lnx = x ln(1 + 1

x
)− ln x. La limitedu premier terme en +∞ est 1 (
f Exer
i
e 1), don
 k(x) ∼

+∞
− ln x. En 0, k(x) ∼

0
− ln x (toutle reste tendant vers 0).Exer
i
e 5 (**)Le seul problème qui se pose pour la 
ontinuité est l'endroit où on 
hange la dé�nition de lafon
tion.1. On a lim

x→− 1

2

4x2 + 5x − 4 = −11

2
, don
 f ne tend sûrement pas vers 0 quand x tend vers −1

2
.La fon
tion f est 
ontinue seulement sur R\{−1

2
}.2. Il est indispensable de distinguer 
e qui se passe en 0+ et en 0− : en 0+, e

1

x tend vers +∞et f a don
 pour limite 0 en 0+. Par 
ontre, en 0−, e
1

x tend vers 0, et même beau
oup plusrapidement que x, don
 f(x) ∼
0−

x2

x
, don
 lim

x→0−
f(x) = 0. Finalement, la fon
tion f est tout demême 
ontinue en 0 puisque 
ontinue à gau
he et à droite, elle est don
 
ontinue sur R toutentier.3. On a f(x) = x ln(x2 + 1)− x ln x si x > 0. Cha
un des deux termes tend vers 0 en 0+, don
 lafon
tion est 
ontinue sur R+.4. Celle-
i est un peu plus di�
ile : f(x) = ln

√
x − 1

x − 1
= ln

√
x − 1

(
√

x − 1)(
√

x + 1)
= − ln(

√
x + 1),don
 lim

x→1+
f(x) = − ln

√
2. La fon
tion n'est don
 pas 
ontinue en 1.5. La fon
tion est dé�nie sur R (x−Ent(x) est toujours positif, 
ompris entre 0 et 1) et 
ontinuesur tous les intervalles de la forme ]n;n+1[, ave
 n ∈ Z puisque les seuls points de dis
ontinuitéde la partie entière sont les entiers. Reste à déterminer 
e qui se passe pour n : on a f(n) =

n +
√

n − n = n, mais lim
x→n−

x−Ent(x) = 1, don
 lim
x→n−

f(x) = n+
√

1 = n + 1. La fon
tion estdon
 dis
ontinue en tous les entiers.Exer
i
e 6 (**)
• La fon
tion f est dé�nie et 
ontinue sur R\{1}, et f(x) =

x − 1 − 3

(x − 1)2
=

x − 4

(x − 1)2
. La fon
tion

f a don
 des limites in�nies quand x tend vers 1, elle n'y est pas prolongeable par 
ontinuité.
• La fon
tion g est dé�nie et 
ontinue sur R\{−1}. De plus, numérateur et dénominateur ontpour limite 0 en −1, on peut don
 fa
toriser par x + 1 : g(x) =

(x + 1)(x − 3)

x + 1
= x− 3. On endéduit que lim

x→−1
g(x) = −4, et on peut don
 prolonger g par 
ontinuité en posant g(−1) = −4.

• Ca ressemble au pré
édent ? C'est pourtant di�érent puisque 
ette fois h n'est dé�nie que sur
] − 1;+∞[, et h(x) =

(x + 1)(x − 3)√
x + 1

= (x − 3)
√

x + 1. Cette fois-
i, la limite en −1 vaut 0,don
 on peut prolonger h par 
ontinuité en posant h(−1) = 0.
• La fon
tion k est dé�nie sur R

∗
+, et a pour limite 0 en 0, don
 est prolongeable par 
ontinuitéà R+ en posant k(0) = 0.Exer
i
e 7 (**)Seul 0 peut poser un problème de 
ontinuité à droite. Or, lim

x→0+
− 1

x2
= −∞, don
 lim

x→0+
f(x) = 0, et

f est bien 
ontinue en 0. De plus, ∀x > 0, f ′(x) =
2

x3
e
− 1

x
2 . Posons X =

1

x
, on a lors f ′(x) = 2X3e−X2 ,7



qui par 
roissan
e 
omparée a pour limite 0 en +∞, don
 f ′ est également 
ontinue en 0. On fait lemême type de 
al
ul pour f ′′ : ∀x > 0, f ′′(x) =

(

6

x4
+

4

x6

)

e
− 1

x
2 , qui a également pour limite 0 en

0. Pour les dérivées ultérieures, le prin
ipe est le même, mais pour tout traiter d'un seul 
oup, ilest né
essaire d'ée�e
tuer une ré
urren
e et d'avoir quelques 
onnaissan
es sur les polynomes. Onprouve en fait par ré
urren
e que la n-ième dérivée de la fon
tion f (sur ]0;+∞[) peut s'é
rire sousla forme Pn(x)

xan

e
− 1

x
2 , où an est un entier naturel et Pn est un polynome. C'est vrai pour n = 1 etmême n = 2 d'après les 
al
uls pré
édents. Supposons désormais que f (n)(x) =

Pn(x)

xan

e
− 1

x
2 . On peutdériver 
ette fon
tion sur ]0;+∞[ et obtenir xanP ′

n(x) − annxann−1Pn(x)

x2an

e
− 1

x
2 − 2Pn(x)

xan+3
e
− 1

x
2 . Ce
iest bien de la forme voulue, 
e qui a
hève la ré
urren
. Or, un quotient de polynomes multiplié par

e
− 1

x
2 a toujours pour limite 0 en 0, don
 la dérivée n-ième de f est 
ontinue en 0.Exer
i
e 8 (*)Le prin
ipe est le même à 
haque fois : la fon
tion étudiée est 
ontinue, et les signes des valeursprises aux extrémités de l'intervalle sont opposés. Par le théorème des valeurs intermédiaires, lafon
tion s'annule sur l'intervalle.1. Posons f(x) = x2008 − x2007 − 1, f(−1) = 1 − (−1) − 1 = 1, et f(1) = 1 − 1 − 1 = −1, don


f s'annule sur I. Par di
hotomie, on obtient su

essivement, en notant a la solution 
her
hée,
f(0) = −1 don
 a ∈ [−1; 0], puis f(0.5) ≃ −1 don
 a ∈ [−1;−0.5] et
. Il n'est pas très di�
ilede se 
onvain
re que la valeur de a est extrêment pro
he de −1 : x2008 − x2007 = x2007(x − 1),ave
 x − 1 ∈ [−2;−1], don
 x2007 doit être 
ompris entre −0.5 et 1 pour que l'équationpuisse être véri�ée, 
e qui implique 0.5 6 (−x)2007 6 1, soit ln 0.5 6 2007 ln(−x) 6 0, don

e

0.5

2007 6 −x 6 1, soit −x = 1 à 0.001 près. On a don
 x ≃ −1 à 0.01 près.2. Posons f(x) = ln x − x2 − 5

x + 2
, f(1) = 0 − −4

3
=

4

3
, et f(10) = ln 10 − 95

12
< 0 (
ar parexemple e4 > 24 > 16, don
 4 > ln 10, et 95

12
> 4 > ln 10), don
 f s'annule sur I. Plut�tque de 
ouper exa
tement en 2, faisons une di
hotomie ave
 des valeurs pas trop a�reuses :

f(5) ≃ −1.24, don
 a ∈ [1; 5], puis f(3) ≃ 0.30, don
 a ∈ [3; 5] ; f(4) ≃ −0.44 don
 a ∈ [3; 4] ;
f(3.5) ≃ −0.6 don
 a ∈ [3; 3.5] ; f(3.25) ≃ 0.12 don
 a ∈ [3.25; 3.5] ; f(3.375) ≃ 0.03 don

a ∈ [3.375; 3.5] ; f(3.44) ≃ −0.02 don
 a ∈ [3.375; 3.44] ; f(3.41) ≃ 0.001, don
 a ∈ [3.41; 3.44] ;et en�n f(3.425) ≃ −0.001 don
 a ∈ [3.41; 3.425]. On a don
 a ≃ 3.42 à 0.01 près.3. Posons f(x) = 3x− 1− ln(2+ x2), f(0) = 0− 1− ln 2 < 0 et f(1) = 3− 1− ln 3 = 2− ln 3 > 0,
ar e2 > 3, don
 ln 3 < 2. La fon
tion s'annule don
 sur I. Toujours le même prin
ipe, je vaisaller un peu plus vite : on 
al
ule f(0.5) ≃ −0.31, puis f(0.75) ≃ 0.31 ; f(0.625) ≃ 0.003 ;
f(0.56) ≃ −0.16 ; f(0.59) ≃ −0.08 et f(0.61) ≃ −0.03, dont on déduit que a ≃ 0.62 à 0.01près. Constatons que quand on tombe au milieu des 
al
uls sur une valeur très pro
he de 0, ona de bonnes 
han
es d'être très près de la solution 
her
hée...4. Posons f(x) = ex−2−x, f(ln 2) = 2−2− ln 2 < 0, et f(2 ln 2) = 4−2−2 ln 2 = 2(1− ln 2) > 0,don
 f s'annule sur I. I
i, les bornes de l'intervalles sont moyennement pratiques, mais ellesvalent environ 0.7 et 1.4, 
e qui permet de 
ouper en 1 puis de prendre des valeurs plus rondesensuite : f(1) ≃ −0.28 ; f(1.2) ≃ 0.12 ; f(1.1) ≃ −0.10 ; f(1.15) ≃ 0.008 ; f(1.125) ≃ −0.04 ;
f(1.14) ≃ −0.01, don
 a ≃ 1.14 à 0.01 près.5. Posons f(x) = x3 − 3x2 + 1, f(−1) = −1 − 3 + 1 = −3 et f(1) = 1 − 3 + 1 = −1. Ca nemar
he pas ? Si, 
ar f(0) = 1, don
 f s'annule en fait au moins deux fois sur I : une fois sur
[−1; 0] et une autre sur [0; 1]. Pour la di
hotomie, 
ontentons-nous de déterminer une valeurappro
hée de la solutions se trouvant dans [0; 1] (on peut naturellement trouver également une8



approximation de la deuxième ra
ine dont on 
onnait l'existen
e) : f(0.5) = .375 ; f(0.75) ≃
−0.27 ; f(0.625) ≃ 0.07 ; f(0.69) ≃ −0.10 ; f(0.66) ≃ −0.02 ; f(0.64) ≃ 0.03, don
 a ≃ 0.65 à
0.01 près (pour les 
urieux, la ra
ine appartenant à [−1; 0] vaut environ −0.53).Exer
i
e 9 (***)1. La fon
tion fn étant somme de deux fon
tions stri
tement 
roissantes sur [0;+∞[, elle l'estégalement. Comme de plus elle est 
ontinue, f(0) = −4, et lim

x→+∞
fn(x) = +∞, le théorème dela bije
tion nous permet d'a�rmer l'existen
e d'un unique réel positif un tel que fn(un) = 0.2. u0 est solution positive de l'équation 1 + 9x2 − 4 = 0, soit x2 =

1

3
, don
 u0 =

1√
3
. Pour

n = 1, l'équation devient 9x2 + x − 4 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 1 + 144 = 145,et admet deux ra
ines dont une stri
tement positive (d'après la question pré
édente) qui nepeut être que u1 =
−1 +

√
145

18
≃ 0.61. De même, u2 est solution positive de l'équation

10x2 = 4, d'où u2 =

√

2

5
≃ 0.63. Pour véri�er que un <

2

3
, il su�t de 
onstater que fn

(

2

3

)

=
(

2

3

)n

+ 9× 4

9
− 4 =

2n

3n
> 0, et d'appliquer la 
roissan
e stri
te de la fon
tion fn à l'inégalité

0 = fn(un) < fn

(

2

3

)3. On a fn+1(x) − fn(x) = xn+1 + 9x2 − 4 − xn − 9x2 + 4 = xn(1 − x). Cette expression étantpositive si x < 1, on en déduit que ∀x ∈]0; 1[, fn+1(x) < fn(x).4. On a notamment, puisque 0 < un <
2

3
, fn+1(un) < fn(un) = 0. Comme par ailleurs fn+1(un+1) =

0, on a don
 fn+1(un) < fn+1(un+1), 
e dont on déduit via stri
te 
roissan
e de fn+1 que
un < un+1. Autrement dit, la suite (un) est stri
tement 
roissante.5. La suite étant 
roissante et majorée par 2

3
, elle 
onverge.6. Comme 0 < un <

2

3
, 0 < un

n

(

2

3

)n, don
 via le théorème des gendarmes (et le fait que lemembre de droite est une suite géométrique de raison inférieure à 1, lim
n→+∞

un
n = 0. Or, on apar dé�nition un

n + 9u2
n − 4 = 0 (puisque fn(un) = 0). On en déduit que lim

n→+∞
9u2

n − 4 = 0,soit lim
n→+∞

u2
n =

4

9
. Comme un > 0, on a don
 lim

n→+∞
un =

2

3
.Exer
i
e 10 (***)1. On a f(1) = −1 et f(3) = 1 + ln 3 > 0, don
 par le théorème des valeurs intermédiaires, lafon
tion f s'annule sur l'intervalle [1; 3].2. La fon
tion étant somme de deux fon
tions stri
tement 
roissantes sur R

∗
+, elle l'est également,don
 est inje
tive, et l'équation f(x) = 0 ne peut pas avoir plus d'une solution.3. On 
al
ule f(2) ≃ 0.69, puis f(1.5) ≃ −0.09 ; f(1.75) ≃ 0.31 ; f(1.625) ≃ 0.11 ; f(1.56) ≃ .004 ;

f(1.53) ≃ −0.04 et f(1.55) ≃ −0.01, don
 la solution de l'équation f(x) = 0 vaut 1.56 à 10−2près.4. On a déjà vu que f était stri
tement 
roissante. De plus, lim
x→+∞

f(x) = +∞, et lim
x→0

f(x) = −∞(au
une forme indéterminée), don
 f est bien bije
tive de R dans R. Le théorème de la bije
tionnous permet d'a�rmer que g est bije
tive de R dans R
∗
+, stri
tement 
roissante, et de limitesrespe
tives 0 et +∞ en −∞ et en +∞. 9



5. Un petit 
oup de 
roissan
e 
omparée et on 
onstate que lim
x→+∞

f(x)

x
= 1. Comme lim

t→+∞
g(t) =

+∞, on peut don
 a�rmer que lim
t→+∞

f(g(t))

g(t)
= 1 (
omposée de limites), 
'est-à-dire que

lim
t→+∞

t

g(t)
= 1 (puisque par dé�nition de la ré
iproque f(g(t)) = t. Autrement dit, g(t) ∼

+∞
t.Exer
i
e 11 (**)1. La fon
tion est somme de deux fon
tions stri
tement 
roissantes, don
 est stri
tement 
roissantesur R. De plus, lim

x→+∞
f(x) = +∞, et lim

x→−∞
f(x) = −∞, don
 par théorème de la bije
tion, fest bije
tive de R dans R.2. C'est une 
onséquen
e immédiate de la bije
tivité de f .3. Par dé�nition, f(xn) < f(xn+1), don
 par stri
te 
roissan
e de f , xn < xn+1, et la suite (xn)est stri
tement 
roissante.4. C'est un 
al
ul d'images : f(lnn) = eln n + ln n = n + lnn > n si n > 1, don
 on a f(xn) 6

f(lnn), d'où xn 6 ln n. De même, f(ln(n− lnn)) = eln(n−ln n) +ln(n− lnn) = n− lnn+ln(n−
ln n) = n− ln

n

n − ln n
< n puisque n

n − ln n
< 1. On en déduit de même que ln(n− ln n) 6 xn.5. Comme lim

n→+∞
n − ln n = +∞ (
roissan
e 
omparée), on a lim

n→+∞
ln(n − ln n) = +∞, d'oùpar 
omparaison lim

n→+∞
xn = +∞. De plus, ln(n − ln n)

ln n
6

xn

ln n
6 1, ave
 ln(n − lnn)

ln n
=

ln n + ln(1 − lnn
n

)

ln n
= 1 +

ln(1 − ln n
n

lnn
. La quotient a pour limite 0, don
 la suite (

xn

ln n
) esten
adrée par deux suites de limite 1. Via le théorème des gendarmes, on en déduit que xn ∼ lnn.
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