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Exercice 9 (***)

1.

Par une intégration par parties désormais classique consistant a poser u(z) = Inz et v'(z) = 22,

1 3 e 3 e e .2 3 371¢€
doncu’(x):etv(z):x,onah:/ PInzde= | Inz —/ Tge=S |2 =

x 3 1 3 1 1 3 3 9 1
e3 e 1 23+1
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. Sur [1;¢],0 < Inz < 1, donc 0 < (Inz)"™! < (Inz)™. On a donc 0 < 2%(lnz)"* < 2%(In2)",

puis par intégration 0 < Ip,+1 < I,. La suite ([,,) est décroissante.

. La suite est décroissante minorée par 0, elle converge donc.

1
Le plus simple est d’étudier la fonction f : z +— Inx — L Ona f'(x) = = — =, qui est positif

sur 'intervalle [1;e]. La fonction f est donc croissante sur [1;¢e], et f(e) =1 —1 =0, donc f
e

e o [T\ 1 e 9 1 xn—i-?)
est négative sur [1;e]. On en déduit que I, < / x (—) = / 2" dr = — =
1 e e J1 er [n+3],

et -1 ed— L .

= ¢ La majoration calculée tendant vers 0, notre cher théoréme des gen-
e"(n+ 3) n+3
darmes s’applique et (I,,) converge vers 0.

Il s’agit bien sir d’une intégration par parties, avec u(z) = (Inz)"! et v/(x) = 22, donc

u(x)=(n+1)x % X (Inx)™ et v(x) = % :

x> c ¢ x? 3 n+1
L1 = |=(lnz)" | — / (n+1)—(lnz)" = — — I,, En faisant tendre n vers +oo,
3 A 3 3 3
1 3 3 3
on a donc lim iIn = e—, donc I,, ~ c - e—.
n—+oo 3 3 n+1 n

Exercice 10 (**)

e Méme principe que ci-dessus : on note g(t) =

e Si on note g(t) = e 3V2Int et G une primitive de g sur ]1; +oo[ (il faudrait changer la borne

inférieure dans 1’énoncé pour mettre quelque chose de plus grand que 1, par exemple 2, la
fonction g n’étant pas définie pour x < 1 ...), on aura (par définition de l'intégrale) fi(x) =
G(2z) — G(2), donc en utilisant la formule de dérivation des fonctions composées fi(z) =

29(2[1}) — 2¢3 21n(2t)

—— (qui est pour le coup définie sur
e U P P
R puisque le dénominateur a un discriminant négatif), et G’ une primitive de g, on a alors

2
fale) = Ga?) = Ga), done fi(@) = 209(a®) ~ (&) = 1+ 5~ 1oy

e Posons donc g(t) = v1+¢? (encore une fois définie sur R) et G une primitive; f3(z) =

G(—z) — G(x), donc fi(x) = —g(—z) — g(x) = —/1 + (—2)2 = V1 + 22 = —2V/1 + 22



o Cette fois, g(t) = — (définie sur |0; 1|U|1;400|), et f4 n’est définie nulle part puisque —/z
C foi ltt défini 0 fa n’est défini 1l i
n

est toujours négatif quand la valeur existe. Inutile donc de chercher a dériver fy.

Exercice 11 (**%*)

eac
1. La fonction f est la primitive de — s’annulant en 1. Elle est donc dérivable sur R* de dérivée
x
617
f'(x) = —. Cette dérivée étant positive sur R* | f y est croissante.
x

: : . . et 1 e*— ]
2. La fonction g est définie et dérivable sur R* , de dérivée ¢'(z) = — — — = . Cette dérivée

x
est positive sur R% | donc g y est croissante. Comme ¢g(1) = f(1) —In1 = 0, la fonction g est
donc négative sur ]0; 1] et positive sur [1;4+o00[ (f(1) = 0 car on effectue alors une intégrale sur
Iintervalle [1;1]).

3. D’aprés la question précédente, on a f(z) < Inz sur ]0;1[, donc lir%f(m) = —o00; de méme,
xr—

f(z) 2 Inzsix > 1, donc liIJlra f(z) = +oo.

Exercice 12 (** a **%)

e Le but est donc de faire apparaitre une somme de Riemann, ce qui consiste en gros a sortir

1 . . . .
un — de la somme et & exprimer ce qui reste dans la somme en fonction de — uniquement :
n

k=n k k=n k 1 k=n k T
=S = Y e IS e IS () e s =
SR S+ (B)) g+ (%) k=1 1+2
Le théoréme de convergence des sommes de Riemann permet alors d’affirmer que (uy,,) converge
1

T ln2

1
et que sa limite vaut
d /0 1 1+ a2

dr = [ In(1 + xZ)]
0
1 l k=n

e Méme méthode : v, = 27 =
2
2t 2kn | n?

N\

\/ﬁ iZf( ) avec f(z) =

\/r donc (vy,) converge vers / m de = [V1+ 2ac =V3-1.

e Pour w,, c’est un peu plus subtil, il vaut mieux étudier ln(wn) et surtout se rendre compte

que In(n!) =In(1x2x---xn)=Inl+In2+---+Inn. On a alors :
1 k=2n k=2n
Inw, = —(In((2n)!) — nlnn — In(n!)) = <Zlnk—nlnn—21nk> Z (Ink —
" " k n+1
k=2n k:n k=n 1
Inn) Z pk_1 Z n+tk 1 Z < ) donc (Inwy,) converge Vers/ In(1+
" k=nt1 "= "= 0

2
4
x) dr = / Inu du=[zrlnz —z]? =2In2 — 1, et (w,) converge vers e22-1 = =
1

Exercice 13 (**)

1. 1l suffit pour cela de dire que le dénominateur 1+ ¢+ ¢" ne s’annule jamais sut l'intervalle [0; 1]
(il est toujours supérieur a 1), donc que la fonction a intégrer est continue sur [0; 1], ce qui
assure l’existence de son intégrale.

1
2. Calcul d : = ——dt = [In(2+1?)]g = In3 —1In2; et —dt
Calculons donc : wg /0 (2 + )] n3 —In2; et uy / o



3.

B In(1 + 2t)] -

(a)

(b)

UL

2
0
Pour tout ¢ dans [0;1], on a t"** < ¢, donc 1 + ¢ + "1 < 1 + ¢ + ¢" puis (tout étant
1 1
positif) T > T i o En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

Upt1 = Up, la suite (uy) est donc croissante.

Il faut réussir & majorer intelligemment ce qui se trouve sous l'intégrale, en 1’occurence

tatant Vte |0;1], 1+t4+t" 2> 1+¢,d
en constatant que [ ]1+ + + Oncl—l—t—i—t"
1

Iinegalité, on obtient u, < [ ——dt = [In(1 + )]} =In2.
o T+t

La suite (u,) est donc croissante et majorée, elle converge.

< . En intégrant

144

1 1
1 1
En utilisant le calcul fait un peu plus haut, on a In2—wu,, = dt—/ —dt =
o L+t Jo L4+t+tn

b 1
— dt
0o 1+t 14+t+tn
1 1
Il suffit d’arriver & majorer ce qui se trouve sous l’intégrale : =

- n
L4+t+t"—(1+1) " bt At
A+ 00 £+ = ETCES RNk Or, ce magnifique dénominateur est certai-

1
nement plus grand que 1 quand ¢ € [0;1], donc Tt itiie < t", et en intégrant
1 tn—l—l 1 1
cette inégalité on a In2 — u, < / t"dt = = :
0 n + ]. 0 n -+ 1

On a vu plus haut que u, < In2, donc In2 — u,, > 0. Comme on vient de majorer par
ailleurs cette méme expression par quelque chose qui tend vers 0, un coup de théoréme

des gendarmes nous donnes lim (In2 —wu,) =0, c’est-a-dire lim wu, =In2.
n—+o0o n—+oo

Exercice 14 (ESCP 92) (****)

1.

(a)

(c)

Prenons deux réels x et y dans R* tels que 2 < y. On a alors e > e~ pour tout
t € [0;1]. De méme the™™ > tFe™ et on peut intégrer cette inégalité, ce qui donne
exactement fi(z) > fr(y), donc fi est bien décroissante.

1

1

On a f(0) = / th dt = il La suite (fx(0)) est donc décroissante et tend vers 0. Or,
0

1
[ étant positive et décroissante sur RT, on a Vo > 0, 0 < fi(x) < Pl
assurer via le théoréme des gendarmes que (fx(x))gen+ converge vers 0.
1l s’agit de faire une IPP en posant u(t) = t"+1 et v/(t) = e~ donc u/(t) = (k + 1)tk et

—tx

, ce qui suffit a

v(t) = — (faites bien gaffe que la variable ici est ¢ et x est donc une constante). On
x
—tz1 1 —tx - k41
obtient fri1(z) = [—tkﬂe] + (k+ 1)/ e dp=-S 4 * fr(x).
T ], 0 x x x

. On peut utiliser la question

1 —tzq1 —x —x
1 1-—
On a fo(x) :/ e dt = [_e } ¢ = c
0

T 0 T T

1 - 1
précédente pour calculer les fonctions suivantes : fi(z) = — fo(z) — c - —(1—e™ -
x x
xe ™), puis fa(x) = gfl(a:) et i(2 —2e7% —2ze” % — p2e7 7).
’ x x x3
1
Il suffit de reprendre ’expression trouvée : lim 1 —e % =1, donc fy ~ —.
—+00 too T



(d)

Il faut faire une récurrence : on vient de montrer le résultat pour & = 0. Supposons le

—x
vrai pour fg, on a alors fyi1(x) = fi(@) (k: +1- ¢ ) La parenthése tend vers k + 1
T

fi(z)
car I’exponentielle négative, par croissance comparée, 'emporte sur fi qui est par hypo-
k+1 f
k ~Y

X

thése de récurrence équivalente a une fonction puissance. On a donc fr41 ~
+oo

k+1 k' (k+1)
r  ohtl T pkt2

, ce qui achéve la récurrence.

Le changement de variable est u = tx, qui donne du = x dt, et change les bornes de

Lo Trunk du
lintégrale en 0 et z, ce qui donne donc fx(z) = / the M dt = / (—) et — =
0 0 T x
1 * k_—u
W ) u-e du.
On vient décrire fx(x) sous la forme d’un produit g(x)h(z), ou g(z) = g et donc
k+1 r
J(z) = —%, et h(z) = / uPe™ du, donc B'(x) = z¥e~®. On en deduit que fl(z) =
r 0
k+1 1 k+1 -
—:UTt?h(a:) + Ww’“e"c =— ;L fr(x)+ 67. On vient donc de montrer, en reprenant
le résultat de la question 2.a, que f] = — fi11.

On étudie la fonction y — 1 — e™¥ — gy sur RT. sa dérivée vaut e ¥ — 1, qui est négative
sur Uintervalle d’étude. Or, pour y = 0, la fonction est nulle. Elle est donc bien négative
sur RT.
1 1 1 1
On a donc fi(z) — fr(0) = / thete dt—/ tk dt :/ the ™ —1) dt > / thHly dt =
0 0 0 0

ki%—? Quand z tend vers 0, ceci tend vers 0. Comme par ailleurs fi(x) — fx(0) est négatif

puisque fi est décroissante, la fonction fi est bien continue en 0.
Pour la dérivée, on utilise ce bon vieux théoréme du prolongement C!! La fonction f; est

dérivable et C! sur RY, de dérivée f; = — fr41. On vient de voir que fj41 était continue
1
en 0, donc iig%)fkﬂ(a:) = fr+1(0) = T On en déduit que alglg%)f’/“(x) = 112 puis

que fi, est dérivable en 0, de dérivée f;(0) = st



