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Théorie des nombres

Feuille n°5 : Anneaux d’entiers 2

1 Factorisation

Exercice 1

1. L’anneau (Z/6Z)[X] est-il factoriel ?

2. Déterminer tous les éléments de norme 2 de Z[\/—3]. L’anneau Z[/—3] est-il factoriel ?
(factoriser 4).

3. Quelles sont les normes possibles d'un diviseur de 1+ +/—3 dans A = Z[\/—3] ? Donner
un idéal non principal de A = Z[/=3].

4. Montrer que le sous-anneau A de R[X] engendré par X? et X3 n’est pas factoriel.

5. Vérifier 'égalité 17 = (5 4 2v/2)(5 — 2v/2) = (7 + 4v/2)(7 — 4v/2). Peut-on en déduire
que A = Z[\/2] n’est pas factoriel ?

Exercice 2

Soit d > 3 un entier, montrer que que dans Panneau Z[iv/d], 2 est irreductible et que
I'idéal engendré par 2 n’est pas premier. L’anneau Z[Z\/g] est-il factoriel ?
Dans Z[iv/5], 11 est-il irréductible ? L’idéal engendré par 11 est-il premier ?

Exercice 3

Montrer que I'anneau Z[iv/2] est euclidien (donc factoriel).

Exercice 4

1. Quelle est la norme sur le corps Q(1/—3) ? Quelle est la norme sur Z[j] exprimée
dans la base (1,7)?

2. Montrer qu’un nombre premier est réductible dans Z[j] si et seulement s’il est la
norme d’un élément de Z[j].

3. Les nombres 3, 11 et 13 sont-ils réductibles dans Z[j] ?

4. Montrer qu'un nombre premier p est réductible dans Z[j] si et seulement si Z[j]/(p)
n’est pas integre.



5. Montrer qu'un nombre premier p > 3 est réductible dans Z[j] si et seulement si
X? + X + 1 admet une racine dans [F), si et seulement si le groupe multiplicatif F;
des inversibles de [F;, a un élément d’ordre 3.

6. Montrer qu’un entier p est réductible dans Z[j] si et seulement si p = 1[3].

2 Sur les polynémes

Exercice 5

Soit P=ag+ a1 X + -+ a, X" € Z[X].

. On suppose que P a une racine rationnelle non nulle z, avec z = % et pged(p, q) = 1.

Montrer que p divise ag et ¢ divise ay.

2. Le polynéme 7X3 —5X2% — 9X + 4 a-t-il des racines rationnelles ? et X% — 2X?2 — 37

Soit n € N'\ {0}. Montrer que y/n est soit un entier, soit un irrationnel.

Exercice 6

Un polynéme de Z[X] est dit primitif si ses coefficients sont premiers entre eux dans

leur ensemble.

1.

Soit P € Z[X] primitif. Montrer que si P est irréductible dans Q[X] alors il I'est dans
Z[X].

. Soit P de la forme ag + a1 X + a2 X? + X3 € Z[X]. Montrer que si P est irréductible

dans Z[X] alors il I'est dans Q[X].
Soit f et g deux polynomes primitifs de Z[X]. Montrer que leur produit fg est primitif.

4. Soit h un polynéme primitif réductible dans Q[X]. Montrer que h est réductible dans

Z[X)].

Exercice 7

Les polynomes symétriques élémentaires en n indéterminées sont par définition

51(t17t2’-.. ’tn) = t1+t2++tn
So(ti,ta, - tn) = titg+titg + - +totg +totg + -+ - ty_1ty
sn(ti,to, - tn) = tita---ty.

1. Soit FI(X) = a(X —t1)(X —t2)--- (X —t5). Développer F(X) en puissances de X.

2. Ecrire t‘Z’ + t% + t% comme polyndme a coefficients entiers de s, s9, S3.



3. Soit my, ma, - ,mp, n entiers naturels. Quel est le terme dominant de s7" 552 - - - 7' 7

4. Ranger dans 'ordre lexicographique décroissant les mondémes du polynéme symé-
trique
f(ti,ta, t3) = B13 + 6343 + 1365 + 1363 + 1385 + 13¢5,
5. Ecrire f comme polynéme a coeflicients entiers en les polyndémes symétriques
élémentaires.

6. Soit 6 en entier algébrique de degré 3 et 65 et 03 ses conjugués. Montrer que
(0,02, 603) est un entier naturel.

Plus généralement, tout polynéme symétrique s’écrit comme polynoéme a coeficients entiers dans

les polynomes symétriques élémentaires.

3 Corps de nombres

Exercice 8

Soit K = [X]/(P) un corps de nombre de degré n. Soit x la classe de X dans K. Soient
o1,...,0p les n plongements complexes de K. Etant donné une base B = (aq, ..., ay) de
K sur Q, on définit le discriminant de B par A(B) = Ala, ..., an] = {det(oi(a;))}2.

1. Montrer que pour toute base B de K sur Q, A(B) est un élément non nul de Q.

2. Si de plus, les éléments de la base B sont des entiers algébriques, montrer que A(B)
est un entier.

3. Soit B une base de K sur QQ constituée d’entiers algébriques et telle que A(B) est
sans facteur carré. Vérifier que A(B) est minimal.

4. Montrer que sous les hypotheses de la question précédente, la base B est une base
de I’anneau des entiers de K.

Exercice 9

Expliciter les deux plongements complexes du corps quadratique Q(1/13).
Calculer la norme et la trace de I’élément a + bv/13 de Q(+/13).
Calculer le discriminant de la Q-base (1,v/13) de Q(1/13).

Déterminer une Q-base de Q(1/13) formée d’entiers algébriques et de discriminant
strictement plus petit que 'entier obtenu dans la question précédente.

L

Exercice 10

Montrer que le polynéme X3 —X —1 de Q[X] est irréductible. Calculer son discriminant.
Déterminer I’anneau des entiers du corps Q[X]/(X3 — X — 1).



Exercice 11

1.
2.

Rappeler 'anneau des entiers de I'extension quadratique (@(\/6) et celui de Q(v/14).
Montrer que a = M est un entier de l’extension biquadratique Q(v/6,/14).

Exercice 12

1.
2.

4.

Calculer le discriminant de Q(v/3) et celui de Q(v/5).

Montrer que ¢ = /3 + 1+T\/5 est un élément primitif de Q(v/3,v/5). On vérifiera
que ses quatre conjugués sont deux a deux distincts, que son polynéme minimal
sur Z est invariant par tout Q-automorphisme de tout corps de nombres et que son
degré est donc 4.

. Déterminer la matrice de la multiplication par ¢ dans la base B = (1, /3, 1+2\/g7 V3 HT‘/E)

de Q(v/3,+/5) puis le polynéme minimal p¢ de ¢ sur Z.

Calculer le discriminant de la base B.

Exercice 13

On note K := Q[X]/(X? —2) et A = Z[¥/2] le sous-anneau de C engendré par la
racine cubique réelle de 2.

1.

o

Montrer que A est, comme Z-module, libre de base (1, V/2, ¥/4).

2. Montrer que K est un corps. Préciser une base de K comme Q-espace vectoriel.
3.
4

. Décrire la trace, la norme et la fonction symétrique des sommes de produits deux a

Décrire tous les plongements complexes de K.

deux des conjugués des éléments de K.
Calculer le discriminant d’une base B de K formée d’entiers algébriques.

Déterminer ’anneau des entiers de K.

Exercice 14

Quels sont les entiers n tels que anneau des entiers du corps quadratique Q(y/n)
admet un plongement complexe dont I'image est un réseau de R?? Calculer alors le
volume de ce réseau.

Exercice 15

Montrer que si d # d’ sont deux entiers positifs sans facteur carré, les corps (@[\/ﬁ],
Q[Vd'], Q[ivd] et Q[iv/d'] sont deux & deux non isomorphes.



