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Théorie des nombres

Corrigé de 'ezamen (1" session)

Exercice 1

Question 1

Est-ce que 62 est un carré modulo 101 7

) car 101 = =3 (mod 8)
> car 101 =1 (mod 4)

car 101 =8 (mod 31)

) car 8§ = 23
=-1 car 31 = —1 (mod 8).

On trouve donc que 62 n’est pas un carré modulo 101.

Question 2

Est-ce que 65 est un carré modulo 101 7

(sor)

On a:

101
605> car 101 =1 (mod 4)

<2§> car 101 =36 (mod 65)
1

car 36 = 62 et pged(6,65) = 1.

Comme 101 est premier, on trouve donc que 65 est un carré modulo 101.

Remarque : on a 412 = 65 (mod 101).



Question 3

Est-ce que 31 est un carré modulo 917

On a9l =7x13, et
31 3
<7) = (7> car 31 =3 (mod 7)

:—(2) car 3=7= -1 (mod 4)
1

=— (3) car 7=1 (mod 3)

-1,

donc 31 n’est pas un carré modulo 7, donc 31 n’est pas un carré modulo 91.

Exercice 2
Trouver les solutions (z,y) € Z? de I'équation diophantienne 22 — 89y = —1.

On utilise 'algorithme vu en cours pour déterminer une solution fondamentale de
léquation 2% — 89y? = +1.

1 V89 +9
(V89| =9 _ VO
. V89 —9 8
V8949 8 V89 + T
_ :2 =
8 ] V89 — 7 5
V89 + 7 _ 5 5 V89 +38
5| V89 -8 5
V89 + 8 _ 5 5 V8I+T
5| V89 —T7 8
V89 + 7 8
— | =2 —— =V89+9
8 ] V89 —9
V89 49| =18
On trouve donc le développement en fraction continue /89 = [9, 2,3, 3,2, 18].
On a alors
1 1 1 23 500
9+2 1 —9+2 n —9+2 7—9+§—§.
T T T3
+i t7
3



Comme la longueur de la période du développement, 5, est impaire, on trouve ainsi une
solution de ’équation 2 — 89y% = —1, et en effet on a 5002 — 89 - 532 = —1.
Les solutions de I’équation 2?2 — 89y = —1 sont alors données par

x4+ V89 = + (500 + 53v/89) ",

pour n € Z impair.

Exercice 3

On cherche & résoudre 1’équation diophantienne 2% + 3 = 27, d’inconnues = € Z et
n € N. On rappelle que anneau des entiers de Q(1/—3) est euclidien. Soit (x,n) une
solution de I’équation.

Question 1

Montrer que z est impair. Montrer que 22 43 est divisible par 4. On suppose désormais
x positif.

Sin > 0, alors 2" est pair donc z? = 2" — 3 est impair, donc z est impair. Si n = 0,

alors z2 = —2, 2 € Z, ce qui est impossible. Donc z est impair, et n < 1.

Comme x est impair, on a = =1 (mod 4), donc 22 = 1 (mod 4), donc 22 4 3 est
divisible par 4.

Question 2

2

Supposons n pair. En factorisant 2" — x°, montrer que 25+ = 4, x=1et n=2.

Comme n est pair, on a la factorisation (dans Z)
on —p? = (2”/2 —9:) (2"/2 —I—x)
Comme x > 0, par hypothése, on a
22 4 x>0 et /2 _ 4 <22y g,
Enfin, comme z? +3 = 2", on a
(22 —2) (27 +2) =3 et 0<2/-z<2?4u
Comme 3 est premier, ses seuls diviseurs positifs sont 1 et 3, et l'on a :

on/2 _ p—1 et on/2 | — 3.



Par somme et différence, on en déduit
25T =4 et 2r=2,

donc

donc

Question 3

On suppose désormais n impair. Vérifier que ’on doit avoir n > 3.

Comme n € N est impair, il suffit de montrer que n # 1 et n # 3.

Sin =1, on aurait 22 = 2" — 3 = —1, & € Z, ce qui est impossible. Donc n # 1.

Si m = 3, on aurait 2> = 2" — 3 = 5, ce qui est impossible car 5 est premier donc
n’est pas un carré dans Z. Donc n # 3.

On a donc n > 3 (donc n > 5).

Question 4

Montrer que 2 est irréductible dans I’anneau des entiers de Q(v/—3).

Supposons que 2 = ab, avec a,b € OQ( /=3) hon inversibles (en notant (9@( V=3) I'an-
neau des entiers de Q(y/—3)). On a alors Now=3)/0(2) No(v=3)/0(0) = Ngy/=3),0(2) =
22 = 4, No(=3)/0(a) & {£1} et Ng/=5)/0(b) & {£1}. De plus, la norme d’un élément
du corps quadratique imaginaire Q(1/—3) est toujours positive, donc la seule possibilité
est

Now=3)/0(2) = No(y=3)/0(b) = 2-
1+\2/T3

Comme =3 =1 (mod 4), on a Oy, /=3) = Z {
u+v2\/j3

}, et les éléments de cet anneau

sont de la forme , avec u, v € Z de méme parité.

u+v\/j3>

1 2 2

4

— u? + 3% =8.

On a en particulier v? < {%J =2 donc v € {—1,0,1}, et u? = 8 — 3v?, donc u? = 8 (si
v=0)ouu?=5 (siv==+1). Comme 8 = 2% et 5 = 5! ne sont pas des carrés dans Z
(d’apres leur décomposition en produit de facteurs premiers), on en déduit qu’il n’y a
pas d’élément o.le norm(? 2 dans I'anneau OQ( V=3

Donc 2 est irréductible dans (’)@( V=3)



Question 5

Factoriser % dans l'anneau des entiers de Q(1/—3). Conclure.

D’apres la question 1, on a % € Z donc % € OQ( /=3), et @ est impair donc

HT‘/:)’E(’)@(\/_—?)):Z[HQ@}.DanS I’anneau OQ(\/TS),onadonc
1:2+3_:1:—\/—3:1:+\/—3
4 2 2

D’autre part, si 2 + 3 = 27, avec n impair, alors n > 3 d’apres la question 3, donc

2+ 3 _gn-2
4 )

et d’apres la question 4, c’est la décomposition de x22'3 en produit d’irréductibles dans

I’anneau factoriel O@( V=3
Par unicité de la décomposition en produit d’irréductibles dans un anneau factoriel,
on en déduit que

T —v -3 a—l 2n—2—m

v-—3
Tomert e T :

avec a une unité de (’)Q( J/=3) €t m un entier compris entre 0 et n — 2.

Les unités de (’)@( /=3 sont +1 et % En écrivant 1’égalité des parties imagi-
naires, on trouve

=0 sia € {£1}
om {iliﬁ}
= S1 & € s a—— AN

N — N~

2 2

Le premier cas est impossible, et le second donne m =0 et o € {ﬂ% Vfg}

En conjuguant «, on trouve a~! € {il% ”_?’}, et la partie imaginaire de 1’égalité

r—v -3 712n727m

5 ¢

n—=2—m n—2 s 3
donne _% = —2 3 = —2 2 s dOIlC n—2= 0, or n est Suppose 1mpalr.

L’équation 22 + 3 = 2" n’a donc pas de solution avec 2 > 0 et n impair. Comme
(—z)? = 22, il n’y a pas non plus de solution avec x < 0 et n impair. Enfin, de la

question 2 on déduit que les seules solutions de 1’équation sont

(z,n) =(1,2) et (z,n) =(-1,2).



Exercice 4

Soit K = Q(1/—m) un corps quadratique imaginaire, avec m > 0 un entier sans facteur
carré. Soit O ’anneau des entiers de K, et I un idéal non nul de O.

Question 1
Soit 0: K — C un plongement de K dans C. Montrer que o(I) est un réseau de C.
Montrons d’abord que o(Of) est un réseau de C. (C’est un cas particulier d’un

théoréme plus général, vu en cours lors de la preuve du théoréme des unités de Dirichlet).
Comme K = Q(y/—m) est un corps quadratique, son anneau d’entiers est

2

Z[\-m]| =Z®Zy/—m si —m =2o0u3 (mod 4)

et les deux plongements de K dans C sont donnés par /—m +— +iy/m. Il suffit donc de
montrer que (1, H”\/m) si —m =1 (mod 4), respectivement (1, +i/m) si —m = 20u3

o _{Z[”v—m}—Z@ZHV;m si—m=1 (mod 4)
=

2
(mod 4), est une R-base de C, ce qui est vrai puisque C est un R-espace vectoriel de
dimension 2 et M et +iy/m ne sont pas réels. Donc o(Ok) est un réseau de C.
Une autre méthode possible consiste a reprendre dans ce cas particulier la preuve
du cas plus général donnée en cours. Pour cela, on considére une Z-base (ep,e1) du
Z-module Ok (qui est libre de rang [K: Q] = 2), et l'on calcule le déterminant de
(o(eq),0(e1)) € C? dans la R-base (1,i) de C.

R(o(eo)) R(o(er)| _ 1|1 i |[R(a(en)) R(o(er))
S(o(e)) S(ofer))| 2i|1 —i| |S(o(eo)) S(o(er))
1 oleo) olen)
2i |o(eq) oler)|

or o et © — o(x) sont les deux plongements de K dans C, donc le discriminant de la
base (eg, e1) est

disc(eg, e1) = o(eo) o(er)

)

o(eo) o(er)

R(o(eo)) R(o
S(o(eg)) S(o
de C, et donc o(Ofk) est un réseau de C.

Comme l'idéal I est un sous-groupe de Ok, et o0(Ok) est un sous-groupe discret
de C, o(I) est aussi un sous-groupe discret de C. Il suffit donc de montrer que o([)
engendre C comme R-espece vectoriel.

et disc(ep,e1) # 0 donc ‘ EZ;;’ # 0, donc (o(ep),o(e1)) est une R-base



Comme on a supposé I # 0, on peut trouver un = € I\ {0}. Soit maintenant une
base (eg,e1) du Z-module (libre de rang 2) O. D’apres ce qui précede, (o(ep),o(e1))
est une base du réseau o(Ok ), donc en particulier ¢’est une famille libre sur R.

Comme [ est un idéal de O, la famille (o(zep),o(xe1)) est formée d’éléments
de o(I). Montrons que c’est une famille libre sur R. Pour cela, supposons que 'on a
Ao, A1 € R tels que

/\00(1’60) + )\10(.%'61) = 0.

On a alors
U(l’) ()\00’(60) + /\10(61)) =0,

or z # 0 donc o(x) # 0, donc
Xoo(eg) + Mo(er) =0,

et (o(ep),o(e1)) est une famille libre sur R, donc A\g = A\; = 0. Donc (o (zep), o(ze1)) est
une famille libre sur R, donc une R-base de C (puisque celui-ci est de dimension 2).

Comme o(]) contient une R-base de C, on en déduit qu’il engendre C comme R-espace
vectoriel, et donc que c’est un réseau de C.

Question 2

Montrer que Ok /I est fini.

Comme I est un sous-Z-module du Z-module libre de type fini (de rang 2, en fait)
Ok, il existe une base (eq, e1) du Z-module O et des entiers dy,d; € Z tels que dy | di
et I = doZey ® dy1Zey. Le quotient O /I est alors isomorphe & Z/dyZ @ 7Z./d17Z comme
Z-module, donc il suffit de montrer que d; # 0 (d’ou 'on déduit immédiatement dy # 0
puisque dy | dy).

Si d; = 0, le Z-module libre I serait de rang au plus 1, or o(I) est un réseau de C
d’apres la question précédente, donc en particulier c’est un Z-module libre de rang 2,
donc I est aussi un Z-module libre de rang 2. Donc on a d; # 0.

Donc Ok /I est fini (et son cardinal est |dod;|).

Question 3

On pose N(I) & Card(Ox /I). Sil'idéal I est principal, engendré par x € O, montrer
que N(I) = Ng/q(z).

Avec les notation de la réponse précédente, on a
N(1) = |dods| = |det ey o) (doeo, dren)|

Comme lanneau Ok est inteégre, et (eg,e1) est une base de O comme Z-module,
(zeg, xer) est une base de I = xOk comme Z-module. Or (dpeg, die1) est aussi une base



de I comme Z-module. La matrice de passage de la base (dpeqg, d1e1) a la base (zeg, xer)
est dans GLg(Z), donc son déterminant est +1, donc

N(I) = ‘det(eoyel) (zeg, xeq)

)

autrement dit, N(I) est le déterminant de application Q-linéaire de K dans lui-méme
donnée par la multiplication par x, c’est-a-dire la norme de z :

N(I) = Ngjg(w).

Question 4

Montrer que si J est un idéal de Ok qui contient I, alors N(I) = N(J) Card(J/I).

Considérons la projection canonique O — Og/J. Son noyau est idéal J, et
comme [ C J, le morphisme se factorise et donne un morphisme surjectif Ox /I —
Ok/J, de noyau J/I. On a donc un isomorphisme

OK/I/J/IL Ox/J.

Comme Ok /I (donc J/I aussi) et O /J sont finis d’apres la question précédente, on
trouve

Card(Ok /1)
Card(J/I)

donc N(I) = N(J) Card(J/I).

= Card(Ox/J),

Question 5

IVmN(I) si—-m=1 (mod 4)

Montrer que le volume du réseau o (1) est
E 1) {\/TTLN(I) sinon.

Reprenons les notations de la réponse a la question 2. On a
N(I) = |dody| = ‘det(eo,el)(doeo,dwﬁ’-
Or, le volume du réseau o(I) est

vol(o(I)) = ‘det(l,z‘)(doeo, d1€1)‘

= ‘det(l,i) (€0, e1) det(eq e, ) (doeo, d1€1)‘
= vol(c(Ok))N(I).

11 suffit donc de calculer le volume du réseau o(Of).



Si—m # 1 (mod 4), alors (1,y/—m) est une Z-base de Ok, donc (o(1),0(v/—m)) =
(1, +iy/m) (le signe dépendant de o) est une base du réseau o(Ok) (cf. question 1). On
a

. 1 0
det(lﬂ») (1, ZEZ\/TH) = |0 :I:\/M| — :l:\/R7

donc vol(c(Ok)) = v/m.
Si —m =1 (mod 4), alors (1, Ly/om W) est une Z-base de Ok, donc

[rone(757)) = (55

est une base du réseau 0(Ok). On a
1+iy/m IR 1
=V 2 _|=—4=/

) 0 i;«/m‘ Epvm.

det(ld) (1, B

donc vol(o(Ok)) = 3/m.

On trouve donc

L/m si—m = mo
muam):{%jj}f o om =t mod

Question 6

Montrer qu'il existe un « € I \ {0} tel que

2mN(I) si—-m=1 (mod 4)

N, <7
K/Q() {frmN(I) sinon.

Remarque : Il y a ici une erreur d’énoncé. L’inégalité que ’on obtient naturellement est :

%\/HN(I) si—m=1 (mod 4)

Nkjo(e) < {4\/5 N(I) sinon.

Celle-ci étant plus forte que celle demandée par ’énoncé, on peut quand méme répondre
a la question.

Soit X le disque fermé de C de centre 0 et de rayon p > 0, avec

2 _ 2y/mN(I) si—-m=1 (mod4)
P %\/MN(I) sinon.

= %vol(a(])).



L’ensemble X est un compact convexe symétrique non vide de C. Son aire est mp? =
22vol(o(I)), donc par le théoréeme de Minkowski, X N o(I) contient un élément autre
que 0. Autrement dit, il existe un « € I\ {0} tel que o(z) € X.

Silon pose x = a+by/—m, avec a,b € Q, alors Ng o(z) = a® +mb?, or la propriété
o(r) € X équivaut a a? + mb* < p, donc

%\/EN(I) si—m=1 (mod4)
NK/Q(x) S {;lr\/MN(I) sinon.

Comme m > 1, on a /m < m, donc

2m N(I) si—-m=1 (mod 4)
N <y
K/0() {ﬁm N(I) sinon.

Question 7

En déduire que si m = 1 ou m = 3 alors Ok est principal, sans passer par le fait qu’il
est euclidien.

Comme I'anneau Ok est integre, il suffit de montrer que tous ses idéaux sont prin-
cipaux. Comme l’idéal nul est principal (engendré par 0), il suffit de considérer le cas
d’un idéal I non nul.

Soit € I\ {0} comme dans la question précédente. D’apres les questions 3 et 4,
on a

Card(I/z0k) = W,

donc

[\

=2m  si—-m=1 (mod 4)

Card(I/z0k) < {

SIS

m  sinon.

Sim = 1, on trouve Card(I/z0k) < 2 < 2, donc Card(I/zOk) = 1, donc I = 20,
donc l'idéal I est principal.

Sim = 3, on trouve Card(I/z0k) < & < 2, donc Card(I/zOk) = 1, donc I = 20k,
donc l'idéal I est principal.

Donc si m =1 ou m = 3, alors 'anneau O est principal.

Remarque : En utilisant la version corrigée de I’énoncé de la question 6, on montre ainsi
que Ok est principal pour m € {1,2,3,7}. Rappelons que I'on a vu en cours qu’il est en
fait euclidien si et seulement si m € {1,2,3,7,11}.
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